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Glava 1

Grupe i po	a

1.1 Grupe

Definicija 1.1. Grupa je ure�eni par (G, ∗), gde je G skup a
∗ : G×G −→ G binarna operacija na skupu G takva da va�i

(1) Asocijativnost: (∀x, y, z ∈ G) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z),

(2) Postoja�e neutrala: (∃e ∈ G)(∀x ∈ G) x ∗ e = x = e ∗ x,

(3) Postoja�e inverza: (∀x ∈ G) (∃x− ∈ G) x ∗ x− = x− ∗ x = e.

Zbog asocijativnosti obiqno izostav	amo zagrade i pixemo samo x∗y∗z
misle�i na (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z). Ispostavi se da su u grupi i neutral i
inverz jedinstveni.

Ukoliko operacija ∗ zadovo	ava samo osobinu (1) iz prethodne
definicije ka�emo da je (G, ∗) polugrupa, a ukoliko zadovo	ava (1) i (2)
ka�emo da je monoid.

Definicija 1.2. Ka�emo da je grupa (G, ∗) Abelova1 (komutativna) ako
zadovo	ava i dodatni uslov

(4) Komutativnost: (∀x, y ∈ G) x ∗ y = y ∗ x.

Primetimo da ako va�i osobina (4) dovo	no je da u (2) i (3) va�i samo
jedna jednakost (onda druga sledi iz (4)).

Najpoznatiji primer Abelove grupe je (R,+). Lako se proveravaju sva
qetiri zahteva:

1Niels Henrik Abel (1802. - 1829.), norvexki matematiqar
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6 GLAVA 1. GRUPE I PO�A

(1) Asocijativnost: (∀x, y, z ∈ R) (x+ y) + z = x+ (y + z),

(2) Postoji 0 ∈ R za koju va�i (∀x ∈ R) x+ 0 = x,

(3) (∀x ∈ R)(∃ − x ∈ R) x+ (−x) = 0,

(4) (∀x, y ∈ R) x+ y = y + x.

Naglaxavamo da ovde − nije oduzima�e niti bilo koja druga binarna
operacija. Minus oznaqava inverz elementa grupe, dakle to je unarna
operacija (ima samo 1 argument). Doduxe, qesto pixemo x − y, ali to je
samo skra�enica za x+ (−y).

Drugi standardni primeri Abelovih grupa su (C,+), (Q,+), (Z,+),
(R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·), (Q \ {0}, ·), . . . . Zato �emo operaciju grupe najqex�e
oznaqavati sa + ili · (koji ponekad i ne pixemo) ili nekim simbolom
koji podse�a na + ili ·. Skup 2Z svih parnih brojeva (ili opxtije, skup
nZ svih celih brojeva de	ivih sa n) je tako�e Abelova grupa u odnosu na
sabira�e. Sa druge strane,

• (N,+) nije grupa (ve� samo polugrupa) jer sabira�e nema neutral u
N. A qak i ako uk	uqimo nulu (N ∪ {0},+) i da	e nije grupa (ve�
samo monoid) jer npr. 1 ∈ N nema inverz za operaciju +,

• (R, ·) nije grupa (jeste monoid) jer element 0 ∈ R nema inverz,

• (Z \ {0}, ·) nije grupa (jeste monoid) jer element 2 ∈ Z nema inverz,

• (I,+) nije grupa, gde je I = R \ Q skup iracionalnih brojeva, jer
operacija sabira�a na I nije dobro definisana, npr

√
2, 1−

√
2 ∈ I, a√

2 + (1−
√
2) = 1 ̸∈ I.

• (2Z+1,+) nije grupa jer skup 2Z+1 svih neparnih brojeva ne sadr�i
neutral za sabira�e.

Zadatak 1.3. Pokazati da je
(
R2,+

)
Abelova grupa, gde je operacija

zadata sa (x1, x2) + (y1, y2) := (x1 + y1, x2 + y2).

Rexe�e. Pratimo definiciju sabira�a na R2 i proveravamo sva qetiri
uslova:

(1)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) , (z1, z2) ∈ R2

)
((x1, x2) + (y1, y2)) + (z1, z2) = (x1 + y1, x2 + y2) + (z1, z2)

= (x1 + y1 + z1, x2 + y2 + z2)

= (x1, x2) + (y1 + z1, y2 + z2)

= (x1, x2) + ((y1, y2) + (z1, z2)) ,
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(2)
(
∃O := (0, 0) ∈ R2

) (
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
(x1, x2) +O = (x1 + 0, x2 + 0) = (x1, x2) ,

(3)
(
∀x = (x1, x2) ∈ R2

) (
∃ − x := (−x1,−x2) ∈ R2

)
x+ (−x) = (x1, x2) + (−x1,−x2) = (x1 − x1, x2 − x2) = O,

(4)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) ∈ R2

)
(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

= (y1 + x1, y2 + x2) = (y1, y2) + (x1, x2) .

Na isti naqin se pokazuje i da su (Rn,+), (Cn,+), (Qn,+) i (Zn,+)
Abelove grupe, pri qemu je sabira�e definisano po koordinatama.

Sa RN �emo oznaqavati skup svih realnih nizova (i opxtije sa BA

�emo oznaqavati skup svih preslikava�a iz skupa A u skup B). Ako su
a = (an)

∞
n=1 i b = (bn)

∞
n=1 nizovi iz RN �ihov zbir je niz a+ b qiji je n-ti

qlan dat sa (a+ b)n := an + bn.

Zadatak 1.4. Pokazati da je
(
RN,+

)
Abelova grupa.

Rexe�e. Da bismo proverili asocijativnost, uzmimimo tri proizvo	na
niza a, b, c ∈ RN. Trebamo da poka�emo da su nizovi (a+ b)+ c i a+ (b+ c)
jednaki. Najlakxi naqin da to vidimo jeste da im uporedimo svaku
koordinatu. Neka je n ∈ N proizvo	no, tada je

((a+ b) + c)n = (a+ b)n + cn = an + bn + cn = an + (b+ c)n = (a+ (b+ c))n,

xto povlaqi (a+ b) + c = a+ (b+ c) (jednakost nizova).

Zatim, neutral �e biti nula-niz On = 0. Za proizvo	an niz a ∈ RN i
prozvo	no n ∈ N va�i (a+O)n = an+On = an+0 = an, tj. va�i a+O = a
u smislu nizova.

Inverz niza a ∈ RN �e biti niz −a definisan sa (−a)n := −an jer va�i
(a+ (−a))n = an + (−a)n = an − an = 0, za sve n ∈ N.

I komutativnost trivijalno va�i: (a+b)n = an+bn = bn+an = (b+a)n,
za sve nizove a, b ∈ RN.

Sliqno se pokazuje i da je (R[x],+) je Abelova grupa, gde je sabira�e
definisano na slede�i naqin. Ako su p(x) = a0 + a1x + · · · + amxm

i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n dva proizvo	na polinoma iz R[x], onda je

(p + q)(x) := (a0 + b0) + (a1 + b1)x + · · · + (al + bl)x
l, gde je l = max{m,n},
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i ak = 0, za k > m, i bk = 0, za k > n. Primetimo da za ovako definisano
sabira�e polinoma va�i (p+ q)(a) = p(a) + q(a), za sve a ∈ R.

Oznaqimo sa ρ(k, n), za k ∈ Z i n ∈ N, ostatak pri de	enu k sa n, i
neka je Zn = {0, 1, . . . , n− 1} skup ostataka pri de	e�u sa n. Na Zn imamo
definisane dve operacije k +n l := ρ(k + l, n) i k ·n l := ρ(kl, n) (sabira�e
i mno�e�e po modulu n).

Zadatak 1.5. a) Pokazati da je (Zn,+n) Abelova grupa.

b) Pokazati da je (Zn \ {0}, ·n) (Abelova) grupa ako i samo ako je n prost
broj.

Rexe�e. a) Sledi iz

(1) (∀k, l,m ∈ Zn)

(k +n l) +n m = ρ(k + l, n) +n m = ρ(ρ(k + l, n) +m,n)

= ρ(k + l +m,n) = ρ(k + ρ(l +m,n), n)

= k +n ρ(l +m,n) = k +n (l +n m) ,

(2) imamo neutral 0 ∈ Zn jer (∀k ∈ Zn) k +n 0 = ρ(k + 0, n) = ρ(k, n) = k,

(3) za svaki k ∈ Zn imamo inverz −nk :=

{
0, za k = 0,
n− k, inaqe,

(4) (∀k, l ∈ Zn) k +n l = ρ(k + l, n) = ρ(l + k, n) = l +n k.

b) Asocijativnost, komutativnost i da je 1 neutral se proverava na isti
naqin kao za +n. Samo je pita�e da li za proizvo	an element k ∈ Zn \ {0}
postoji element k− ∈ Zn \ {0} takav da va�i 1 = k ·n k− = ρ (kk−, n), tj. da
postoji a ∈ Z takvo da je 1 = kk− + an. Prema Euklidovom2 algoritmu ovo
posled�e je ekvivalentno sa tim da su k i n uzajamno prosti. Kako je k bio
proizvo	an element Zn, (Zn \ {0}, ·n) je (Abelova) grupa ako i samo ako je
n uzajamno prost sa svim 1, 2, 3, . . . , n− 1, tj. n je prost.

Slede malo nestandardniji primeri.

Zadatak 1.6. Pokazati da je (R\{−1},✠) Abelova grupa, ako je operacija
✠ zadata sa x✠y := xy + x+ y.

Rexe�e. Imamo da va�i

(1) (∀x, y, z ∈ R \ {−1})

(x✠y)✠z = (xy + x+ y)✠z = (xy + x+ y)z + (xy + x+ y) + z

= xyz + xy + xz + yz + x+ y + z

= x(yz + y + z) + x+ (yz + y + z)

= x✠(yz + y + z) = x✠(y✠z),
2Eυκλειδης (3. i 4. vek p.n.e.), antiqki matematiqar
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(2) (∃O := 0 ∈ R \ {−1})(∀x ∈ R \ {−1})

x✠O = x · 0 + x+ 0 = x,

(3) (∀x ∈ R \ {−1})
(
∃ ∽ x := − x

x+1 ∈ R \ {−1}
)

x✠(∽ x) = x(∽ x) + x+ (∽ x) = x

(
− x

x+ 1

)
+ x− x

x+ 1
= 0 = O,

(4) (∀x, y ∈ R \ {−1})

x✠y = xy + x+ y = y✠x,

xto znaqi da je (R \ {−1},✠) Abelova grupa.

Sad se postav	a pita�e kako smo pogodili xta je O, a xta ∽ x?
Neutral O tra�imo iz uslova da je x✠O = x · O + x + O = x, tj.
(x + 1)O = 0, za sve x ∈ R \ {−1}. Sliqno, ∽ x mo�emo na�i iz
x✠(∽ x) = x(∽ x) + x+ (∽ x) = (x+ 1)(∽ x) + x = 0.

Zadatak 1.7. Ispitati da li je (Z,⋆) grupa, ako je operacija ⋆ zadata
sa m⋆n := m+ 2n.

Rexe�e. Ovde (Z,⋆) ne�e biti grupa jer operacija ⋆ nije asocijativna.
Npr. primetimo da je

(1⋆2)⋆3 = 5⋆3 = 11 i 1⋆(2⋆3) = 1⋆8 = 17.

Zadatak 1.8. Neka je G = { (x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ R, x1, x2 ̸= 0} i

⊞ : G×G −→ G, (x1, x2, x3)⊞ (y1, y2, y3) = (x1y1, x2y2, x1y3 + x3y2) .

Pokazati da je (G,⊞) grupa. Da li je ova grupa Abelova?

Rexe�e. Prvo poka�imo da je (G,⊞) grupa. Imamo

(1) (∀ (x1, x2, x3) , (y1, y2, y3) (z1, z2, z3) ∈ G)

((x1, x2, x3)⊞ (y1, y2, y3))⊞ (z1, z2, z3)

= (x1y1, x2y2, x1y3 + x3y2)⊞ (z1, z2, z3)

= (x1y1z1, x2y2z2, x1y1z3 + (x1y3 + x3y2) z2)

= (x1y1z1, x2y2z2, x1 (y1z3 + y3z2) + x3y2z2)

= (x1, x2, x3)⊞ (y1z1, y2z2, y1z3 + y3z2)

= (x1, x2, x3)⊞ ((y1, y2, y3)⊞ (z1, z2, z3)) ,
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(2) (∃O := (1, 1, 0) ∈ G) (∀ (x1, x2, x3) ∈ G)

(x1, x2, x3)⊞O = (x1 · 1, x2 · 1, x1 · 0 + x3 · 1) = (x1, x2, x3) ,

O⊞ (x1, x2, x3) = (1 · x1, 1 · x2, 1 · x3 + 0 · x2) = (x1, x2, x3) , (1.9)

(3) (∀x = (x1, x2, x3) ∈ G)
(
∃⊟ x :=

(
1
x1
, 1
x2
,− x3

x1x2

)
∈ G

)
x⊞ (⊟x) =

(
x1

1

x1
, x2

1

x2
, x1

(
− x3

x1x2

)
+ x3

1

x2

)
= O,

(⊟x)⊞ x =

(
1

x1
x1,

1

x2
x2,

1

x1
x3 +

(
− x3

x1x2

)
x2

)
= O. (1.10)

Dakle, (G,⊞) jeste grupa. Operacija ⊞ oqigledno nije komutativna jer je

(1, 1, 1)⊞ (1, 2, 1) = (1, 2, 3) i (1, 2, 1)⊞ (1, 1, 1) = (1, 2, 2).

Prethodni primer pokazuje da nisu sve grupe Abelove kako to
mo�da izgleda iz onih uvodnih primera. Primetimo da smo zbog
nekomutativnosti u (1.9) i (1.10) imali po dve provere.

Neka je N = {1, 2, 3, . . . , n} (ili opxtije, N je skup od n elemenata).
Oznaqimo sa Sn skup svih permutacija (bijekcija) skupa N . Poxto su
elementi skupa Sn permutacije tj. preslikava�a, operacija na Sn �e biti
kompozicija preslikava�a.

Zadatak 1.11. Pokazati da je (Sn, ◦) grupa. Pokazati da je ova grupa
Abelova ako i samo ako je n = 1 ili 2.

Rexe�e. Neka su ρ, σ, τ tri proizvo	ne permutacije iz Sn, treba pokazati
da je (ρ ◦ σ) ◦ τ = ρ ◦ (σ ◦ τ) kao preslikava�e skupa {1, 2, . . . , n} na sebe.
Neka je k ∈ {1, 2, . . . , n} proizvo	an, tada je

((ρ ◦ σ) ◦ τ)(k) = (ρ ◦ σ)(τ(k)) = ρ(σ(τ(k))) = ρ((σ ◦ τ)(k)) = (ρ ◦ (σ ◦ τ))(k).

Kako je k bilo proizvo	no imamo jednakost preslikava�a
(ρ ◦ σ) ◦ τ = ρ ◦ (σ ◦ τ).

Neutral za ◦ �e biti identiqko preslikava�e 1(k) = k, za 1 ⩽ k ⩽ n.
Lako se proverava da je

(σ ◦ 1)(k) = σ(1(k)) = σ(k) i (1 ◦ σ)(k) = 1(σ(k)) = σ(k),

za sve σ ∈ Sn. I sliqno, inverz za ◦ �e biti inverzna funkcija σ−1 (koja
postoji jer je σ bijekcija).

Ako je n = 1 grupa S1 ima samo jedan element 1, pa je trivijalno
Abelova. Ako je n = 2 grupa S2 ima dva elementa 1 i ε (koje slika 1 u



1.2. PODGRUPE 11

2 i obrnuto). Onda se lako proverava da je 1 ◦ 1 = 1 ◦ 1, ε ◦ ε = ε ◦ ε i
1 ◦ ε = ε = ε ◦ 1. Neka je sada n ⩾ 3. Izabra�emo σ i τ iz Sn na slede�i
naqin:

σ(k) =

 2, ako je k = 1,
1, ako je k = 2,
k, inaqe,

i τ(k) =

 3, ako je k = 1,
1, ako je k = 3,
k, inaqe.

Tada je
(σ ◦ τ)(1) = σ(3) = 3 i (τ ◦ σ)(1) = τ(2) = 2,

xto znaqi da grupa (Sn, ◦) nije Abelova za n ⩾ 3.

Grupu (Sn, ◦) zovemo simetriqna grupa reda n. Ovu grupu �emo
koristiti za izuqava�e determinanti.

1.2 Podgrupe

Definicija 1.12. Neka je (G, ∗) grupa i H ⊆ G �en podskup. Ka�emo
da je H podgrupa grupe G ako je (H, ∗) grupa i pixemo H ⩽ G ili
(H, ∗) ⩽ (G, ∗).

Poxto je asocijativnost izra�ena preko kvantifikatora ∀ ona se
automatski prenosi i na podskup. Zato je potreban i dovo	an uslov da
podskup H ⊆ G bude podgrupa da va�i

(1) (∀x, y ∈ H) x ∗ y ∈ H,

(2) e ∈ H,

(3) (∀x ∈ H) x− ∈ H,

pri qemu se ovde misli na neutral i inverz iz grupe G. Prethodna tri
uslova (zajedno) su ekvivalentni uslovu (∀x, y ∈ H) x− ∗ y ∈ H.

Na primer imamo da je (Z,+) ⩽ (Q,+) ⩽ (R,+) ⩽ (C,+) i
(Q \ {0}, ·) ⩽ (R \ {0}, ·) ⩽ (C \ {0}, ·). Ali (Z\{0}, ·) nije podgrupa (Q\{0}, ·)
jer inverz elementa 2 (koji postoji u Q) ne pripada Z.

Zadatak 1.13. Pokazati da je skup H = {(a, b, a + 2b) | a, b ∈ R} podgrupa
grupe

(
R3,+

)
.

Rexe�e. Sledi iz

(1) (∀(a, b, a+ 2b), (c, d, c+ 2d) ∈ H)

(a, b, a+ 2b) + (c, d, c+ 2d) = (a+ c, b+ d, (a+ 2b) + (c+ 2d))

= (a+ c, b+ d, a+ c+ 2(b+ d)) ∈ H,
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(2) O = (0, 0, 0 + 2 · 0) ∈ H,

(3) (∀(a, b, a+ 2b) ∈ H) − (a, b, a+ 2b) = (−a,−b,−a+ 2(−b)) ∈ H.

Zadatak 1.14. Koji od slede�ih podskupova su podgrupe (R[x],+):

a) A = {p ∈ R[x] | p(0) = 2p′(3)},

b) B = {p ∈ R[x] | p(0) = 3},

v) Rn[x] := {p ∈ R[x] | deg p < n}, gde je n ∈ N, a deg oznaqava stepen
polinoma,

g) G = {p ∈ R[x] | deg p = 10} ∪ {O}.

Rexe�e. a) Iz

(1) (∀p, q ∈ A)

(p+ q)(0) = p(0) + q(0) = 2p′(3) + 2q′(3) = 2(p′ + q′)(3) = 2(p+ q)′(3)

=⇒ p+ q ∈ A,

(2) O(0) = 0 = 2O′(3) =⇒ O ∈ A,

(3) (∀p ∈ A) (−p)(0) = −p(0) = −2p′(3) = 2(−p)′(3) =⇒ −p ∈ A,

sledi da je A podgrupa R[x].

b) Nula-polinom O ne pripada B, pa B ne mo�e biti podgrupa.

v) Iz

(1) (∀p, q ∈ Rn[x])

deg(p+ q) ⩽ max{deg p,deg q} < n =⇒ p+ q ∈ Rn[x],

(2) O ∈ Rn[x] (stepen nula-polinoma se obiqno definixe kao −1),

(3) (∀p ∈ Rn[x]) deg(−p) = deg p < n =⇒ −p ∈ Rn[x],

sledi da je Rn[x] podgrupa R[x].

g) Skup G nije podgrupa jer G nije zatvorena za sabira�e. Na primer,
mo�emo uzeti p(x) = x10 i q(x) = −x10+x iz G qiji zbir (p+q)(x) ̸∈ G.

Osobina komutativnosti se prenosi sa grupe na podgrupu jer je
definisana pomo�u kvantifikatora ∀ (kao i asocijativnost). Zato je
podgrupa Abelove grupe uvek Abelova. Obrnuto ne va�i, naredni primer
predstav	a Abelovu podgrupu neabelove grupe.
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Zadatak 1.15. a) Pokazati da je H = { (x1, x2, 0) | x1, x2 ̸= 0} podgrupa
grupe (G,⊞) iz Zadatka 1.8.

b) Da li je grupa (H,⊞) Abelova?

Rexe�e. a) Sledi iz

(1) (∀ (x1, x2, 0) , (y1, y2, 0) ∈ H) (x1, x2, 0)⊞(y1, y2, 0) = (x1y1, x2y2, 0) ∈ H,

(2) O = (1, 1, 0) ∈ H,

(3) (∀ (x1, x2, 0) ∈ H) ⊟ (x1, x2, 0) =
(

1
x1
, 1
x2
, 0
)
∈ H.

b) Kao xto smo ve� videli restrikcija operacije ⊞ na H je data sa
(x1, x2, 0)⊞ (y1, y2, 0) = (x1y1, x2y2, 0) i oqigledno je komutativna.

Zadatak 1.16. a) Neka je U = {z ∈ C | |z| = 1} jediniqna kru�nica u
kompleksnoj ravni. Pokazati da je (U, ·) podgrupa grupe (C \ {0}, ·).

b) Neka je n prirodan broj. Pokazati da je (Zn, ·) podgrupa grupe (U, ·), gde
je Zn = {z ∈ C | zn = 1} skup svih n-tih korena iz jedinice.

Rexe�e. a) Sledi iz

(1) (∀z, w ∈ U) |zw| = |z| · |w| = 1 =⇒ zw ∈ U ,

(2) |1| = 1 =⇒ 1 ∈ U ,

(3) (∀z ∈ U)
∣∣ 1
z

∣∣ = 1
|z| = 1 =⇒ 1

z ∈ U .

b) Prema Moavrovoj3 formuli elementi skupa Zn su

ζk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, za 0 ⩽ k ⩽ n− 1.

Kada to znamo lako �emo proveriti da je

(1) (∀ζk, ζl ∈ Zn)

ζkζl =cos
2kπ

n
cos

2lπ

n
− sin

2kπ

n
sin

2lπ

n

+ i

(
cos

2kπ

n
sin

2lπ

n
+ sin

2kπ

n
cos

2lπ

n

)
=cos

2(k + l)π

n
+ i sin

2(k + l)π

n

=

{
ζk+l, za k + l ⩽ n− 1
ζk+l−n, za k + l ⩾ n

}
∈ Zn,

3Abraham de Moivre (1667. - 1754.), francuski matematiqar
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(2) 1 = ζ0 ∈ Zn,

(3) (∀ζk ∈ Zn)
1
ζk

=

{
1, za k = 0
ζn−k, za k ⩾ 1

}
∈ Zn, prema delu (1),

xto znaqi da je Zn podgrupa od U (a samim tim i od C \ {0}).

Drugi naqin da se ovo proveri (bez ekplicitnog odre�iva�a elemenata
Zn) je

(1) (∀z, w ∈ Zn) (zw)n = znwn = 1 · 1 = 1 =⇒ zw ∈ Zn,

(2) 1n = 1 =⇒ 1 ∈ Zn,

(3) (∀z ∈ Zn)
(
1
z

)
= 1

zn = 1 =⇒ 1
z ∈ Zn.

1.3 Po	a

Definicija 1.17. Po	e je ure�ena trojka (F,+, ·), gde je F skup sa dve
binarne operacije +, · : F ×F −→ F takve da su (F,+) i (F \{0}, ·) Abelove
grupe i va�i distributivnost · prema +:

(∀x, y, z ∈ F ) (x+ y) · z = xz + yz.

U prithodnoj definiciji 0 oznaqava aditivni neutral, tj. neutral za
operaciju +.

Standardni primeri po	a su (R,+, ·), (C,+, ·), (Q,+, ·). Pored �ih
zanim	iva su nam i konaqna po	a (Zp,+p, ·p). Sa druge strane, trojka
(Z,+, ·) nije po	e jer (Z \ {0}, ·) nije grupa.

Zadatak 1.18. Pokazati da je (Zp,+p, ·p) po	e, gde je p prost broj.

Rexe�e. U zadatku 1.5 smo videli da su (Zp,+p) i (Zp, ·p) Abelove grupe.
Ostaje jox da proverimo distributivnost, tj. da za sve k, l,m ∈ Zp va�i

(k +p l) ·p m = ρ(k + l, p) ·p m = ρ((k + l)m, p)

= ρ(km+ lm, p) = ρ(km, p) +p ρ(lm, p) = (k ·p m) +p (l ·p m) .

Zadatak 1.19. Pokazati da je skup Q
(√

2
)
=
{
a+ b

√
2
∣∣ a, b ∈ Q

}
po	e u

odnosu na standardne operacije + i ·.
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Rexe�e. Za poqetak treba pokazati da su
(
Q
(√

2
)
,+
)
i
(
Q
(√

2
)
\ {0}, ·

)
Abelove grupe. To mo�emo uraditi tako xto poka�emo da je(
Q
(√

2
)
,+
)
⩽ (R,+) i

(
Q
(√

2
)
\ {0},+

)
⩽ (R \ {0}, ·). Kako se ove provere

izvode na sliqan naqin pokaza�emo samo da je (Q
(√

2
)
\{0},+) ⩽ (R\{0}, ·)

(xto je tehniqki komplikovanije):

(1)
(
∀a+ b

√
2, c+ d

√
2 ∈ Q

(√
2
)
\ {0}

)
(
a+ b

√
2
)(

c+ d
√
2
)
= (ac+ 2bd) + (ad+ bc)

√
2 ∈ Q

(√
2
)
\ {0}

(ovde koristimo da je proizvod dva broja razliqitih od nule tako�e
razliqit od nule),

(2) 1 = 1 + 0 ·
√
2 ∈ Q

(√
2
)
\ {0},

(3)
(
∀a+ b

√
2 ∈ Q

(√
2
)
\ {0}

)
1

a+ b
√
2
=

1

a+ b
√
2
· a− b

√
2

a− b
√
2
=

a− b
√
2

a2 − 2b2

=
a

a2 − 2b2
+

−b

a2 − 2b2

√
2 ∈ Q

(√
2
)
\ {0}.

Jedini preostali zahtev je distributivnost + i ·. Mo�emo re�i da se
ona nasle�uje iz po	a R (jer je izra�ena preko kvatifikatora ∀, pa
automatski va�i i na ma�em skupu), a mo�emo i direktno proveriti
da va�i ((

a+ b
√
2
)
+
(
c+ d

√
2
))(

e+ f
√
2
)

=
(
a+ b

√
2
)(

e+ f
√
2
)
+
(
c+ d

√
2
)(

e+ f
√
2
)
,

za sve a+ b
√
2, c+ d

√
2, e+ f

√
2 ∈ Q

(√
2
)
\ {0}.

I opxtije, Q
(√

d
)

=
{
a+ b

√
d
∣∣∣ a, b ∈ Q

}
�e biti po	e, gde je d

beskvadratan ceo broj (tj. proizvod razliqitih prostih brojeva).

Zadatak 1.20. Neka je R[x]/f skup ostataka pri de	e�u polinoma iz
R[x] sa f(x) = x2 − x + 1. Pokazati da je (R[x]/f,+f , ·f ) po	e, gde +f i ·f
oznaqavaju sabira�e i mno�e�e po modulu f . Odrediti inverz elementa
x+ 1 u odnosu na ·f .

Rexe�e. Ovaj zadatak je analogan Zadatku 1.18 (samo xto imamo polinome
umesto brojeva), pa �e i rexe�e biti vrlo sliqno. Kako ostatak ima
ma�i stepen od delioca jasno je da �e skup ostataka R[x]/f biti
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{a+ bx | a, b ∈ R} = R2[x]. Pritom, sabira�ne po modulu +f funkcionixe
kao obiqno sabira�e na R2[x], pa �e (R[x]/f,+f ) biti Abelova grupa.

Xto se tiqe mno�e�a ·f situacija je malo komplikovanija. Oznaqimo sa
ρ(a, f) ostatak pri de	e�u polinoma a polinomom f . Tada je a·f b = ρ(ab, f).
Lako se proverava da za ·f va�i

(a ·f b) ·f c = ρ(ab, f) ·f c = ρ(abc, f) = a ·f ρ(bc, f) = a ·f (b ·f c)

i
a ·f b = ρ(ab, f) = ρ(ba, f) = b ·f a,

za sve a, b, c ∈ (R[x]/f) \ {0}, kao i da je 1 neutral za ·f . Prona�imo sada
inverz proizvo	nog elementa g ∈ (R[x]/f) \ {0} (u odnosu na ·f ). Lako se
proverava da je polinom f nerastav	iv (jer nema realne korene), xto da	e
znaqi da su polinomi f i g uzajamno prosti. Ali onda Euklidov algoritam
garantuje postoja�e polinoma a i b takvih da va�i 1 = af + bg. Uzimaju�i
ostatak po modulu f od obe strane prethodne jednakosti dobijamo 1 = b ·f g,
xto taqno znaqi da je b multiplikativni inverz elementa g.

Proverimo distributivnost, za sve a, b, c ∈ (R[x]/f) \ {0} va�i

(a+f b) ·f c = (a+ b) ·f c = ρ((a+ b)c, f) = ρ(ac+ bc, f)

= ρ(ac, f) + ρ(bc, f) = a ·f c+f b ·f c.

Dakle, (R[x]/f,+f , ·f ) jeste po	e.

Multiplikativni inverz elementa x + 1 �emo odrediti Euklidovim
algoritmom na ve� opisan naqin. De	e�em polinoma f(x) = x2 − x+ 1
sa x + 1 dobijamo koliqnik x − 2 i ostatak 3. To znaqi da je
f(x) = (x− 2)(x+ 1) + 3, odnosno 1 = 1

3f(x) +
(
− 1

3x+ 2
3

)
(x+1). Uzima�em

ostatka pri de	e�u sa f dobijamo 1 =
(
− 1

3x+ 2
3

)
·f (x+1), xto znaqi da je

− 1
3x+ 2

3 tra�eni inverz.

Primetimo da isti zak	uqak va�i i ukoliko u prethodnom zadatku
polinom f zamenimo proizvo	nim nerastav	ivim polinomom iz R[x].

Zadatak 1.21. Pokazati da je (R,⊕,⊙) po	e ako su operacije zadate sa

x⊕ y = x+ y + 1 i x⊙ y = xy + x+ y.

Rexe�e. Poka�imo da je (R,⊕) Abelova grupa:

(1) (∀x, y, z ∈ R)

(x⊕ y)⊕ z = (x+ y + 1)⊕ z = x+ y + z + 2

= x⊕ (x+ z + 1) = x⊕ (y ⊕ z),

(2) (∀x, y, z ∈ R) x⊕ y = x+ y + 1 = y ⊕ x,



1.3. PO�A 17

(3) postoji neutral O := −1,

(4) (∀x ∈ R)(∃ ⊖ x := −x− 2) x⊕ (⊖x) = x+ (−x− 2) + 1 = O.

Zatim treba pokazati da je (R \ {−1},⊙) Abelova grupa, xto smo ve�
uradili u Zadatku 1.6. (Iz R je isk	uqen aditivni neutral O = −1.)

Ostaje jox da poka�emo distributivnost, za sve x, y, z ∈ R imamo da je

(x⊕ y)⊙ z = (x+ y + 1)⊙ z = (x+ y + 1)z + (x+ y + 1) + z

jednako

x⊙ z ⊕ y ⊙ z = (xz + x+ z)⊕ (yz + y + z) = (xz + x+ z) + (yz + y + z) + 1.
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Glava 2

Sistemi linearnih

jednaqina

Neka je

J1 : a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1
J2 : a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . . + a2nxn = b2
J3 : a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Jm : am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . . + amnxn = bm

(2.1)

sistem od m jednaqina sa n nepoznatih nad po	em F , gde su xj , 1 ⩽ j ⩽ n,
nepoznate, a aij i bi, 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n, skalari iz po	a F . Ukoliko su
svi skalari bi na desnoj strani jednaki nuli ka�emo da je sistem homogen.
Ovakav sistem uvek ima bar jedno (trivijalno rexe�e).

Imamo tri elementarne transformacije koje quvaju skup rexe�a
sistema. To su

(1) Zamena mesta i-toj i j-toj jednaqini: Ji ↔ Jj ,

(2) Mno�e�e i-te jednaqine nenula skalarom α: Ji → αJi, za α ∈ F \ {0},

(3) Dodava�e j-te jednaqine pomno�ene skalarom α i-toj jednaqini:
Ji → Ji + αJj , za α ∈ F .

Za dva sistema ka�emo da su ekvivalentni ako imaju isti skup rexe�a.
Mo�emo re�i da elementarne transformacije transformixu sistem u
�emu ekvivalentan.

Gausov1 metod (metod eliminacije, svo�e�e na trougaoni oblik)

1Johann Carl Friedrich Gauß (1777. - 1855.), nemaqki matematiqar i fiziqar

19
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podrazumeva da korix�e�em posled�e elementarne transformacije
eliminixemo promen	ivu x1 iz svih jednaqina sem prve:

a11 x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1

/(
−a21

a11

) /(
−a31

a11

)
. . .

/(
−an1

a11

)
a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . . + a2nxn = b2
a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . . + amnxn = bm
a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1

a′22x2 + a′23x3 + . . . + a′2nxn = b′2
a′32x2 + a′33x3 + . . . + a′3nxn = b′3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′m2x2 + a′m3x3 + . . . + a′mnxn = b′m

gde su a′ij = aij − ai1a1j

a11
i b′i = bi − ai1b1

a11
neki novi koeficijenti. (Ovde

,,de	e�e\ oznaqava mno�e�e multiplikativnim inverzom iz po	a F .)
Ovim smo problem sveli na sistem od m− 1 jednaqine sa n− 1 nepoznatom.
Naravno, i �ega �emo rexavati na isti naqin.

Primetimo da smo ovde koristili da je a11 ̸= 0. Ako se desi da je
a11 = 0 samo zamenimo prvu jednaqinu i-tom jednaqinom u kojoj je ai1 ̸= 0
i primenimo isti postupak. Ukoliko se bax pogodi da su svi ai1 = 0,
1 ⩽ i ⩽ m, to znaqi da promen	iva x1 mo�e da bude bilo xta iz po	a F ,
a nama ostaje da reximo sistem od n− 1 promen	ive x2, . . . , xn.

Ponav	a�em postupka u svakom koraku sma�ujemo broj promen	ivih
bar za 1 i na kraju dobijamo trougani oblik:

c11x1 + c12x2 + c13x3 + . . . + c1nxn = d1
c22x2 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + c2nxn = d2

c33x3 + . . . + c3nxn = d3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cmmxm + . . . + cmnxn = dm

gde je k ⩾ k (jer smo u nekom koraku mo�da izgubili vixe od
jedne promen	ive). Gledamo posled�u jednaqinu iz sistema, imamo tri
mogu�nosti:

• Mo�e da se desi da je suma na levoj strani jednaqine prazna (tj. da
je m > n).

{ Ukoliko je dm ̸= 0 sistem nema rexe�e i tu se ceo postupak
zavrxava.

{ Ukoliko je dm = 0 ne radimo nixta.

• Ukoliko leva strana ima taqno jedan nenula sabirak tj. m = n i
cmn ̸= 0 tada je xn = dm

cmn
.

• Ukoliko leva strana ima vixe sabiraka tj.m < n i pritom je cmm ̸= 0
promen	ive xm+1, . . . , xn mogu biti proizvo	ne, a promen	ivu xm

dobijamo kao xm = dm

cmm
− cm,m+1

cmm
xm+1 − · · · − cmn

cmm
xn.
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Zatim brixemo posled�u jednaqinu, zamenimo sve izraqunate promen	ive
u svim prethodnim jednaqinama i ponovimo postupak sa novom posled�om
jednaqinom. Kada pobrixemo (tj. iskoristimo) sve jednaqine, dobili smo
rexe�e sistema.

Ovde smo redosled eliminacije promen	ivih izabrali tako da sve
vizuelno podse�a na trougao. Mogli smo ih eliminisati i bilo kojim
drugim redom.

2.1 Sistemi bez parametara

Ukoliko ne naglasimo drugaqije ubudu�e �emo uvek podrazumevati da je
po	e skalara R.

Zadatak 2.2. Rexiti sistem

x + 2y − 4z = −4
5x + 11y − 21z = −22
3x − 2y + 3z = 11

Rexe�e. Gausov postupak daje

x + 2y − 4z = −4 /(−5) /(−3)

5x + 11y − 21z = −22
3x − 2y + 3z = 11
x + 2y − 4z = −4

y − z = −2 / · 8
− 8y + 15z = 23

x + 2y − 4z = −4
y − z = −2

7z = 7

Dakle, z = 1. Iz druge jednaqine dobijamo y = z − 2 = −1,
i na kraju x = −2y + 4z − 4 = 2. Nax sistem ima jedinstveno rexe�e
(x, y, z) = (2,−1, 1).

Zadatak 2.3. Rexiti sistem

x + 5y − 13z = 3
3x − y + 5z = 2
2x + 2y − 4z = 1
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Rexe�e. Gausov postupak daje

x + 5y − 13z = 3 /(−3) /(−2)

3x − y + 5z = 2
2x + 2y − 4z = 1
x + 5y − 13z = 3

− 16 y + 44z = −7
/(

− 1
2

)
− 8y + 22z = −5

x + 5y − 13z = 3
− 16y + 44z = −7

0 = − 3
2

Posled�a jednaqina nema rexe�e, xto znaqi da i qitav sistem nema
rexe�e.

Zadatak 2.4. Rexiti sistem

2x + 5y − 8z = 4
3x + 8y − 13z = 7
x + 2y − 3z = 1

Rexe�e. Da bismo izbegli rad sa razlomcima prvo �emo zameniti
redosled jednaqina:

2x + 5y − 8z = 4
3x + 8y − 13z = 7
x + 2y − 3z = 1
x + 2y − 3z = 1 /(−3) /(−2)
3x + 8y − 13z = 7
2x + 5y − 8z = 4
x + 2y − 3z = 1

2y − 4z = 4
y − 2z = 2 /(−2)

x + 2y − 3z = 1
y − 2z = 2

0 = 0

Posled�u jednaqinu zanemarujemo. Ali onda imamo jednu nepoznatu vixe
nego xto ima jednaqina. To znaqi da jedna promen	iva mo�e biti bilo
xta. Neka je npr. z = α, α ∈ R. Tada je y = 2α + 2 i x = −α − 3 tj. sistem
ima beskonaqno mnogo rexe�a (x, y, z) ∈ {(−α− 3, 2α+ 2, α) |α ∈ R}.

U prethodna tri zadatka smo videli da sistem (nad R) mo�e imati
nula, jedno ili beskonaqno mnogo rexe�a. Ispostavi�e se da su to sve
mogu�nosti i da sistem ne mo�e imati npr. 2 rexe�a. (Dokaz ovoga �emo
videti kasnije kad poqnemo priqu o vektorskim prostorima, mada bi i iz
Gausovog postupka trebalo da bude jasno.)
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Sistemi sa dve ili tri promen	ive su nam zanim	ivi i sa geometrijske
strane. Skup rexe�a linearne jednaqine sa tri nepoznate predstav	a
ravan u prostoru R3. Onda je rexe�e sistema presek tih ravni, xto mo�e
biti ravan, prava, taqka ili prazan skup. Analogno, jednaqina sa dve
promen	ive je prava u ravni R2, pa je rexe�e sistema jednaqina sa dve
promen	ive presek pravih tj. prava, taqka ili prazan skup.

Zadatak 2.5. Rexiti sistem

2x − 5y + 3z − 4t + 2u = 4
3x − 7y + 2z − 5t + 4u = 9
5x − 10y − 5z − 4t + 7u = 22

Rexe�e. Sada prvi put imamo sluqaj da je broj jednaqina i promen	ivih
razliqit. To ne me�a nixta, radimo na isti naqin:

2 x − 5y + 3z − 4t + 2u = 4
/(

− 3
2

) /(
− 5

2

)
3x − 7y + 2z − 5t + 4u = 9
5x − 10y − 5z − 4t + 7u = 22
2x − 5y + 3z − 4t + 2u = 4

1
2 y − 5

2z + t + u = 3 /(−5)

5
2y − 25

2 z + 6t + 2u = 12

2x − 5y + 3z − 4t + 2u = 4
1
2y − 5

2z + t + u = 3
t − 3u = −3

Uze�emo da je u = α, α ∈ R proizvo	no. Tada je t = 3α − 3. Onda se druga
jednaqina svodi na 1

2y − 5
2z = −4α + 6. Opet mo�emo uzeti da je jedna

promen	iva proizvo	na, npr. z = β, β ∈ R. Tada je y = −8α + 5β + 12 i
iz prve jednaqine x = −15α + 11β + 26. Dakle, ovog puta je skup rexe�a
{(−15α+11β+26,−8α+5β+12, β, 3α−3, α) |α, β ∈ R} beskonaqan i opisan
je sa dva parametra.

2.2 Sistemi sa parametrima

Zadatak 2.6. U zavisnosti od realnog parametra α rexiti sistem

αx − αy + z = −α
x + αy − z = α

(α+ 1)x + y − αz = 2

Rexe�e. Radimo opet Gausovim postupkom. Parametar suxtinski ne me�a
nixta, jedino xto je raqun komplikovaniji i xto postoji mogu�nost da
imamo vixe sluqajeva u zavisnosti od parametra. Zato treba biti pa�	iv
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i pametno povlaqiti korake kako bismo olakxali posao. Npr. ovde je
najednostavnije poqeti Gausov postupak od promen	ive z:

αx − αy + z = −α / · α
x + αy − z = α

(α+ 1)x + y − αz = 2
αx − αy + z = −α

(α+ 1)x = 0(
α2 + α+ 1

)
x +

(
−α2 + 1

)
y = −α2 + 2

Sada je pita�e da li je leva strana druge jednaqine nula ili ne. Zato
odvajamo dva sluqaja.

(1) Ako je α = −1, drugu jednaqinu mo�emo zanemariti. Tre�a jednaqina
postaje x = 1. Kada zamenimo u prvu dobijamo y + z = 2. Zato je skup
rexe�a naxeg sistema {(1, β, 2− β) |β ∈ R}.

(2) Ako je α ̸= −1, druga jednaqina daje x = 0, a tre�a postaje(
−α2 + 1

)
y = −α2 + 2, tj. (α− 1)y = α2−2

α+1 .

(2.1) Ako je α = 1, od tre�e jednaqine ostaje 0 = − 1
2 xto znaqi da

sistem nema rexe�e.

(2.2) Ako je α ̸= ±1, onda je y = α2−2
α2−1 i iz prve jednaqine dobijamo

z = −αx+ αy − α = α
α2 − 2

α2 − 1
− α = − α

α2 − 1
.

Primetimo da se x, α i β u prethodnom zadatku jav	aju u razliqitim
ulogama. Tu su x (i y i z) promen	ive, α je neki unapred zadati parametar u
odnosu na koji diskutujemo o rexe�u (x, y, z) (dakle, ne rexavamo sistem po
α!), a β je pomo�ni parametra koji smo uveli mi da bismo lepxe opisali
skup rexe�a. Qesto se koriste iste ili sliqne oznake za prethodne tri
stvari, ali ih nikako ne treba mexati.

S tim u vezi, u prethodnom zadatku za α = 1 sistem nema rexe�a, za
α = −1 imamo beskonaqno mnogo raxe�a, a za svako α ∈ R \ {±1} po jedno
rexe�e.

Zadatak 2.7. U zavisnosti od realnog parametra α rexiti sistem

x + y + z = α
x + αy + α2z = α2

x + α2y + α4z = α4
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Rexe�e. Gausov postupak daje

x + y + z = α /(−1)
x + αy + α2z = α2

x + α2y + α4z = α4

x + y + z = α
(α− 1)y +

(
α2 − 1

)
z = α2 − α(

α2 − 1
)
y +

(
α4 − 1

)
z = α4 − α

x + y + z = α
(α− 1) y + (α− 1)(α+ 1)z = α(α− 1) /(−(α+ 1))

(α− 1)(α+ 1)y + (α− 1)(α+ 1)
(
α2 + 1

)
z = α(α− 1)

(
α2 + α+ 1

)
x + y + z = α

(α− 1) y + (α− 1)(α+ 1)z = α(α− 1)

α(α− 1)2(α+ 1)z = α3(α− 1)

(1) Za α ∈ R \ {0,±1} imamo jedinstveno rexe�e

z =
α2

(α− 1)(α+ 1)
,

y = α− (α+ 1)z = − α

α− 1
,

x = α− y − z =
α3

(α− 1)(α+ 1)
.

(2) Za α = 0 sistem se svodi na

x + y + z = 0
− y − z = 0

0 = 0

Ovaj sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a
(x, y, z) ∈ {(0, β,−β) |β ∈ R}.

(3) Za α = −1 sistem se svodi na

x + y + z = −1
− 2y = 2

0 = 2

koji nema rexe�e.

(4) Za α = 1 ceo sistem se svodi na prvu jednaqinu x + y + z = 1 qije je
rexe�e (x, y, z) ∈ {(β, γ, 1− β − γ) |β, γ ∈ R}.

Zadatak 2.8. U zavisnosti od realnih parametra α i β rexiti sistem

αx + y + βz = 1
x + αy + βz = 1
x + y + αβz = β



26 GLAVA 2. SISTEMI LINEARNIH JEDNAQINA

Rexe�e. Gausov postupak daje

αx + y + βz = 1
x + αy + βz = 1 /(−α) /(−1)
x + y + αβz = β
x + αy + βz = 1(

−α2 + 1
)
y + β(−α+ 1)z = −α+ 1

(−α+ 1)y + β(α− 1) z = β − 1
x + αy + βz = 1

(−α+ 1)y + β(α− 1)z = β − 1(
−α2 − α+ 2

)︸ ︷︷ ︸
−(α−1)(α+2)

y = −α+ β

(1) Za α ∈ R\{1,−2} iz tre�e jednaqine imamo da je y = α−β
(α−1)(α+2) . Kada

to vratimo u drugu jednaqinu imamo

β(α− 1)z = β − 1 +
α− β

α+ 2
=

αβ + β − 2

α+ 2
,

βz =
αβ + β − 2

(α− 1)(α+ 2)
. (2.9)

(1.1) Ako je dodatno i β ̸= 0 jednaqina (2.9) daje z = αβ+β−2
β(α−1)(α+2) , xto

povlaqi

x = 1− α
α− β

(α− 1)(α+ 2)
− β

αβ + β − 2

β(α− 1)(α+ 2)
=

α− β

(α− 1)(α+ 2)
.

(1.2) Ako je β = 0 jednaqina (2.9) daje

0 = − 2

(α− 1)(α+ 2)
̸= 0,

xto znaqi da sistem nema rexe�e.

(2) Ako je α = 1 nax sistem postaje

x + y + βz = 1
0 = β − 1
0 = β − 1

(2.1) Za β ̸= 1 sistem nema rexe�e.

(2.2) Za β = 1 sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a
(x, y, z) ∈ {(λ, µ, 1− λ− µ) |λ, µ ∈ R}.

(3) Ostao je jox sluqaj α = −2. Tada nax sistem izgleda ovako:

x − 2y + βz = 1
3y − 3βz = −3

0 = β + 2
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(3.1) Za β ̸= −2 sistem nema rexe�e.

(3.2) Za β = −2 mo�emo uzeti da je z = λ, λ ∈ R proizvo	no. Tada je
y = −2λ− 1 i na kraju x = −2λ− 1.

2.3 Sistemi nad raznim po	ima

Zadatak 2.10. Rexiti sistem nad po	em kompleksnih brojeva

x + (1 + i)y − 2iz − (1 + i)t = 2 + i
(1− i)x + 2y − (2 + i)z + (−3 + i)t = 1− 2i

ix + (−1 + i)y + iz − (2 + 2i)t = −1− 3i

Rexe�e. Gausov postupak daje

x + (1 + i)y − 2iz − (1 + i)t = 2 + i /(−1 + i) /(−i)

(1− i)x + 2y − (2 + i)z + (−3 + i)t = 1− 2i
ix + (−1 + i)y + iz − (2 + 2i)t = −1− 3i
x + (1 + i)y − 2iz − (1 + i)t = 2 + i(

2 + i2 − (−1)2
)
y − (2 + i− 2i− 2)z +

(
−3 + i+ (−1)2 − i2

)
t = 1− 2i− 2− i+ 2i− 1

(−1 + i− i+ 1)y + (i− 2)z − (2 + 2i− i+ 1)t = −1− 3i− 2i+ 1
x + (1 + i)y − 2iz − (1 + i)t = 2 + i

i z + (−1 + i)t = −2− i /(−1− 2i)

(−2 + i)z − (3 + i)t = −5i
x + (1 + i)y − 2iz − (1 + i)t = 2 + i

iz + (−1 + i)t = −2− i
0 = 0

Uze�emo da je t = α, α ∈ C proizvo	no. Tada je z = −(1 + i)α− 1 + 2i.
Nakon xto zamenimo z i t u prvu jednaqinu i da	e imamo dve
nepoznate pa mo�emo re�i da je y = β, β ∈ C proizvo	no. Konaqno,
x = (3− i)α−(1 + i)β − (2 + i).

Zadatak 2.11. Rexiti sistem

x + y + z = α
x + 2y − α2z = 3α

αx + 3αy − α3z = 2α

a) nad po	em realnih brojeva u zavisnosti od realnog parametra α,

b) nad po	em komplesnih brojeva u zavisnosti od komplesnog parametra
α.

Rexe�e. a) Gausov postupak daje

x + y + z = α /(−1) /(−α)

x + 2y − α2z = 3α
αx + 3αy − α3z = 2α
x + y + z = α

y −
(
α2 + 1

)
z = 2α /(−2α)

2αy − α
(
α2 + 1

)
z = −α(α− 2)
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x + y + z = α
y −

(
α2 + 1

)
z = 2α

α
(
α2 + 1

)
z = −α(5α− 2)

/
· 1
α2+1

x + y + z = α
y −

(
α2 + 1

)
z = 2α

αz = −α(5α−2)
α2+1

pri qemu smo u posled�em koraku smeli da podelimo sa α2 + 1 jer je
razliqito od nule (sledi iz α2 + 1 ⩾ 1, za α ∈ R).

(1) Ako je α ̸= 0 imamo jedinstveno rexe�e

z = −5α− 2

α2 + 1
,

y = 2α+
(
α2 + 1

)
z = −3α+ 2,

x = α− y − z =
4α3 − 2α2 + 9α− 4

α2 + 1
. (2.12)

(2) Ako je α = 0 sistem se svodi na

x + y + z = 0
y − z = 0

0 = 0

�egovo rexe�e je
{(−2λ, λ, λ) |λ ∈ R}. (2.13)

b) Ukoliko radimo nad po	em kompleksnih brojeva na isti naqin sistem
mo�emo svesti na oblik

x + y + z = α
y −

(
α2 + 1

)
z = 2α

α
(
α2 + 1

)︸ ︷︷ ︸
(α−i)(α+i)

z = −α(5α− 2)

(1) Ako je α ∈ C \ {0,±i} sistem ima jedinstveno rexe�e (2.12).

(2) Ako je α = 0 sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a koja su data u (2.13),
s tom razlikom da sada parametar λ prolazi skupom kompleksnih
brojeva.

(3) Ako je α = ±i sistem nema rexe�a jer posled�a jednaqina sistema
0 = 5± 2i nema rexe�a.
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Sliqnu situaciju bismo imali ukoliko bi posmatrali sistem nad
po	em Q i nad po	em R i kada bi se u diskusiji pojavio izraz α2 − 2.
Tada bi α2− 2 bio razliqit od nule za sve α ∈ Q, ali bi nad imao dve nule
α = ±

√
2.

Sledi par sistema nad konaqnim po	ima (Zp,+p, ·p), gde je p prost broj.
Zbog jednostavnosti �emo nada	e operacije u Zp oznaqavati samo sa + i ·
(bez indeksa).

Zadatak 2.14. Rexiti sistem

3x + 4y + z = 4
x + 2y + 2z = 1
2x + y + 3z = 2

nad po	em a) Z5, b) Z13.

Rexe�e. a) Opet pratimo Gausov postupak i raqunamo po modulu 5:

3x + 4y + z = 4
x + 2y + 2z = 1 / · 2 / · 3
2x + y + 3z = 2
x + 2y + 2z = 1

3y = 1
2y + 4z = 0

Mno�e�em druge jednaqine sa 2 dobijamo y = 2. Zatim iz tre�e jednaqine
imamo da je z = 2y = 4, i na kraju x = 3y + 3z + 1 = 4. Dakle, imamo
jedinstveno rexe�e.

b) Sliqno,

3x + 4y + z = 4
x + 2y + 2z = 1 / · 10 / · 11
2x + y + 3z = 2
x + 2y + 2z = 1

11 y + 8z = 1 / · 5
10y + 12z = 0

x + 2y + 2z = 1
11y + 8z = 1

0 = 5

xto znaqi da nax sistem nema rexe�e.

U prethodnom zadatku smo videli da je mogu�e da neki sistem ima
rexe�e nad jednim po	em, a nema nad nekim drugim.

Zadatak 2.15. Rexiti sistem nad po	em Z7

x + 2y + z = 4
3x + 6y + z = 3
2x + 4y = 6
4x + y + 2z = 0
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Rexe�e. Gausov postupak daje

x + 2y + z = 4 / · 6 / · 5
3x + 6y + z = 3
2x + 4y = 6
4x + y + 2z = 0
x + 2y + z = 4
2x + 4y = 6 / · 2
2x + 4y = 6
2x + 4y = 6
x + 2y + z = 4
4x + y = 5

Uze�emo da je x = α, α ∈ Z7 proizvo	no. Tada je y = 3α + 5 i
z = 6x+ 5y + 4 = 1, pa je skup rexe�a sistema

{(α, 3α+ 5, 1) |α ∈ Z7 }
= {(0, 5, 1), (1, 1, 1), (2, 4, 1), (3, 0, 1), (4, 3, 1), (5, 6, 1), (6, 2, 1)}.

U prethodnom zadatku smo videli sistem koji ima taqno 7 rexe�a (xto
nad po	em realnih brojeva nije bilo mogu�e). Generalno, broj rexe�a je
ili nula ili stepen kardinalnosti po	a. Zato je nad R jednak 0, 1 ili ∞,
a nad Z7 mo�e biti 0, 1, 7, 49, itd. Xtavixe, ovde smo i pre rexava�a
sistema znali da on mo�e imati samo konaqan broj rexe�a, jer rexe�a
tra�imo u skupu Z7 × Z7 × Z7 koji ima samo 73 elemenata.

Zadatak 2.16. Rexiti sistem nad po	em Z7 u zavisnosti od parametra
α ∈ Z7:

x + 4y + z = 2
3x + 3y + z = α
2x + (α+ 6)y = α2 + 2α+ 5

Rexe�e. Gausov postupak daje

x + 4y + z = 2 / · 6
3x + 3y + z = α
2x + (α+ 6)y = α2 + 2α+ 5
x + 4y + z = 2

2 x + 6y = α+ 5 / · 6
2x + (α+ 6)y = α2 + 2α+ 5
x + 4y + z = 2
2x + 6y = α+ 5

αy = α2 + α
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(1) Za α ∈ Z7 \ {0} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} sistem ima jedinstveno rexe�e

y = α+ 1,

x = 4(y + α+ 5) = 4(2α+ 6) = α+ 3,

z = 6x+ 3y + 2 = 2α+ 2.

(2) Za α = 0 imamo sistem

x + 4y + z = 2
2x + 6y = 5

qije je rexe�e x = λ, λ ∈ Z7, y = 2x + 2 = 2λ + 2 i
z = 6x+ 3y + 2 = 5λ+ 1. U ovom sluqaju je sistem ima sedam rexe�a:

(0, 2, 1), (1, 4, 6), (2, 6, 4), (3, 1, 2), (4, 3, 0), (5, 5, 5), (6, 0, 3).
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Glava 3

Vektorski prostori

Definicija 3.1. Ka�emo da je (V,⊞,⊡) vektorski prostor nad
po	em (F,+, ·) (ili F -vektorski prostor) ako je V skup sa operacijama
⊞ : V × V −→ V i ⊡ : F × V −→ V takve da je va�i:

(1) (V,⊞) je Abelova grupa,

(2) ,,Asocijativnost\ (razliqitih) mno�e�a: (∀α, β ∈ F )(∀v ∈ V )
α⊡ (β ⊡ v) = (α · β)⊡ v,

(3) Distributivnost mno�e�a prema sabira�u vektora:
(∀α ∈ F )(∀u, v ∈ V ) α⊡ (u⊞ v) = α⊡ u⊞ α⊡ v,

(4) ,,Distributivnost mno�e�a prema sabira�u iz po	a\:
(∀α, β ∈ F )(∀v ∈ V ) (α+ β)⊡ v = α⊡ v ⊞ β ⊡ v,

(5) (∀v ∈ V ) 1⊡ v = v.

Elemente vektorskog prostora V obiqno zovemo vektori, a elemente
po	a F skalari. Ukoliko ne naglasimo drugaqije u zadacima �emo
podrazumevati da je F = R. Tako�e, qesto �emo re�i samo vektorski prostor
V misle�i tu na trojku (V,⊞,⊡). U prethodnoj definiciji smo sa ⊞ i
⊡ oznaqili sabira�e i mno�e�e na vektorskom prostoru da ih ne bismo
mexali sa sabira�em + i mno�e�em · u po	u F . Naravno, prirodnije je
i operacije na vektorskom prostoru oznaqavati sa + i ·, pogotovo kada se
radi o standardnim vektorskim prostorima, kakve �emo videti u narednih
nekoliko primera.

Primeri vektorskih prostora su (R,+, ·) nad po	em R, (C,+, ·) nad
C, (Q,+, ·) nad Q, ali i (C,+, ·) nad R, (C,+, ·) nad Q, itd. Sa druge
strane, (Z,+, ·) nije vektorski prostor nad Z (jer Z nije po	e), (Q,+, ·)

33
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nije vektorski prostor nad R (jer mno�e�e · : R × Q −→ Q nije dobro
definisano).

Poznat je i primer vektorskih prostora R2 i R3 gde se geometrijski
definixe sabira�e dva vektora i mno�e�e vektora skalarom. Zapravo je
taj primer i poslu�io kao motivacija za uvo�e�e apstraktne Definicije
3.1. U narednom zadatku pokazujemo algebarskim putem da je

(
R2,+, ·

)
vektorski prostor nad po	em realnih brojeva (u smislu Definicije 3.1).
Koristi�emo iste oznake za operacije + : R × R −→ R i · : R × R −→ R u
po	u i + : R2 ×R2 −→ R2 i · : R×R2 −→ R2 na vektorskom prostoru, a iz
konteksta �e biti jasno o qemu se radi.

Zadatak 3.2. Pokazati da je R2 vektorski prostor ako su operacije
zadate sa (x1, x2) + (y1, y2) := (x1 + y1, x2 + y2) i α (x1, x2) := (αx1, αx2).

Rexe�e. U Zadatku 1.3 smo ve� videli da je
(
R2,+

)
Abelova grupa.

Proverimo ostale aksiome vektorskog prostora:

(1) (∀α, β ∈ R)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
α (β (x1, x2)) = α (βx1, βx2) = (αβx1, αβx2) = (αβ) (x1, x2) ,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) ∈ R2

)
α ((x1, x2) + (y1, y2)) = α (x1 + y1, x2 + y2) = (α (x1 + y1) , α (x2 + y2))

= (αx1 + αy1, αx2 + αy2)

= (αx1, αx2) + (αy1, αy2) = α (x1, x2) + α (y1, y2) ,

(3) (∀α, β ∈ R)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
(α+ β) (x1, x2) = ((α+ β)x1, (α+ β)x2) = (αx1 + βx1, αx2 + βx2)

= (αx1, αx2) + (βx1, βx2) = α (x1, x2) + β (x1, x2) ,

(4)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
1 · (x1, x2) = (1 · x1, 1 · x2) = (x1, x2) .

Naravno, na isti naqin se pokazuje i da je (Rn,+, ·) vektorski prostor
nad R, (Cn,+, ·) vektorski prostor nad C, (Cn,+, ·) vektorski prostor
nad R,

(
Zn
p ,+p, ·p

)
vektorski prostor nad Zp, itd., gde su svuda operacije

sabira�a i mno�e�a skalarom definisane po koordinatama kao u sluqaju
R2.

Zadatak 3.3. Pokazati da je RN vektorski prostor ako su operacije
definisane sa (x+ y)n := xn + yn i (αx)n := αxn, za sve n ∈ N.
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Rexe�e. U Zadatku 1.3 smo ve� videli da je
(
RN,+

)
Abelova grupa.

Proverimo ostale aksiome vektorskog prostora:

(1) (∀α, β ∈ R)
(
∀x ∈ RN

)
(∀n ∈ N) (α(βx))n = α(βx)n = αβxn = ((αβ)x)n

=⇒ α(βx) = (αβ)x,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀x, y ∈ RN

)
(∀n ∈ N) (α(x+ y))n = α(x+ y)n = α (xn + yn) = αxn + αyn

= (αx)n + (αy)n = (αx+ αy)n

=⇒ α(x+ y) = αx+ αy,

(3) (∀α, β ∈ R)
(
∀x ∈ RN

)
(∀n ∈ N) ((α+ β)x)n = (α+ β)xn = αxn + βxn

= (αx)n + (βx)n = (αx+ βx)n

=⇒ (α+ β)x = αx+ βx,

(4)
(
∀x ∈ RN

)
(∀n ∈ N) (1 · x)n = 1 · xn = xn =⇒ 1 · x = x.

Na isti naqin se pokazuje i da je
(
RR,+, ·

)
vektorski prostor

nad po	em R, gde je sabira�e funkcija (tj. sabira�e na RR)
dato sa (f + g)(x) := f(x) + g(x), a mno�e�e funkcije skalarom sa
(αf)(x) := αf(x), za sve α ∈ R i f, g ∈ RR. Dokaz je potpuno isti kao u
sluqaju nizova, samo xto umesto n-tog qlana niza imamo vrednost funkcije
u taqki. Npr. distributivnost mno�e�a prema sabira�u u vektorskom
prostoru bi sada glasila: za sve α ∈ R i sve f, g ∈ RR imamo

(∀x ∈ R) (α(f + g))(x) = α((f + g)(x)) = α(f(x) + g(x)) = αf(x) + αg(x)

= (αf)(x) + (αg)(x) = (αf + αg)(x),

xto daje jednakost funkcija α(f + g) = αf + αg. Opxtije, ako je (V,+, ·)
vektorski prostor nad po	em F i S proizvo	an skup, onda �e i

(
V S ,+, ·

)
biti vektorski prostor nad po	em F .

Sliqno se pokazuje i da je (R[x],+, ·) vektorski prostor nad R
(ili opxtije, (F[x],+, ·) je vektorski prostor nad po	em F). Mno�e�e
je definisano tako da je proizvod skalara α ∈ R i vektora
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n jednak (αp)(x) := (αa0)+(αa1)x+· · ·+(αan)x
n.

Slede malo nestandardniji primeri vektorskih prostora.
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Zadatak 3.4. Ispitati da li je (R+,⊞,⊡) vektorski prostor, gde je
R+ = {x ∈ R |x > 0}, a operacije su zadate sa x⊞ y = xy i α⊡ x = xα.

Rexe�e. Proveravamo sve aksiome:

(1) (∀x, y, z ∈ R+) (x⊞ y)⊞ z = (xy)⊞ z = xyz = x⊞ (yz) = x⊞ (y ⊞ z),

(2) (∀x, y ∈ R+) x⊞ y = xy = yx = y ⊞ x,

(3) (∃O := 1 ∈ R+) (∀x ∈ R+) x⊞O = x · 1 = x,

(4) (∀x ∈ R+)
(
∃⊟ x := 1

x ∈ R+

)
x⊞ (⊟x) = x · 1

x = 1 = O,

(5) (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ R+) α⊡ (β⊡x) = α⊡
(
xβ
)
=
(
xβ
)α

= xαβ = (αβ)⊡x,

(6) (∀α ∈ R) (∀x, y ∈ R+)

α⊡ (x⊞ y) = α⊡ (xy) = (xy)α = xαyα = (xα)⊞ (yα) = α⊡ x⊞ α⊡ y,

(7) (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ R+)

(α+ β)⊡ x = xα+β = xαxβ = xα ⊞ xβ = α⊡ x⊞ β ⊡ x,

(8) (∀x ∈ R+) 1⊡ x = x1 = x.

Dakle, (R+,⊞,⊡) jeste vektorski prostor nad po	em realnih brojeva.

Zadatak 3.5. Ispitati da li je (R2,+,⊡) vektorski prostor, gde je +
standardno sabira�e u R2, a mno�e�e zadato sa α⊡(x1, x2) =

(
αx1, α

2x2

)
.

Rexe�e. Ovo nije vektorski prostor jer

(α+ β)⊡ (x1, x2) =
(
(α+ β)x1, (α+ β)2x2

)
nije isto xto i

α⊡ (x1, x2) + β ⊡ (x1, x2) =
(
αx1, α

2x2

)
+
(
βx1, β

2x2

)
=
(
(α+ β)x1,

(
α2 + β2

)
x2

)
(xto mo�emo videti npr. za α = β = 1 i (x1, x2) = (0, 1)).

Zanim	ivo je da je ovo jedina aksioma vektorskih prostora koja nije
zadovo	ena.

Zadatak 3.6. Ispitati da li je
(
R2,✠, •

)
vektorski prostor, ako je

(x1, x2)✠ (y1, y2) =

(
7

√
x7
1 + y71 , x2 + y2 + 7

)
,

α • (x1, x2) =
(

7
√
αx1, αx2 + 7(α− 1)

)
.
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Rexe�e. Trojka
(
R2,✠, •

)
jeste vektorski prostor nad po	em realnih

brojeva jer

(1)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) , (z1, z2) ∈ R2

)
((x1, x2)✠ (y1, y2))✠ (z1, z2)

=

(
7

√
x7
1 + y71 , x2 + y2 + 7

)
✠ (z1, z2)

=

 7

√(
7

√
x7
1 + y71

)7

+ z71 , (x2 + y2 + 7) + z2 + 7


=

 7

√
x7
1 +

(
7

√
y71 + z71

)7

, x2 + (y2 + z2 + 7) + 7


= (x1, x2)✠

(
7

√
y71 + z71 , y2 + z2 + 7

)
= (x1, x2)✠ ((y1, y2)✠ (z1, z2)) ,

(2)
(
∃O := (0,−7) ∈ R2

) (
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
(x1, x2)✠(0,−7) =

(
7

√
x7
1 + 07, x2 − 7 + 7

)
= (x1, x2) ,

(3)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

) (
∃ ⌣ (x1, x2) := (−x1,−x2 − 14) ∈ R2

)
(x1, x2)✠ (⌣ (−x1,−x2 − 14)) =

(
7

√
x7
1 − x7

1, x2 − x2 − 14 + 7

)
= O,

(4)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) ∈ R2

)
(x1, x2)✠ (y1, y2) =

(
7

√
x7
1 + y71 , x2 + y2 + 7

)
=

(
7

√
y71 + x7

1, y2 + x2 + 7

)
= (y1, y2)✠ (x1, x2) ,

(5) (∀α, β ∈ R)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
α • (β • (x1, x2)) = α •

(
7
√
βx1, βx2 + 7(β − 1)

)
=
(

7
√
α 7
√

βx1, α (βx2 + 7(β − 1)) + 7(α− 1)
)

=
(

7
√
αβx1, αβx2 + 7(αβ − 1)

)
= (αβ) • (x1, x2) ,
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(6) (∀α ∈ R)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) ∈ R2

)
α • ((x1, x2)✠ (y1, y2))

= α •
(

7

√
x7
1 + y71 , x2 + y2 + 7

)
=

(
7
√
α 7

√
x7
1 + y71 , α (x2 + y2 + 7) + 7(α− 1)

)
=

(
7

√(
7
√
αx1

)7
+
(

7
√
αy1

)7
, αx2 + 7(α− 1) + αy2 + 7(α− 1) + 7

)
=
(

7
√
αx1, αx2 + 7(α− 1)

)
✠
(

7
√
αy1, αy2 + 7(α− 1)

)
= α • (x1, x2)✠α • (y1, y2) ,

(7) (∀α, β ∈ R)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
(α+ β) • (x1, x2)

=
(

7
√
α+ βx1, (α+ β)x2 + 7(α+ β − 1)

)
=

(
7

√(
7
√
αx1

)7
+
(

7
√
βx1

)7
, αx2 + 7(α− 1) + βx2 + 7(β − 1) + 7

)
=
(

7
√
αx1, αx2 + 7(α− 1)

)
✠
(

7
√
βx1, βx2 + 7(β − 1)

)
= α • (x1, x2)✠β • (x1, x2) ,

(8)
(
∀ (x1, x2) ∈ R2

)
1 • (x1, x2) =

(
7
√
1x1, 1 · x2 + 7(1− 1)

)
= (x1, x2) .

Zadatak 3.7. Ako su ✠ i • operacije iz prethodnog zadatka ispitati
da li je:

a)
(
Q2,✠, •

)
vektorski prostor nad po	em Q,

b)
(
R2,✠, •

)
vektorski prostor nad po	em Q,

v) (R× C,✠, •) vektorski prostor nad po	em R.

Rexe�e. a) Skalarno mno�e�e • : Q×Q2 −→ Q2 nije dobro definisano
jer npr. za 2 ∈ Q i (1, 0) ∈ Q2 proizvod 2 • (1, 0) =

(
7
√
2, 7
)
̸∈ Q2. To znaqi

da
(
Q2,✠, •

)
nije vektorski prostor nad Q.

b) Ovde su operacije dobro definisane, a
(
R2,✠, •

)
�e biti vektorski

prostor nad Q. Sve osobine koje smo pokazali u prethodnom zadatku va�e
za sve skalare iz R, pa specijalno i za sve skalare iz Q.
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v) Sliqno, (R× C,✠, •) �e biti vektorski prostor nad R, a provera ide
isto kao u prethodnom zadatku samo xto sada vektore umesto iz R2 uzimamo
iz R× C.

Zadatak 3.8. Neka je (V,+, ·) vektorski prostor nad po	em F . Pokazati
da va�i:

a) nula O ∈ V je jedinstvena,

b) za svaki v ∈ V inverz −v je jedinstven,

v) (∀v ∈ V ) 0 · v = O,

g) (∀α ∈ F ) αO = O,

d) iz αv = O sledi α = 0 ili v = O,

�) (∀v ∈ V ) (−1)v = −v,

e) −O = O,

�) (∀v ∈ V ) − (−v) = v.

Rexe�e. a) Pretpostavimo suprotno, da postoje bar dve razliqite nule
(tj. bar dva aditivna neutrala) O i □ u V . Tada je O = O+□ = □, xto je
u kontradikciji sa naxom pretpostavkom.

b) Sliqno, ako bi za v postojala dva aditivna inverza −v i⌣ v iz aksioma
vektorskih prostora bi sledilo da je

⌣ v =⌣ v +O =⌣ v + (v + (−v)) = (⌣ v + v) + (−v) = O+ (−v) = −v.

Primetimo da osobine a) i b) va�e i u proizvo	noj grupi (jer nigde nismo
koristili mno�e�e skalarom).

v) Poxto u po	u F va�i 0 = 0 + 0 imamo da je 0v = (0 + 0)v = 0v + 0v.
Dodava�em −0v na obe strane dobijamo da je O = 0v.

g) Sliqno, sledi iz αO = α(O + O) = αO + αO dodava�em −αO na obe
strane.

d) Poxto je (F \ {0}, ·) grupa ili je α = 0 ili α ima inverz 1
α ∈ F . Ovo

drugo povlaqi

v = 1 · v =

(
1

α
· α
)
v =

1

α
(αv) =

1

α
O = O

po delu g).

�) Sledi iz dela b) i v + (−1)v = 1 · v + (−1)v = (1 + (−1))v = 0 · v = O.

e) Deo �) za v = O daje −O = (−1)O i onda zak	uqak sledi iz g).

�) Iz −v + v = O sledi da je v invez vektora −v, a kako je taj inverz
jedinstven, v mora biti jednak −(−v).
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3.1 Vektorski potprostori

Kao xto samo imali podgrupu grupe, prirodno je posmatrati i
potprostore vektorskih prostora.

Definicija 3.9. Neka je (V,+, ·) vektorski prostor nad po	em F i neka
je U ⊆ V neki �egov podskup. Ka�emo da je U vektorski potprostor
vektorskog prostora V (i pixemo U ⩽ V ili (U,+, ·) ⩽ (V,+, ·)) ako je
(U,+, ·) vektorski prostor nad istim po	em F .

Kao i kod podgrupa, sve aksiome koje su izra�ene preko kvantifikatora
svaki se automatski prenose i na podskup U . Neophodno je da je U zatvoren
za obe operacije. Dodatno, ako je U neprazan podskup on mora sadr�ati
nulu O vektorskog prostora V jer je O = 0 · u, za u ∈ U , prema Zadatku
3.8. I sliqno, za svaki u ∈ U �egov aditivni inverz −u = (−1)u pripada
U . To znaqi da je pomenuta zatvorenost i dovo	an uslov. Drugim reqima,
U ⩽ V ako i samo ako

(1) (∀u, v ∈ U) u+ v ∈ U ,

(2) (∀α ∈ F )(∀u ∈ U) αu ∈ U .

Uslov (1) obiqno zovemo uslov aditivnosti, a uslov (2) uslov
homogenosti.

Uslove (1) i (2) (zajedno) mo�emo zameniti jednim ekvivalentnim
uslovom

(∀α, β ∈ F )(∀u, v ∈ U) αu+ βv ∈ U.

Jasno je da je Q potprostor od R (kao vektorski prostori nad Q), kao i R
potprostor od C (nad po	em R iliQ). Zatim, Rn[x] je vektorski potprostor
prostora R[x]. U Zadatku 1.14.v) smo videli da je Rn[x] zatvoreno sa
sabira�e. Sa druge strane, za sve α ∈ R i p ∈ Rn[x], proizvod αp je ili
nula-polinom (ako je α = 0) ili je istog stepena kao p, tj. αp ∈ Rn[x].

Zadatak 3.10. Pokazati da je U =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x+ 2y − 5z = 0
}

vektorski potprostor prostora R3.

Rexe�e. Lako se proverava da

(1) (∀ (x1, y1, z1) , (x2, y2, z2) ∈ U) (x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) =
(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) ∈ U jer je

x1 + x2 + 2 (y1 + y2)− 5 (z1 + z2) = (x1 + 2y1 − 5z1) + (x2 + 2y2 − 5z2)

= 0 + 0 = 0,
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(2) (∀α ∈ R) (∀(x, y, z) ∈ U) α(x, y, z) = (αx, αy, αz) ∈ U jer je

αx+ 2αy − 5αz = α(x+ 2y − 5) = α · 0 = 0.

Sliqno se pokazuje i da je skup rexe�a homogene jednaqine
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0, gde su a1, . . . , an fiksirani skalari iz po	a
R, jedan vektorski potprostor Rn. Ovo va�i samo za homogenu jednaqinu
jer npr. U1 =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x+ 2y − 5z = 1
}
nije zatvoren za sabira�e (a

ni za mno�e�e skalarom razliqitim od 1).

Zatim, skup rexe�a homogenog sistema je vektorski potprostor Rn[x].
Dokaz bi ixao isto kao u prethodnom zadatku samo xto umesto jednog
uslova proveravamo vixe �ih.

Zadatak 3.11. Pokazati da su slede�i podskupovi

U1 = {p ∈ R[x] | p(2) = 0},
U2 = {p ∈ R[x] | p′′(1) = p(2)},

U3 =

p ∈ R[x]

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

p(t) dt = 0

 ,

U4 = {p ∈ R4[x] | p′(1) = p(2) = p(3)− 2p′′(−2)}

vektorski potprostori R[x].

Rexe�e. Poxto se svi delovi rade analogno, pokaza�emo samo da su U1 i
U4 potprostori. Za U1 imamo

(1) (∀p, q ∈ U1) (p+ q)(2) = p(2) + q(2) = 0 + 0 = 0 ⇒ p+ q ∈ U1,

(2) (∀α ∈ R) (∀p ∈ U1) (αp)(2) = αp(2) = α0 = 0 ⇒ αp ∈ U1.

I sliqno,

(1) (∀p, q ∈ U4) p+ q ∈ U4, jer p+ q zadovo	ava sva tri uslova:

deg(p+ q) ⩽ max{deg p,deg q} ⩽ 4,

(p+ q)′(1) = (p′ + q′)(1) = p′(1) + q′(1) = p(2) + q(2) = (p+ q)(2),

(p+ q)(3)− 2(p+ q)′′(−2) = p(3) + q(3)− 2(p′′ + q′′)(−2)

= p(3) + q(3)− 2(p′′(−2) + q′′(−2))

= p(3)− 2p′′(−2) + q(3)− 2q′′(−2)

= p(2) + q(2) = (p+ q)(2),
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(2) (∀α ∈ R) (∀p ∈ U4)

deg(αp) ∈ {deg p,−1} ⩽ 4,

(αp)′(1) = (αp′)(1) = αp′(1) = αp(2) = (αp)(2),

(αp)(3)− 2(αp)′′(−2) = αp(3)− 2(αp′′)(−2) = αp(3)− 2αp′′(−2)

= α(p(3)− 2p′′(−2)) = αp(2) = (αp)(2),

xto znaqi da αp ∈ U4.

Zadatak 3.12. Koji od slede�ih podskupova

U1 =
{
a+ bx+ cx2 ∈ C3[x]

∣∣ ℜa = ℑb
}
,

U2 =
{
a+ bx+ cx2 ∈ C3[x]

∣∣ a = |c|
}

su potprostori C3[x], ako C3[x] gledamo kao vektorski prostor nad po	em
a) realnih, b) kompleksnih brojeva. (ℜ i ℑ onaqavaju realni i kompleksni
deo broja, redom.)

Rexe�e. Prvo, U1 je potprostor R-vektorskog prostora C3[x] jer

(1)
(
∀p(x) = a+ bx+ cx2, q(x) = d+ ex+ fx2 ∈ U1

)
ℜ(a+ d) = ℜa+ ℜd = ℑb+ ℑe = ℑ(b+ e)

=⇒ (p+ q)(x) = (a+ d) + (b+ e)x+ (c+ f)x2 ∈ U1,

(2) (∀λ ∈ R)
(
∀p(x) = a+ bx+ cx2 ∈ U1

)
ℜ(λa) = λℜa = λℑb = ℑ(λb) (3.13)

=⇒ (λp)(x) = (λa) + (λb)x+ (λc)x2 ∈ U1,

Sa druge strane, ako C3[x] posmatramo kao vektorski prostor nad C,
vidimo da jednakost (3.13) ne va�i za λ ∈ C. Npr. mo�emo uzeti λ = i
i p(x) = (1 + i) + ix ∈ U1, za koje je (λp)(x) = (−1 + i)− x ̸∈ U1.

Podskup U2 ne�e biti vektorski potprostor ni nad R ni nad C jer za
p(x) = 1 + x2 i q(x) = 1 + ix2 iz skupa U2 zbir (p+ q)(x) = 2 + (1 + i)x2 ne
pripada U2.

Zadatak 3.14. Ispitati da li su

U1 = skup svih aritmetiqkih nizova iz RN,
U2 = skup svih geometrijkih nizova iz RN,
U3 =

{
a ∈ RN

∣∣ an+2 = 2an+1 − an
}
,

U4 =

{
a ∈ RN

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

a2n < +∞

}
vektorski potprostori prostora RN.
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Rexe�e. Za dva aritmetiqka niza an = a1 + (n− 1)d i bn = b1 + (n− 1)e,
i �ihov zbir a+ b �e biti arimetiqki jer je

(a+ b)n = an + bn = a1 + (n− 1)d+ b1 + (n− 1)e = (a+ b)1 + (n− 1)(d+ e).

Sliqno, ako aritmetiqki niz an = a1+(n−1)d pomno�imo skalarom α ∈ R
dobijamo niz αa koji je aritmetiqki jer je

(αa)n = αan = α (a1 + (n− 1)d) = (αa)1 + (n− 1)(αd),

xto taqno znaqi da je U1 potprostor RN.

Sa druge strane, U2 nije potprostor RN jer npr. zbir geometrijskih
nizova 2n i 3n nije geometrijski.

Zatim, U3 jeste potprostor jer

(1) (∀a, b ∈ U3)

(a+b)n+2 = an+2+bn+2 = 2an+1−an+2bn+1−bn = 2(a+b)n+1−(a+b)n

=⇒ a+ b ∈ U3,

(2) (∀α ∈ R) (∀a ∈ U3)

(αa)n+2 = αan+2 = α (2an+1 − an) = 2(αa)n+1 − (αa)n =⇒ αa ∈ U3.

I na kraju, U4 jeste potprostor jer

(1) (∀a, b ∈ U3)

∞∑
n=1

(a+ b)2n =

∞∑
n=1

(an + bn)
2
=

∞∑
n=1

(
a2n + b2n + 2anbn

)
⩽ 2

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
= 2

∞∑
n=1

a2n + 2

∞∑
n=1

b2n < +∞

=⇒ a+ b ∈ U4,

gde smo koristili oqiglednu nejednakost 2cd ⩽ c2 + d2 (koja sledi iz
(c− d)2 ⩾ 0),

(2) (∀α ∈ R) (∀a ∈ U4)

∞∑
n=1

(αa)2n =

∞∑
n=1

(αan)
2
= α2

∞∑
n=1

a2n < +∞ =⇒ αa ∈ U4.
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Zadatak 3.15. Neka je V = C1(R;C) vektorski prostor nad C svih
diferencijabilnih funkcija iz R u C. Ispitati koji od slede�ih
podskupova

U1 = skup svih neparnih funkcija iz V ,

U2 = {f ∈ V | f ′(x) = exf(x), za sve x ∈ R} ,
U3 = {f ∈ V | (1 + x)(f(x) + f ′(x)) = 2f(1− 2x), za sve x ∈ R} ,
U4 = {f ∈ V | |f ′(x)| < 1, za sve x ∈ [0, 1]}

je potprostor V .

Rexe�e. Jasno je da U4 nije vektorski potprostor. Dovo	no je da uzmemo
funkciju f(x) = x

2 ∈ U4 i pomno�imo je skalarom α = 3 ∈ C, proizvod
(αf)(x) = 3

2x ne�e biti iz U4.

Sa druge strane U1, U2 i U3 jesu vektorski potprostori. Poxto je sve
popriliqno sliqno, proveri�emo samo da je U2 vektorski potprostor:

(1) (∀f, g ∈ U2)

(f+g)′(x) = (f ′+g′)(x) = f ′(x)+g′(x) = exf(x)+exg(x) = ex(f+g)(x),

za sve x ∈ R =⇒ f + g ∈ U2,

(2) (∀α ∈ C) (∀f ∈ U2)

(αf)′(x) = αf ′(x) = αexf(x) = ex(αf)(x) =⇒ αf ∈ U2.

Potprostori U2 i U3 iz Zadatka 3.15 ilustruju da je skup rexe�a
proizvo	ne homogene linearne diferencijalne jednaqine jedan vektorski
potprostor prostora funkcija, xto je glavni alat u rexava�u pomenutih
jednaqina. Sliqno, potprostor U3 iz Zadatka pokazuje da je skup
rexe�a homogene linearne diferencne (rekurentne) jednaqine vektorski
potprostor prostora nizova. Ovakve jednaqine �emo uskoro mo�i da reximo
metodama Linearne algebre.

Zadatak 3.16. Neka je
(
R2,✠, •

)
vektorski prostor iz Zadatka 3.6.

Ispitati koji su od slede�ih podskupova R2

U1 = R× {−7},
U2 = {(x, x) |x ∈ R} ,
U3 =

{(
x, x7 − 7

)
∈ V |x ∈ R

}
potprostori

(
R2,✠, •

)
.
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Rexe�e. Prvo, U1 jeste potprostor
(
R2,✠, •

)
jer

(1) (∀(x,−7), (y,−7) ∈ U1)

(x,−7)✠(y,−7) =
(

7
√
x7 + y7,−7− 7 + 7

)
∈ U1,

(2) (∀α ∈ R) (∀(x,−7) ∈ U1)

α • (x,−7) =
(

7
√
αx, α · 7 + 7(α− 1)

)
=
(

7
√
αx,−7

)
∈ U1.

Zatim, U2 nije vektorski potprostor R2 jer (0, 0), (1, 1) ∈ U2, a

(0, 0)✠(1, 1) =
(

7
√
07 + 17, 0 + 1 + 7

)
= (1, 8) ̸∈ U2.

I na kraju, U3 jeste potprostor R2 jer

(1)
(
∀
(
x, x7 − 7

)
,
(
y, y7 − 7

)
∈ U3

)
(
x, x7 − 7

)
✠
(
y, y7 − 7

)
=
(

7
√
x7 + y7, x7 − 7 + y7 − 7 + 7

)
=

(
7
√
x7 + y7,

(
7
√
x7 + y7

)7
− 7

)
∈ U3,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀
(
x, x7 − 7

)
∈ U3

)
α •

(
x, x7 − 7

)
=
(

7
√
αx, α

(
x7 − 7

)
+ 7(α− 1)

)
=
(

7
√
αx,

(
7
√
αx
)7 − 7

)
∈ U3.
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Glava 4

Baza i dimenzija

vektorskog prostora

4.1 Linearne kombinacije i linearni omotaq

Definicija 4.1. Neka je V vektorski prostor nad po	em F .
Za proizvo	ne vektore v1, v2, . . . , vn ∈ V i proizvo	ne skalare
α1, α2, . . . , αn ∈ F ka�emo da je vektor v = α1v1 + α2v2 + · · · + αnvn
linearna kombinacija (ili preciznije linearna kombinacija nad po	em
F , F -linearna kombinacija) vektora v1, . . . , vn.

Definicija 4.2. Neka je V vektorski prostor nad po	em F i neka je
S = {v1, v2, . . . , vn} ⊆ V konaqan podskup. Linearna omataq (lineal) skupa
S (u oznaci L (S)) je skup svih linearnih kombinacija vektora iz S, tj.

L (S) := {α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn | α1, . . . , αn ∈ F} .

Pored L (S) koristi se i oznake Ω(S) i L in(S), kao i LF (S) ukoliko
�elimo da naglasimo o kom po	u skalara je req. Ukoliko je S ⊆ V
beskonaqan skup prethodna definicija se proxiruje tako da uzimimo samo
konaqne linearne kombinacije tj.

L (S) := {α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn | α1, . . . , αn ∈ F, v1, . . . , vn ∈ S} .

Iz definicije linearnog omotaqa sledi:

Teorema 4.3. Neka su S i T proizvo	ni podskupovi vektorskog prostora
V .

(1) Linearni omotaq L (S) je vektorski potprostor prostora V , i to
je najma�i potprostor od V koji sadr�i S.

47
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(2) Va�i S ⊆ L (S), pri qemu se jednakost S = L (S) dosti�e ako i
samo ako je S vektorski potprostor od V .

(3) Ako je S ⊆ T , onda je L (S) ⊆ L (T ).

(4) Va�i L (L (S)) = L (S).

Na primer, vektor v = (1, 4,−7) ∈ R3 je linearna kombinacija vektora
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) i e3 = (0, 0, 1) jer je v = e1 + 4e2 − 7e3.
Ovde je to oqigledno, ali ako umesto vektora ei uzmemo neke ru�nije
vektore, situacija postaje tehniqki komplikovanija kao xto �emo videti
u narednim primerima.

Zadatak 4.4. Pokazati da je vektor v = (1, 4,−3) ∈ R3 linearna
kombinacija vektora f1 = (1,−2, 5), f2 = (2,−3, 0) i f3 = (0, 1, 3).

Rexe�e. Drugim reqima, treba pokazati da postoje skalari α, β, γ ∈ R
takvi da je v = αf1 + βf2 + γf3, tj.

(1, 4,−3) = α(1,−2, 5)+β(2,−3, 0)+γ(0, 1, 3) = (α+2β,−2α−3β+γ, 5α+3γ).

Ekvivalentno, pitamo se da li slede�i sistem (po promen	ivim α, β, γ)
ima rexe�e:

α + 2β = 1
−2α − 3β + γ = 4 /(−3)

5α + 3γ = −3
−2α − 3β + γ = 4
α + 2β = 1 /(−11)

11α + 9β = −15
−2α − 3β + γ = 4

α + 2β = 1
− 13β = −26

qije je rexe�e β = 2, α = −3 i γ = 4. Dakle, v = −3f1 + 2f2 + 4f3 je
linearna kombinacija f1, f2 i f3.

Zadatak 4.5. Pokazati da je polinom p(x) = 5+2x+5x2 ∈ R3[x] linearna
kombinacija vektora f1(x) = 1+x+2x2, f2(x) = 3+x2, f3(x) = 1+4x+7x2

i f4(x) = 2 + 2x+ 4x2.

Rexe�e. Drugim reqima, treba pokazati da postoje skalari α, β, γ, δ ∈ R
takvi da je p = αf1 + βf2 + γf3 + δf4, tj.

5 + 2x+ 5x2

= α
(
1 + x+ 2x2

)
+ β

(
3 + x2

)
+ γ

(
1 + 4x+ 7x2

)
+ δ

(
2 + 2x+ 4x2

)
= (α+ 3β + γ + 2δ) + (α+ 4γ + 2δ)x+ (2α+ β + 7γ + 4δ)x2.
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Ekvivalentno, pitamo se da li slede�i sistem (po promen	ivim α, β, γ, δ)
ima rexe�e:

α + 3β + γ + 2δ = 5
α + 4γ + 2δ = 2

2α + β + 7γ + 4δ = 5 /(−3)

α + 3β + γ + 2δ = 5
−5α − 20γ − 10δ = −10

α + 4γ + 2δ = 2

Jedno rexe�e ovog sistema bi bilo γ = δ = 0, α = 2 i β = 1. Zato je
p = 2f1 + f2 + 0 · f3 + 0 · f4 linearna kombinacija vektora f1, f2, f3 i f4.

Naravno, ovo smo mogli da argumentujemo i pomo�u p = f2 + f4,
p = 3

2f2 +
1
2f3, itd. Prethodno tako�e govori i da je p linearna kombinacija

f1 i f2 (ili f2 i f3).

Zadatak 4.6. Ispitati da li je niz xn = 2n+3
n+1
2 + in+2 ∈ CN linearna

kombinacija nizova an = 2n, bn = 3
n
2 i cn = in nad po	em a) Q, b) R, v) C.

Rexe�e. Prvo, iz x = a+
√
3b− c sledi da je niz x linearna kombinacija

nizova a, b i c nad R i nad C.

Poka�imo sada da x nije Q-linearna kombinacija nizova a, b i c.
Pretpostavimo suprotno, da postije skalari α, β, γ ∈ Q takvi da je
x = αa+ βb+ γc. Specijalno, ako izjedanqimo prvi qlan ovih nizova
imamo

5− i = x1 = (αa+ βb+ γc)1 = αa1 + βb1 + γc1 = 2α+
√
3β + iγ,

odnosno 2α +
√
3β − 5 = i(−γ − 1). Kako su i 2α +

√
3β − 5 i −γ − 1

realni, izjednaqava�em realnih i imaginarnih delova zak	uqujemo da je
je 2α+

√
3β − 5 = −γ − 1 = 0. Dakle, γ = −1 i

√
3β = 5 − 2α. Iz druge

jednakosti sledi da je β = 0 jer bi u suprotno bilo
√
3 = 5−2α

β ∈ Q.

Jedina preostala mogu�nost je x = 5
2a− c. Jasno je da ovo nije taqno jer

je npr.

x2 = 5 + 3
√
3, a

(
5

2
a− c

)
2

= 11.

Dakle, x nije Q-linearna kombinacija a, b i c.

4.2 Generatorni skup

Definicija 4.7. Neka je V vektorski prostor nad po	em F . Ka�emo
da je S ⊆ V generatorni skup (generatrisa) vektorskog prostora V ako je
V = L (S), tj. ako je svaki vektor iz V linearna kombinacija vektora iz
S.
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Ovde qesto ka�emo i da skup S generixe V ili da elementi S generixu
V .

Zadatak 4.8. Pokazati da je {(1, 1, 1), (2, 1, 1), (−1, 0, 1)} generatorni skup
od R3.

Rexe�e. Ovde treba pokazati da se proizvo	an vektor (a, b, c) ∈ R3 mo�e
zapisati kao linearna kombinacija

(a, b, c) = αf1 + βf2 + γf3,

gde je f1 = (1, 1, 1), f2 = (2, 1, 1) i f3 = (−1, 0, 1). Drugim reqima, pitamo se
da li slede�i sistem (po promen	ivim α, β, γ sa parametrima a, b, c) ima
rexe�a:

α + 2β − γ = a
α + β = b
α + β + γ = c

α + β + γ = c
2α + 3β = a+ c
α + β = b /(−2)

α + β + γ = c
α + β = b

β = a− 2b+ c

�egovo rexe�e je β = a− 2b+ c, α = −a+ 3b− c, γ = −b+ c, pa je

(a, b, c) = (−a+ 3b− c)f1 + (a− 2b+ c)f2 + (−b+ c)f3.

Drugi naqin da ovo uradimo je da (a, b, c) zapixemo kao ae1 + be2 + ce3,
gde je e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) i e3 = (0, 0, 1). Zatim primetimo (ili opet
odredimo pomo�u sistema kao u Zadatku 4.4) da je

e1 = f2 − f1,

e3 = e1 + f3 = −f1 + f2 + f3,

e2 = f1 − e1 − e3 = 3f1 − 2f2 − f3.

Onda je

(a, b, c) = a (−f1 + f2) + b (3f1 − 2f2 − f3) + c (−f1 + f2 + f3)

= (−a+ 3b− c)f1 + (a− 2b+ c)f2 + (−b+ c)f3.

Zadatak 4.9. Pokazati da je LR (e1, e2) = LR (f1, f2), gde je
e1 = (1 + 7i, 4 + 2i), e2 = (6−2i, 3i), f1 = (9+19i, 12+9i) i f2 = (5−9i,−4+i).

Rexe�e. Poka�imo prvo da je LR (e1, e2) ⊆ LR (f1, f2). Kako je svaki
vektor v ∈ LR (e1, e2) linearna kombinacija (nad R) vektora e1 i e2
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dovo	no je pokazati da e1, e2 ∈ LR (f1, f2). Proverimo da li postoje skalari
α, β ∈ R takvi da je e1 = αf1 + βf2, tj.

(1 + 7i, 4 + 2i) = (9α+ 5β + (19α− 9β)i, 12α− 4β + (9α+ β)i)

Rexava�em sistema
9α + 5β = 1

19α − 9β = 7
12α − 4β = 4
9α + β = 2

ili prosto poga�a�em dobijamo da je e1 = 1
4f1 − 1

4f2. Istim postupkom
dobijamo i e2 = 1

4f1 +
3
4f2.

Za obrnutu inkluziju je dovo	no pokazati da f1, f2 ∈ LR (e1, e2). To
naravno mo�emo uraditi ponav	a�em prethodnog postupka. A mo�emo i
samo primetiti da je e2 − e1 =

(
1
4f1 +

3
4f2
)
−
(
1
4f1 −

1
4f2
)
= f2. I sliqno,

3e1 + e2 = f1.

Zadatak 4.10. Odrediti jedan generatorni skup vektorskog prostora V
svih aritmetiqkih nizova iz RN. Pokazati da se svaki aritmetiqki
niz mo�e predstaviti kao linearna kombinacija nizova an = n + 1,
bn = n2 + n+ 1 i cn = n2 − 3n− 1.

Rexe�e. Za proizvo	an niz x ∈ RN va�i xn = x1+(n−1)d, za neko d ∈ R.
Ovo mo�emo interpretirati i kao jednakost nizova x = x1y + dz, gde su
nizovi y, z ∈ V dati sa yn = 1 i zn = n − 1. Dakle, skup {y, z} je jedna
generatrisa vektorskog prostora V .

Primetimo da je (b−c)n = bn−cn = 4n+2 xto povlaqi da je z = b−c−3a
i y = 2a− 1

2 (b− c). Konaqno, proizvo	an niz x ∈ V se mo�e zapisati kao

x = x1y + dz = x1

(
2a− 1

2
b+

1

2
c

)
+ d(−3a+ b− c)

= (2x1 − 3d) a+
(
−x1

2
+ d
)
b+

(x1

2
− d
)
c ∈ L (a, b, c).

Zadatak 4.11. Pokazati da je

V =
{
f ∈ RR ∣∣ (∃c, θ ∈ R)(∀x ∈ R) f(x) = c sin(x+ θ)

}
vektorski potprostor prostora funkcija RR i odrediti jednu �egovu
generatrisu.

Rexe�e. Primetimo da se svaki f ∈ V mo�e zapisati kao

f(x) = c sin(x+ θ) = c cos θ sinx+ c sin θ cosx.

Kako su c i θ bili proizvo	ni realni brojevi, i a = c cos θ i b = c sin θ �e
biti proizvo	ni realni skalari. Zato poqetni vektorski prostor mo�emo
zapisati i u obliku V = L (sinx, cosx).

Teorema 4.3(1) ka�e da je V vektorski potprostor prostora RR, a skup
{sinx, cosx} �e biti generatrisa V .
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4.3 Linearna (ne)zavisnost

Definicija 4.12. Neka je V vektorski prostor nad po	em F . Ka�emo
da su vektori v1, v2, . . . , vn ∈ V

(1) linearno zavisni ako je nula-vektor �ihova netrivijalna linearna
kombinacija tj.

O = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn,

gde su αi ∈ F , za sve 1 ⩽ i ⩽ n, i αi ̸= 0, za bar jedno 1 ⩽ i ⩽ n.

(2) linearno nezavisni ako nisu lineano zavisni tj. ako

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = O =⇒ α1 = · · · = αn = 0.

Ukoliko su vektori v1, . . . , vn linearno zavisni i skalar αi ̸= 0, onda je
vektor

vi = −α1

αi
v1 − · · · − αi−1

αi
vi−1 −

αi+1

αi
vi+1 − · · · − αn

αi
vn

linearna kombinacija vektora v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn. A va�i i obrnuto,
ako je jedan od vektora v1, . . . , vn linearna kombinacija ostalih, onda su
pomenuti vektori linearno zavisni.

Specijalno, dva vektora su linearno zavisni ako i samo su
proporcionalni, tj. jedan od �ih se mo�e izraziti kao skalarni umno�ak
drugog vektora.

Ka�emo da je skup vektora S ⊆ V linearno nezavisan ako su proizvo	ni
vektori v1, . . . , vn ∈ V linearno nezavisni.

Zadatak 4.13. Ispitati da li su vektori p(x) = 2 + x + 5x2,
q(x) = 1 + 2x+ x2 i r(x) = 1+3x linearno zavisni i ukoliko jesu izraziti
jedan od �ih preko preostalih.

Rexe�e. Pitamo se da li je nula-polinom netrivijalna linearna
kombinacija vektora p, q i r, odnosno da li postoje skalari α, β, γ ∈ R
koji nisu svi nule takvi da je αp+ βq + γr = O, tj.

α
(
2 + x+ 5x2

)
+ β

(
1 + 2x+ x2

)
+ γ (1 + 3x) = 0.

Ovo je isto kao da smo pitali da li sistem

2α + β + γ = 0
α + 2β + 3γ = 0
5α + β = 0

ima netrivijalno rexe�e tj. rexe�e razliqito od (0, 0, 0) (xto je rexe�e
svakog homogenog sistema).
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Opxte rexe�e ovog sistema je {(α,−5α, 3α) |α ∈ R}. Dakle, imamo
netrivijalno rexe�e α = 1, β = −5, γ = 3, koje daje linearnu zavisnost
p− 5q + 3r = O.

Sada polinom p mo�emo izraziti kao p = 5q − 3r. Ili sliqno,
q = 1

5p+
3
5r ili r = − 1

3p+
5
3r.

Zadatak 4.14. Pokazati da su vektori u =
(
1, a, a2

)
, v =

(
1, b, b2

)
i

w =
(
1, c, c2

)
linearno nezavisni ako i samo ako me�u brojevima a, b i c

nema jednakih.

Rexe�e. Direktan smer je oqigledan. Neka su vektori u, v i w linearno
nezavisni. Pretpostavimo suprotno, bez uma�e�a opxtosti neka je a = b.
Tada su vektori u, v i w linearno zavisni jer je u− v = (0, 0, 0) = O, xto
nije mogu�e.

Obrnuto, pretpostavimo sada da je a ̸= b, a ̸= c i b ̸= c i poka�imo da
su u, v i w linearno nezavisni. Znaqi pretpostav	amo da je

α
(
1, a, a2

)
+ β

(
1, b, b2

)
+ γ

(
1, c, c2

)
= O

i ho�emo da poka�emo da je tada α = β = γ = 0. Prethodna jednakost daje
sistem (sa promen	ivim α, β, γ i parametrima a, b, c)

α + β + γ = 0 /(−a) /
(
−a2

)
aα + bβ + cγ = 0
a2α + b2β + c2γ = 0
α + β + γ = 0

(b− a) β + (c− a)γ = 0 /(−(b+ a))(
b2 − a2

)
β +

(
c2 − a2

)
γ = 0

α + β + γ = 0
(b− a)β + (c− a)γ = 0

(c− a)(c− b)γ = 0
/
· 1
(c−a)(c−b)

Iz posled�e jednaqine zak	uqujemo da je γ = 0, a zatim hodom unazad
dobijamo i β = α = 0. To znaqi da su vektori u, v i w linearno nezavisni.

4.4 Baza i dimenzija

Definicija 4.15. Neka je V vektorski prostor i B ⊆ V �egov podskup.
Ka�emo da je B baza vektorskog prostora V ako je skup B linearno
nezavisan i generatorni za V .

Baza vektorskog prostora V mo�emo dobiti tako xto
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(1) iz proizvo	nog generatornog skupa za V uklonimo linearno zavisne
vektore,

(2) proizvo	an linearno nezavisan skup dopunimo odgovaraju�im
vektorima tako da ostane linearno nezavisan i da postane
generatorni.

Teorema 4.16. Neka je V vektorski prostor i neka su B1 i B2 dve �egove
baze. Tada B1 i B2 imaju isti broj vektora (pri qemu taj broj mo�e biti
i beskonaqno).

Zato naredna definicija ima smisla tj. ne zavisi od izbora baze.

Definicija 4.17. Neka je V vektorski prostor nad po	em F i neka je
B �egova baza. Broj elemenata (iz R ∪ {+∞}) baze B zovemo dimenzija
vektorskog prostora V i oznaqavamo sa dimV ili dimF V .

Teorema 4.18. Neka V vektorski prostor konaqne dimenzije n.

(1) Svaki linearno nezavisan skup u V sa n elemenata je baza V .

(2) Svaki generatorni skup od V sa n elemenata je baza V .

Teorema 4.19. Neka V vektorski prostor konaqne dimenzije i neka je U
�egov potprostor. Tada je dimU ⩽ dimV , pri qemu se jednakost dosti�e
ako i samo ako je U = V .

Drugi deo prethodne teoreme se qesto koristi u obliku: iz U ⩽ V i
dimU = dimV < +∞ sledi U = V .

Standardni primeri baza (nada	e �emo ih zvati kanonske baze) su:

• Kanonska baza Rn je e = {e1, e2, . . . , en}, gde je ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

).

Jasno je da se svaki vektor (x1, . . . , xn) ∈ Rn mo�e zapisati kao

(x1, . . . , xn) = x1e1 + · · ·+ xnen,

xto znaqi da je skup e generatorni za Rn. Ostaje jox da poka�emo da
je e linearno nezavisan skup. Iz

(0, . . . , 0) = α1e1 + · · ·+ αnen = (α1, . . . , αn)

sledi da je α1 = · · · = αn = 0. Dakle, e jeste baza Rn, pa
je dimRn = |e| = n. Nada	e �emo oznaku e koristiti isk	uqivo za
kanonsku bazu (ako ne naglasimo drugaqije), a ei za �ene elemente.

• Skup e �e biti i kanonska baza vektorskog prostora Cn nad C, Qn nad
Q.
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• Baza R-vektorskog prostora Cn je {e1, ie1, e2, ie2, . . . , en, ien}. Sledi,
dimR Cn = 2n

• Kanonska baza Rn[x] je {1, x, x2, . . . , xn−1}, pa je dimRn[x] = n (xto
objax�ava oznaka Rn[x], dakle to n je dimenzija).

• Kanonska baza R[x] je {1, x, x2, . . . }, pa je dimR[x] = ∞.

Sledi par primera sa odre�iva�em baze, koristimo tehnike koje smo
videli u prethodnom delu ove glave.

Zadatak 4.20. Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju slede�ih
vektorskih prostora:

V1 =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x+ 2y − 5z = 0
}
,

V2 = skup rexe�a homogenog linearnog sistema

2x + 3y − z + 5t = 0
3x + y + 2z − 9t = 0
x + 5y − 4z + 19t = 0

V3 =L ((1, 7, 4, 2), (6,−2, 0, 3), (9, 19, 12, 9), (5,−9,−4, 1)),

V4 =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(2) = 0
}
,

V5 =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p′′(1) = p(−1)
}
,

V6 =L
(
1− x3, 2 + x+ x2, 1 + x+ x2 + x3, 1 + 2x+ 3x2 + 4x3,

x+ 2x2 + 3x3
)
,

V7 =
{
(a, b, c) ∈ C3

∣∣ ℜa = ℑb = c
}
kao R− vektorski prostor,

V8 =LQ

(
1,
√
2,
√
3
)
kao Q− vektorski prostor,

V9 = skup svih aritmetiqkih nizova iz RN,
V10 ={(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2), (0, 1, 2), (0, 2, 1), (1, 0, 2), (1, 2, 0), (2, 0, 1),

(2, 1, 0)} kao Z3 − vektorski prostor.

Rexe�e. Proizvo	an vektor (x, y, z) ∈ V1 se mo�e zapisati kao

(−2y + 5z, y, z) = y(−2, 1, 0) + z(5, 0, 1),

gde su y, z ∈ R. To znaqi da vektori v1 = (−2, 1, 0) i v2 = (5, 0, 1) generixu
V1. Proverimo da li su v1 i v2 linearno zavisni. Iz αv1 + βv2 = (0, 0, 0),
α, β ∈ R, sledi −2α + 5β = α = β = 0. Dakle, skup {v1, v2} je linearno
nezavisan, pa �e biti baza V1. Specijalno, dimV1 = 2. Sliqno smo mogli
pokazati i da su skupovi

{(
1,− 1

2 , 0
)}
,
{(

1, 0, 1
5

)}
, {(−2, 1, 0), (3, 1, 1)} i

{(−2, 1, 0), (1, 2, 1)} (neke druge) baze vektorskog prostora V1, i kao xto
vidimo sve te baze su dvoqlane.
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Skup rexe�a sistema (tj. vektorski prostor V2) je jednak

V2 = {(α, β,−33α− 32β,−7α− 7β) |α, β ∈ R}
= {α(1, 0,−33,−7) + β(0, 1,−32,−7) |α, β ∈ R}
= L ((1, 0,−33,−7), (0, 1,−32,−7)).

Dakle, vektori (1, 0,−33,−7) i (0, 1,−32,−7) qine generatorni skup za V2.
Taj skup �e biti i baza V2 jer iz α(1, 0,−33,−7) + β(0, 1,−32,−7) = 0, za
α, β ∈ R, sledi α = β = −33α−32β = −7α−7β = 0. Specijalno, dimV2 = 2.

Za vektorski prostor V3 imamo generatorni skup: f1 = (1, 7, 4, 2),
f2 = (6,−2, 0, 3), f3 = (9, 19, 12, 9) i f4 = (5,−9,−4, 1). Proverimo linearnu
nezavisnost: neka je αf1 + βf2 + γ3 + δf4 = (0, 0, 0, 0), za α, β, γ, δ ∈ R. Tada
je

α + 6β + 9γ + 5δ = 0 /(−7) /(−4) /(−2)
7α − 2β + 19γ − 9δ = 0
4α + 12γ − 4δ = 0
2α + 3β + 9γ + δ = 0
α + 6β + 9γ + 5δ = 0

− 44β − 44γ − 44δ = 0
− 24β − 24γ − 24δ = 0
− 9β − 9γ − 9δ = 0

α + 6β + 9γ + 5δ = 0
β + γ + δ = 0

Jedno netrivijalno rexe�e ovog sistema je β = 0, γ = 1, δ = −1 i α = −4.
Ono daje linearnu zavisnost −4f1+f3−f4 = O, koja povlaqi f4 = −4f1+f3.
To da	e znaqi da je V3 = L (f1, f2, f3,−4f1 + f3) = L (f1, f2, f3), tj. f4
ukla�amo iz generatornog skupa zato xto je linearna kombinacija f1, f2
i f3. Proverimo sada da li su f1, f2 i f3 linearno nezavisni. Neka je sada
αf1+βf2+γf3 = O, za neke α, β, γ ∈ R (neke nove α, β, γ, ne one od malopre).
Tada je

α + 6β + 9γ = 0
7α − 2β + 19γ = 0
4α + 12γ = 0
2α + 3β + 9γ = 0

Primetimo da ovaj sistem liqi na onaj malopre�ax�i, samo xto nedostaje
δ. Zato ga ne�emo ponovo rexavati ve� iskoristiti taj raqun i re�i da je
(brisa�em δ)

α + 6β + 9γ = 0
β + γ = 0

Jedno netrivijalno rexe�e ovog sistema je β = 1, γ = −1 i α = 3. Ono
daje linearnu zavisnost 3f1 + f2 − f3 = O, koja povlaqi f3 = 3f1 + f2. To
da	e znaqi da je V3 = L (f1, f2, 3f1 + f2) = L (f1, f2). Ponovimo postupak
jox jednom i proverimo sada da li su f1 i f2 linearno nezavisni. Neka je
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sada αf1 + βf2 = O, α, β ∈ R , tada je

α + 6β = 0
7α − 2β = 0
4α = 0
2α + 3β = 0

tj. α = β = 0. Dakle, f1 i f2 su linearno nezavisni i qine bazu V3.
Specijalno, dimV3 = 2.

Prikaza�emo jox jedan (br�i) naqin za odre�iva�e baze vektorskog
prostora V3. Napixemo generatore f1 = (1, 7, 4, 2), f2 = (6,−2, 0, 3),
f3 = (9, 19, 12, 9) i f4 = (5,−9,−4, 1) jedan ispod drugog i radimo
elementarne transformacije (iste kao kod sistema) sa ci	em da dobijemo
trougaoni oblik:

f1 = ( 1 , 7, 4, 2 ) (−6) /(−9) /(−5)

f2 = ( 6, −2, 0, 3 )
f3 = ( 9, 19, 12, 9 )
f4 = ( 5, −9, −4, 1 )
f1 = ( 1, 7, 4, 2 )

−6f1 + f2 = ( 0, −44 , −24, −9 ) /(−1)

−9f1 + f3 = ( 0, −44, −24, −9 )
−5f1 + f4 = ( 0, −44, −24, −9 )

f1 = ( 1, 7, 4, 2 )
−6f1 + f2 = ( 0, −44, −24, −9 )

−3f1 − f2 + f3 = ( 0, 0, 0, 0 )
f1 − f2 + f4 = ( 0, 0, 0, 0 )

Sada posled�a jednakost ka�e da je f4 = −f1 + f2, xto znaqi da je
V3 generisan samo sa f1, f2 i f3. Zatim, pretposled�a jednakost daje
f3 = 3f1 + f2, xto znaqi da je V3 generisan samo sa f1 i f2. Iz trougaonog
oblika se vidi da su vektori f1 i −6f1 + f2 linearno nezavisni (jer prva
koordinata αf1 + β (−6f1 + f2) = O daje α = 0, a onda sa druge koordinate
sledi da je i β = 0). Odatle sledi da su iz f1 i f2 linearno nezavisni: iz
O = αf1 + βf2 = (α+6β)f1 + β (−6f1 + f2) sledi da je α+6β = β = 0 jer su
f1 i −6f1 + f2 linearno nezavisni, pa je i α = 0. I opet zak	uqujemo da je
{f1, f2} jedna baza V3. Naravno, {f1,−6f1 + f2} je druga baza V3 (sa istim
brojem vektora).

Za proizvo	an vektor p(x) = a+bx+cx2 ∈ V4 va�i p(2) = a+2b+4c = 0,
tj. a = −2b− 4c. Zato je

V4 =
{
(−2b− 4c) + bx+ cx2

∣∣ b, c ∈ R
}
=
{
b(x− 2) + c

(
x2 − 4

) ∣∣ b, c ∈ R
}

= L
(
x− 2, x2 − 4

)
.

Dakle,
{
x− 2, x2 − 4

}
je generatorni skup za V4, a bi�e i baza jer iz

α(x− 2) + β
(
x2 − 4

)
= 0 sledi β = α = −2α− 4β = 0.
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Na isti naqin dobijamo da je
{
1 + x, 1− x2

}
baza V5.

Qak i pre bilo kakve provere je jasno da me�u generatorima
vektorskog prostora V6 ima suvixnih. Jednostavno, V6 je potprostor
qetvorodimenzionalnog prostora R4[x], pa je dimenzije najvixe 4 te ima
bar jedan suvixan generator. Generatorni skup mo�emo sma�iti pomo�u
elementarnih transformacija kao u sluqaju V3:

p1(x) = 1 − x3 / · 4 / · 3
p2(x) = 2 + x + x2

p3(x) = 1 + x + x2 + x3

p4(x) = 1 + 2x + 3x2 + 4x3

p5(x) = x + 2x2 + 3x3

p1(x) = 1 − x3

p2(x) = 2 + x + x2 /(−1) /(−2)
(p1 + p3) (x) = 2 + x + x2

(4p1 + p4) (x) = 5 + 2x + 3x2

(3p1 + p5) (x) = 3 + x + 2x2

p1(x) = 1 − x3

p2(x) = 2 + x + x2

(p1 − p2 + p3) (x) = 0
(4p1 − 2p2 + p4) (x) = 1 + x2 /(−1)
(3p1 − p2 + p5) (x) = 1 + x2

p1(x) = 1 − x3

p2(x) = 2 + x + x2

(p1 − p2 + p3) (x) = 0
(4p1 − 2p2 + p4) (x) = 1 + x2

(−p1 + p2 − p4 + p5) (x) = 0

To nam omogu�ava da iz generatornog skupa za V6 uklonimo p5 = p1−p2+p4 i
p3 = −p1+p2. Uz isto obrazlo�e�e kao u sluqaju V3 imamo da je {p1, p2, p4}
jedna baza V6, pa je dimV6 = 3.

Za proizvo	an vektor (a1 + ia2, b1 + ib2, c1 + ic2), a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R
treba da va�i a1 = b2 = c1 + ic2. To znaqi da je c2 = 0 i a1 = b2 = c1.
Odnosno,

V7 = { (a1 + ia2, b1 + ia1, a1) | a1, a2, b1 ∈ R}
= LR((1, i, 1), (i, 0, 0), (0, 1, 0)).

Vektori (1, i, 1), (i, 0, 0) i (0, 1, 0) su linearno nezavisni nad R, pa �e qiniti
bazu V7. Specijalno, dimR V7 = 3.

Odredimo bazu V8 uz napomenu da
√
2,
√
3 ̸∈ Q. (Pretpostavimo suprotno,√

2 ∈ Q, tj.
√
2 = a

b , za neke uzajamno proste a, b ∈ Z. Tada iz a = b
√
2,

odnosno a2 = 2b2 sledi da je a2, a samim tim i a paran broj. Ako je a = 2a1,
a1 ∈ Z, onda je b2 = 2a21, pa je iz istog razloga i b paran. Ali to je u
kontradikciji sa pretpostavkom da su a i b uzajamno prosti.) Poxto je dat
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generatorni skup
{
1,
√
2,
√
3
}
od V8 dovo	no je proveriti da li su pomenuti

vektori linearno nezavisni. Pretpostavimo da je α + β
√
2 + γ

√
3 = 0, za

neke α, β, γ ∈ Q. Kvadrira�em α+ β
√
2 = −γ

√
3 dobijamo

α2 + 2β2 + 2αβ
√
2 = 3γ2.

Ali onda mora biti α = 0 ili β = 0 jer bi u suprotnom
√
2 ̸∈ Q bio jednak

3γ2−α2−β2

2αβ . Sad imamo dva sluqaja

(1) Ako je β = 0 ostaje α+ γ
√
3 = 0, za α, γ ∈ Q, pa mora biti α = γ = 0.

(2) Ako je α = 0 ostaje β
√
2+γ

√
3 = 0, za α, γ ∈ Q. Mno�e�em ovog izraza

sa
√
2 dobijamo 2β + γ

√
6 = 0, pa mora biti β = γ = 0.

U svakom sluqaju α = β = γ = 0, xto znaqi da je
{
1,
√
2,
√
3
}
baza

vektorskog prostora V8. Specijalno, dimQ V8 = 3.

Za proizv	an aritmetiqki niz a ∈ V9 va�i an = a1 + (n− 1)d, za neko
d ∈ R. Oznaqimo sa x i y nizove xn = 1 i yn = n− 1 (iz V9), za sve n ∈ N.
Jednakost an = a1+(n−1)d mo�emo interpretirati i kao an = a1xn+dyn,
odnosno a = a1x+ dy u smisli nizova. To znaqi da nizovi x i y generixu
V9, i ostaje jox da poka�emo da su linearno nezavisni. Ako je αx+βy = O,
za α, β ∈ R, upore�iva�em prva dva qlana dobijamo α = 0 i α+β = 0, sledi
β = 0. Specijalno, dimV9 = 2.

Nad konaqnim po	ima je situacija malo drugaqija (jednostavnija). Ovde
mo�emo videti dimenziju vektorskog prostora i pre odre�iva�a baze. Nax
V10 je potprostor Z3

3 koji je dimenzije 3, pa je dimZ3
V10 ⩽ 3. Pritom

dimV10 nije ni nula (jer je V10 ⫌ {(0, 0, 0)}), ni tri (jer je V10 ⫋ Z3
3).

Tako�e dimenzija V10 nije ni jedan jer bi tada V10 = LZ3(v) = {O, v, 2v}
imao tri vektora. Znaqi V10 je dimenzije 2. Zato �e baza V10 biti bilo
koja dva linearno nezavisna vektora iz V10 (po Teoremi 4.18(1)), npr.
B = {(1, 1, 1), (0, 1, 2)}.

Drugi naqin da ovo vidimo jeste da sve vektore iz V10 napixemo kao
linearnu kombinaciju vektora B:

(0, 0, 0) = 0 · (1, 1, 1) + 0 · (0, 1, 2),
(1, 1, 1) = 1 · (1, 1, 1) + 0 · (0, 1, 2),
(2, 2, 2) = 2 · (1, 1, 1) + 0 · (0, 1, 2),
(0, 1, 2) = 0 · (1, 1, 1) + 1 · (0, 1, 2),
(0, 2, 1) = 0 · (1, 1, 1) + 2 · (0, 1, 2),
(1, 0, 2) = 1 · (1, 1, 1) + 2 · (0, 1, 2),
(1, 2, 0) = 1 · (1, 1, 1) + 1 · (0, 1, 2),
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(2, 0, 1) = 2 · (1, 1, 1) + 1 · (0, 1, 2),
(2, 1, 0) = 2 · (1, 1, 1) + 2 · (0, 1, 2).

Zadatak 4.21. Neka je n ⩾ 2 fiksiran prirodan broj. U zavisnosti
od realnog parametra λ odrediti dimenziju vektorskog prostora
V = L (f1, f2, . . . , fn) ⩽ Rn, gde je

f1 = (λ+1, λ, . . . , λ), f2 =

(
λ, λ+

1

2
, λ, . . . , λ

)
, . . . , fn =

(
λ, λ, . . . , λ+

1

n

)
.

Rexe�e. Proverimo da li je generatorni skup {f1, f2, . . . , fn} linearno
zavisan. Neka je α1f1 + · · ·+ αnfn = O, α1, . . . , αn ∈ R. Tada je

(λ+ 1)α1 + λα2 + . . . + λαn = 0
λα1 +

(
λ+ 1

2

)
α2 + . . . + λαn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λα1 + λα2 + . . . +

(
λ+ 1

n

)
αn = 0

Oduzima�em i-te jednaqine od prve dobijamo da je α1− 1
iαi = 0, tj. αi = iα1,

za sve 1 ⩽ i ⩽ n. Kad to vratimo u prvu jednaqinu dobijamo

(λ+ 1 + 2λ+ · · ·+ nλ)α1 =

(
1 +

n(n+ 1)

2
λ

)
α1 = 0.

Razdvajamo dva sluqaja:

(1) Ako je λ ̸= − 2
n(n+1) posled�a jednakost daje α1 = 0. Sledi,

αi = i · 0 = 0, za sve 1 ⩽ i ⩽ n. Tada su vektori f1, f2, . . . , fn linearno
nezavisni i qine bazu. Zato je dimV = n.

(2) Ako je λ = − 2
n(n+1) nax sistem ima netrivijalno rexe�e

α1 = 1 i αi = i, za sve 1 ⩽ i ⩽ n. Iz linearne zavisnosti
f1 + 2f2 + · · ·+ nfn = O dobijamo da je fn = − 1

nf1 − · · · − n−1
n fn−1

linearna kombinacija f1, f2, . . . , fn−1. Zato je V = L (f1, f2, . . . , fn−1).
Proverimo jox jednom linearnu nezavisnost, pretpostavimo da je
α1f1 + · · ·+ αn−1fn−1 = O, za α1, . . . , αn−1 ∈ R. Dobijamo sistem

(λ+ 1)α1 + λα2 + . . . + λαn−1 = 0
λα1 +

(
λ+ 1

2

)
λα2 + . . . + λαn−1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λα1 + λα2 + . . . +
(
λ+ 1

n−1

)
αn−1 = 0

λα1 + λα2 + . . . + λαn−1 = 0

gde je sada λ = − 2
n(n+1) . Ponav	a�em istog postupka dobijamo(

1 +
(n− 1)n

2
λ

)
α1 = 0,
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pri qemu sada znamo da je 1 + λ (n−1)n
2 = 1− 2n(n+1)

2
(n−1)n

2 = 2
n−1 ̸= 0.

Sledi, α1 = 0 i αi = i · 0 = 0, za sve 1 ⩽ i ⩽ n − 1. Tada su vektori
f1, f2, . . . , fn−1 linearno nezavisni i qine bazu. Zato je dimV = n− 1.
(Drugi naqin da se izvede isti zak	uqak je oduzima�em posled�e
jednaqine od ostalih xto daje αi = 0, za sve 1 ⩽ i ⩽ n).

Teorema 4.22. Neka je V vektorski prostor nad po	em F sa konaqnom
bazom B = {v1, . . . , vn} i neka je v ∈ V proizvo	an vektor. Tada se
vektor na jedinstven naqin mo�e predstaviti kao linearna kombinacija
v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn, za neke skalare α1, . . . , αn ∈ F .

Kao xto smo ve� pomenuli, va�i i obrnuto, ako se svaki vektor iz V
mo�e na jedinstven naqin predstaviti kao linearna kombinacija vektora
iz B, onda je B baza vektorskog prostora V .

Definicija 4.23. Skalare αi iz prethodne teoreme zovemo koordinate

vektora v i pixemo [v]B =


α1

α2

...
αn

.

Na primer, koordinate vektora v = (1, 4,−3) ∈ R3 u kanonskoj bazi su 1
4
−3

. A u Zadatku 4.4 smo videli da su koordinate tog istog vektora

u bazi {(1,−2, 5), (2,−3, 0), (0, 1, 3)} jednake

 −3
2
4

.
U Zadatku 4.5 skup polinoma f = {f1, f2, f3, f4} nije baza R3[x] (jer

ima vixe elemenata od dimR3[x] = 3). Kao posledica toga se dexava da
se polinom p na vixe razliqitih naqina mo�e izraziti kao linearna
kombinacija vektora iz f .

Zadatak 4.24. Pokazati da 1√
3−1

− 1√
3−

√
2

pripada Q-vektorskom
prostoru LQ

(
1,
√
2,
√
3
)
i odrediti koordinate ovog vektora u bazi{

1,
√
2,
√
3
}
.

Rexe�e. Primetimo da je

1√
3− 1

− 1√
3−

√
2
=

1√
3− 1

√
3 + 1√
3 + 1

− 1√
3−

√
2

√
3 +

√
2√

3 +
√
2

=
1

2
(
√
3 + 1)− (

√
3 +

√
2) =

1

2
−
√
2− 1

2

√
3.
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Sada je oqigledno da 1√
3−1

− 1√
3−

√
2

∈ LQ(1,
√
2,
√
3) i da su u bazi

B =
{
1,
√
2,
√
3
}
�egove koordinate

[
1√
3−1

− 1√
3−

√
2

]
B
=

 1
2
−1
− 1

2

.

4.5 Presek i suma vektorskih potprostora

Definicija 4.25. Neka je W vektorski prostor i neka su U i V �egovi
potprostori. Suma vektorskih potprostora U i V je skup

U + V = {u+ v |u ∈ U, v ∈ V }.

Ukoliko je presek potprostora U i V trivijalan, tj. U ∩ V = {O},
ka�emo da je suma U +V direktna i u tom sluqaju umesto U +V pixemo
U ⊕ V ili U+̇V .

Primetimo da se u prethodnoj definiciji uslov za direktnu sumu mo�e
oslabiti na U ∩ V ⊆ {O}, jer U i V (kao vektorski potprostori) moraju
sadr�ati nulu, pa isto va�i i za �ihov presek. Ekvivalentno, suma je
direktna ako i samo ako je dim(U ∩ V ) = 0.

Slede�a teorema pokazuje znaqaj direktne sume.

Teorema 4.26. Neka je W vektorski prostor i neka su U i V �egovi
potprostori. Tada je suma U + V direktna ako i samo se svaki vektor iz
U + V mo�e na jedinstven naqin predstaviti kao direktna suma jednog
vektora iz U i jednog vektora iz V .

Teorema 4.27. Neka je W vektorski prostor i neka su U i V �egovi
potprostori. Tada su presek U ∩V i suma U +V vektorski potprostori
vektorskog prostora W .

Unija potprostora U ∪ V ne mora biti potprostor od W . Xtavixe,
uskoro �emo videti i da najqex�e nije potprostor. Zato umesto unije
koristimo sumu kao najma�i potprostor W koji sadr�i uniju U ∪ V (xto
je ekvivalentna definicija sume).

Iz definicije sume i preseka sledi da je U∩V ⩽ U ⩽ U+V (i analogno
kad zamenimo U i V ).

Slede�a teorema daje vezu izme�u dimenzija U , V , U + V i U ∩ V .

Teorema 4.28 (Grasmanova1 formula). Neka je W vektorski prostor i
neka su U i V �egovi potprostori konaqne dimenzije. Tada su U + V i
U ∩ V konaqne dimenzije i va�i

dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V ).

1Hermann Günther Graßmann (1809. - 1877.), nemaqki matematiqar i filolog
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Specijalno, suma U + V je direktna ako i samo ako je
dimU + dimV = dim(U + V ).

Zadatak 4.29. Dati su potprostori

U1 = {(a, b, a) | a, b ∈ R} ,
U2 = {(0, 0, c) | c ∈ R} ,
U3 = {(a, b,−a− b) | a, b ∈ R} .

vektorskog prostora R3. Pokazati da je

a) R3 = U1 + U2,

b) R3 = U1 + U3,

v) R3 = U2 + U3.

Koja od prethodnih suma je direktna?

Rexe�e. a) Inkluzija U1 + U2 ⊆ R3 trivijalno jer je U1, U2 ⊆ R3, pa
isto va�i i za �ihovu sumu. Poka�imo obrnutu inkluziju, neka je (a, b, c)
proizvo	an vektor iz R3. Treba pokazati da (a, b, c) ∈ U1 + U2, tj. da se
(a, b, c) mo�e zapisati kao zbir jednog vektora iz U1 i jednog vektora iz
U2.

To mo�emo uraditi tako xto (a, b, c) zapixemo kao

(a, b, c) = (α, β, α)︸ ︷︷ ︸
∈U1

+(0, 0, γ)︸ ︷︷ ︸
∈U2

= (α, β, α+ γ),

za α, β, γ ∈ R. Onda mora biti α = a, β = b i γ = c− a i imamo

(a, b, c) = (a, b, a) + (0, 0, c− a) ∈ U1 + U2.

b) Iz istog razloga kao u a) imamo da je U1+U2 ⊆ R3. Obrnuto, pokuxajmo
da proizvo	an vektor (a, b, c) ∈ R3 zapixemo kao

(a, b, c) = (α, β, α)︸ ︷︷ ︸
∈U1

+(γ, δ,−γ − δ)︸ ︷︷ ︸
∈U3

= (α+ γ, β + δ, α− γ − δ),

za α, β, γ, δ ∈ R. Jedna (ne i jedina) mogu�nost je

(a, b, c) = (0, a+ b+ c, 0) + (a,−a− c, c) ∈ U1 + U3.

v) Sliqno, za proizv	an vektor (a, b, c) ∈ R3 imamo da

(a, b, c) = (0, 0, a+ b+ c) + (a, b,−a− b) ∈ U2 + U3.

Sume U1 + U2 i U2 + U3 su direktne za razliku od sume U1 + U3. Jedan
naqin da se to vidi je iz preseka

U1 ∩ U2 = U2 ∩ U3 = {(0, 0, 0)} i U1 ∩ U3 = {(a,−2a, a) | a ∈ R}.
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Drugi naqin je da pomo�u Grasmanove fromule vidimo da je

dim (U1 ∩ U2) = dimU1 + dimU2 − dim
(
R3
)
= 2 + 1− 3 = 0,

dim (U1 ∩ U3) = dimU1 + dimU3 − dim
(
R3
)
= 2 + 2− 3 = 1,

dim (U2 ∩ U3) = dimU2 + dimU3 − dim
(
R3
)
= 2 + 1− 3 = 0.

Tre�i naqin je da koristimo Teoremu 4.26 i proverimo da li je
rastav	a�e (a, b, c) na vektore iz Ui i Uj jednistveno. Ukoliko zapixemo
(a, b, c) = u1 + u2, za neke u1 ∈ U1 i u2 ∈ U2, jasno je da tada mora biti
u1 = (a, b, a) i u2 = (0, 0, c − a). Sa druge strane, imamo vixe razliqitih
rastav	a�a

(a, b, c) = (0, a+ b+ c, 0)︸ ︷︷ ︸
∈U1

+(a,−a− c, c)︸ ︷︷ ︸
∈U3

= (a,−a+ b+ c, a)︸ ︷︷ ︸
∈U1

+(0, a− c,−a+ c)︸ ︷︷ ︸
∈U3

= (c, a+ b− c, c)︸ ︷︷ ︸
∈U1

+(a− c, c− a, 0)︸ ︷︷ ︸
∈U3

.

Zadatak 4.30. Pokazati da je RR = P ⊕ N , gde su P i N vektorski
potprostori parnih i neparnih funkcija, redom.

Rexe�e. Poka�imo najpre da je RR = P +N tj. RR ⊆ P +N jer obrnuta
inkluzija trivijalno va�i. Drugim reqima, ho�emo da proizvo	nnu
funkciju f ∈ RR napixemo kao zbir jedne parne funkcije g ∈ P i jedne
neparne h ∈ N . Vidimo da funkcije

g(x) =
f(x) + f(−x)

2
i h(x) =

f(x)− f(−x)

2

zadovo	avaju tra�eni uslov.

Ostaje jox da poka�emo da je P ∩ N = {O}. Neka je f ∈ P ∩ N
proizvo	a funkcija koja je i parna (f(−x) = f(x), za sve x ∈ R) i neparna
(f(−x) = −f(x), za sve x ∈ R). Ali onda iz f(x) = f(−x) = −f(x), za sve
x ∈ R, sledi da je f nula-funkcija.

Slede�i primer pokazuje kako se za fiksiran potprostor U ⩽ W
odre�uje �egova ,,dopuna\ do qitavog prostora W , odnosno potprostor
V ⩽ W takav da je U ⊕ V = W . Tako�e, vide�emo i na konkretnom primeru
kako se linearno nezavisan skup dopu�ava do baze (o qemu je ve� bilo reqi).

Zadatak 4.31. Dati su (linearno nezavisni) vektori v1 = (1, 1, 1, 1) i
v2 = (2, 1, 1, 0).

a) Dopuniti skup {v1, v2} do baze qitavog prostora R4.
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b) Odrediti bar jedan vektorski potprostor V ⩽ R4 za koji je
R4 = V ⊕ L (v1, v2).

v) Dopuniti skup {v1, v2} do baze vektorskog potprostora

U =
{
(x, y, z, t) ∈ R4

∣∣ x+ t = y + z
}
.

Rexe�e. a) Ovde je dovo	no dodati jox dva vektora v3 i v4 tako da skup
{v1, v2, v3, v4} bude linearno nezavisan. Da bi bilo najoqiglednije mo�emo
uzeti v3 = (1, 0, 0, 0) i v4 = (0, 1, 0, 0).

b) Vidimo da vektorski prostor V = L (v3, v4) zadovo	ava tra�ene uslove:
R4 = V + L (v1, v2) (inkluzija ⊇ je jasna, a inkluzija ⊆ sledi iz a)) i
V ∩ L (v1, v2) = {(0, 0, 0, 0)}.

v) Sliqno, dodamo jox jedan vektor v5 tako da skup {v1, v2, v5} bude
linearno nezavisan (jer je dimenzija U jednaka 3). Vidimo da vektor
(1, 1, 0, 0) ispu�ava tra�ene uslove.

Zadatak 4.32. Dati su potprostori U = L (e1, e2, e3) i V = L (f1, f2),
gde je e1 = (2, 5, 3, 1), e2 = (3, 9, 5, 1), e3 = (3, 6, 4, 2), f1 = (3, 1,−1, 0)
i f2 = (−2, 0, 2, 1). Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju vektorskih
prostora U , V , U + V i U ∩ V .

Rexe�e. Proverimo prvo linearnu zavisnost vektora e1, e2 i e3:

e1 = ( 2, 5, 3, 1 ) /(−1) /(−2)
e2 = ( 3, 9, 5, 1 )
e3 = ( 3, 6, 4, 2 )
e1 = ( 2, 5, 3, 1 )

−e1 + e2 = ( 1 , 4, 2, 0 )
−2e1 + e3 = ( −1, −4, −2, 0 )

e1 = ( 2, 5, 3, 1 )
−e1 + e2 = ( 1, 4, 2, 0 )

−2e1 + e2 + e3 = ( 0, 0, 0, 0 )

Dakle, baza potprostora U je {e1, e2}. A baza potprostora V �e biti {f1, f2},
jer su ova dva vektora oqigledno linearno nezavisna. Dimenzije U i V su
2.

Poxto skupovi {e1, e2} i {f1, f2} generixu U i V , redom, �ihova unija
{e1, e2, f1, f2} generixe U + V . Ostaje da proverimo linearnu nezavisnost:

e1 = ( 2, 5, 3, 1 ) /(−1)

e2 = ( 3, 9, 5, 1 )
f1 = ( 3, 1, −1, 0 )
f2 = ( −2, 0, 2, 1 )
e1 = ( 2, 5, 3, 1 )

−e1 + e2 = ( 1 , 4, 2, 0 ) /(−3) / · 4
f1 = ( 3, 1, −1, 0 )

−e1 + f2 = ( −4, −5, −1, 0 )
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e1 = ( 2, 5, 3, 1 )
−e1 + e2 = ( 1, 4, 2, 0 )

3e1 − 3e2 + f1 = ( 0, −11 , −7, 0 )

−5e1 + 4e2 + f2 = ( 0, 11, 7, 0 )
e1 = ( 2, 5, 3, 1 )

−e1 + e2 = ( 1, 4, 2, 0 )
3e1 − 3e2 + f1 = ( 0, −11, −7, 0 )

−2e1 + e2 + f1 + f2 = ( 0, 0, 0, 0 )

To znaqi da je {e1, e2, f1} baza U + V , pa je ova suma trodimenzionalna.

Ostaje jox da vidimo xta je presek U ∩V . Proizvo	an vektor x ∈ U ∩V
pripada i U = L (e1, e2, e3) i V = L (f1, f2), pa je

x = αe1 + βe2 = γf1 + δf2,

za neke skalare α, β, γ, δ ∈ R. Izjednaqava�em koordinata u jednakosti
αe1 + βe2 − γf1 − δf2 = O dobijamo sistem

2α + 3β − 3γ + 2δ = 0
5α + 9β − γ = 0
3α + 5β + γ − 2δ = 0
α + β − δ = 0

qije je opxte rexe�e {(−2λ, λ,−λ,−λ) |λ ∈ R}. Onda je

x = −2λe1 + λe2 = λ (−2e1 + e2) = λ(−1,−1,−1,−1).

Kao provera mo�e da poslu�i jednakost x = λ (−f1 − f2). Kako
je x bio proizvo	an vektor iz U ∩ V mo�emo zak	uqiti da je
U ∩ V = L (−1,−1,−1,−1).

Pokaza�emo jox jedan (kra�i ali ma�e oqigledan) naqin da se odredi
presek. Iz Grasmanove formule imamo da je

dim(U ∩ V ) = dimU + dimV − dim(U + V ) = 2 + 2− 3 = 1.

Baza jednodimenzionalnog prostora U ∩ V je bilo koji nenula vektor iz
tog prostora. Primetimo da smo prilikom provere linearne nezavisnosti
dobili vezu −2e1 + e2 + f1 + f2 = O. Ukoliko to zapixemo
kao −2e1 + e2 = −f1 − f2 vidimo da leva strana jednakosti pripada
L (e1, e2, e3) = U a desna strana pripada L (f1, f2) = V . To znaqi da vektor
(−1,−1,−1,−1) = −2e1 + e2 pripada preseku U ∩ V , a na osnovu prethodne
priqe mo�emo zak	uqiti da je ovaj vektor ujedno i baza preseka U ∩V .

Zadatak 4.33. Odrediti bar po jednu bazu vektorskih prostora
(U ∩ V ) +W , U ∩ V ∩W , (U + V ) ∩W i U + V +W , ako je

U =
{
p ∈ R4[x]

∣∣ p′(1) = p′′(−1)
}
,

V = L
(
x− x2, x2 − x3, x3 − x

)
,

W =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ 2p(1) = p(2)
}
.
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Rexe�e. Prvo, primetimo da je x3−x = −
(
x− x2

)
−
(
x2 − x3

)
xto znaqi

da je
{
x− x2, x2 − x3

}
generatorni skup vektorskog prostora V , a bi�e i

baza (jer su preostala dva generatora oqigledno linearno nazavisni).

Odredimo najpre presek U ∩V . Proizvo	an polinom p ∈ U ∩V pripada
i U i V . Zato se mo�e zapisati kao linearna kombinacija

p(x) = α
(
x− x2

)
+ β

(
x2 − x3

)
= αx+ (−α+ β)x2 − βx3,

za neke α, β ∈ R. Sa druge strane, p ∈ V zadovo	ava jednakost
p′(1) = p′′(−1) koja se svodi na −α − β = −2α + 8β, tj.
α = 9β. Drugim reqima, proizvo	an polinom p iz U ∩ V mora
biti oblika 9β

(
x− x2

)
+ β

(
x2 − x3

)
= β

(
9x− 8x2 − x3

)
, pa je

U ∩ V = L
(
9x− 8x2 − x3

)
.

Sada kad smo odredili vektorski potprostor U ∩V , vektorske prostore
(U∩V )+W i U∩V ∩W = (U∩V )∩W mo�emo izraqunati na isti naqin kao
u prethodnom zadatku. Ali u ovom primeru mo�emo i izbe�i nepotreban
raqun. Gledamo dimenzije potprostora i koristimo Teoremu 4.19. Kako je
U∩V jednodimenzionalan, a (U∩V )∩W ⩽ U∩V , onda je dimenzija preseka
U ∩ V ∩W nula ili jedan.

(1) Ako je dim(U ∩ V ∩W ) = 0, onda je U ∩ V ∩W = {O}.

(2) Ako je dim(U ∩ V ∩ W ) = 1, onda opet po Teoremi 4.19 mora biti
U ∩ V ∩W = U ∩ V . To bi da	e znaqilo da 9x − 8x2 − x3 ∈ W , xto
nije mogu�e jer je polinom 9x− 8x2 − x3 stepena 3, a W ⊆ R3[x].

Dakle, druga mogu�nost otpada pa mora biti U ∩ V ∩ W = {O}, tj. baza
preseka U ∩ V ∩W je prazan skup.

Da bismo odredili (U ∩ V ) + W prvo primetimo da je skup{
x, 2 + x2

}
baza vektorskog prostora W . To da	e znaqi da je

B =
{
3− 2x− x3

}
∪
{
x, 2 + x2

}
jedan troqlani generatorni skup za

(U ∩ V ) +W . Grasmanova formula ka�e da je

dim((U ∩ V ) +W ) = dim(U ∩ V ) + dimW − dim(U ∩ V ∩W ) = 1 + 2− 0 = 3,

xto taqno znaqi da je B baza vektorskog prostora (U ∩ V ) +W po Teoremi
4.18(2).

Lako se proverava da je dimU = 3 (odre�iva�em baze za U). Ali onda je

dim(U + V ) = dimU + dimV − dim(U ∩ V ) = 3 + 2− 1 = 4.

Sa druge strane U, V ⩽ R4[x], pa isto va�i i za �ihovu sumu. Sve zajedno
to znaqi da je U + V = R4[x]. Onda lako nalazimo da je

(U + V ) ∩W = R4[x] ∩W = W i U + V +W = R4[x] +W = R4[x],

jer W ⩽ R4[x].
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Ve� smo rekli da unija dva potprostora ne mora biti potprostor.
Naredni zadatak pokazuje i vixe { nikada ne�e biti potprostor sem u
nekim trivijalnim situacijama.

Zadatak 4.34. Neka je W vektorski prostor i neka su U i V �egovi
potprostori. Tada je U ∪ V ⩽ W ako i samo ako U ⩽ V ili V ⩽ U .

Rexe�e. Jedan smer je oqigledan, ako je npr. U ⩽ V tada je U ∪ V = V
xto naravno jeste potprostor od W .

Obrnuto, neka je sada U ∪ V ⩽ W . Pretpostavimo suprotno, da U ⊈ V
i V ⊈ U . Tada postoje vektori u ∈ U \ V i v ∈ V \ U . Ali onda se i u i v
nalaze u uniji U ∪V , a kako smo pretpostavili da je unija U ∪V vektorski
potprostor od W , onda i vektor u + v ostaje u U ∪ V . To znaqi da u + v
pripada U ili V . Neka je npr. u + v ∈ U (analogno ide i sluqaj kada je
u+ v ∈ V ). Ali onda je

v = u+ v︸ ︷︷ ︸
∈U

+(−1) u︸︷︷︸
∈U

∈ U,

xto je u kontradikciji sa izborom vektora v.

Zadatak 4.35. Neka je T vektorski prostor i neka su U , V i W �egovi
potprostori za koje va�i U + V = U + W , U ∩ V = U ∩ W i V ⩽ W .
Pokazati da je V = W .

Rexe�e. Dovo	no je pokazati da je W ⊆ V . Neka je w ∈ W proizvo	an
vektor. Iz w ∈ W ⊆ U+W = U+V sledi da postoje vektori u ∈ U i v ∈ V
takvi da je w = u + v. Tada iz v ∈ V ⊆ W sledi da je u = w + (−1)v ∈ W .
Ovo da	e znaqi da u ∈ U ∩W = V ∩W , i specijalno u ∈ V . Vratimo se na
poqetak, w = u+ v ∈ V , xto smo i hteli da poka�emo.



Glava 5

Linearna preslikava�a

vektorskih prostora

Definicija 5.1. Neka su U i V vektorski prostori nad istim po	em
skalara F . Ka�emo da je preslikava�e L : U −→ V linearno (ili
preciznije F -linearno) ukoliko va�i

(1) Aditivnost: (∀u1, u2 ∈ U) L (u1 + u2) = L (u1) + L (u2),

(2) Homogenost: (∀α ∈ F )(∀u ∈ U) L(αu) = αL(u).

Jasno je da je preslikava�e L : U −→ V linearno ako i samo ako ,,quva
linearne kombinacije\, tj. zadovo	ava uslov

(∀α, β ∈ F ) (∀u1, u2 ∈ U) L (αu1 + βu2) = αL (u1) + βL (u2) .

Sliqno, indukcijom se mo�e izvesti i tre�a ekvivalentna definicija
linearnog preslikava�a { da quva linearne kombinacije proizvo	ne
du�ine u smislu da je

(∀α1, . . . , αn ∈ F ) (∀u1, . . . , un ∈ U)

L (α1u1 + · · ·+ αnun) = α1L (u1) + · · ·+ αnL (un) ,

za sve n ∈ N.

Kod linearnih preslikava�a se qesto umesto L(u) izostav	a zagrada i
pixe samo Lu (naravno, ukoliko takva oznaka ne unosi zabunu). Motivacija
za ovakvu oznaku dolazi iz linearnih preslikava�a vektorskog prostora
realnih brojeva. Naime, za svako linearno preslikava�e L : R −→ R (ili
opxtije, L : U −→ V , gde je dimU = 1) va�i L(u) = L(1) · u, za sve u ∈ R,
pa je preslikava�e L u stvari samo mno�e�e skalarom L(1).

69
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Linearno preslikava�e L : V −→ V kod koga se domen i kodomen
poklapaju zovemo linearni operator vektorskog prostora V .

Zadatak 5.2. Pokazati da je preslikava�e

L : R3[x] −→ R3, Lp = (p(0), p′(1), 3p(−2))

linearno.

Rexe�e. Ovo preslikava�e jeste linearno jer va�i

(1)
(
∀p, q ∈ R3[x]

)
L(p+ q) = ((p+ q)(0), (p+ q)′︸ ︷︷ ︸

=p′+q′

(1), 3(p+ q)(−2))

= (p(0) + q(0), p′(1) + q′(1), 3p(−2) + 3q(−2))

= (p(0), p′(1), 3p(−2)) + (q(0), q′(1), 3q(−2)) = Lp+ Lq,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀p ∈ R3[x]

)
L(αp) = ((αp)(0), (αp)′︸ ︷︷ ︸

=αp′

(1), 3(αp)(−2))

= (αp(0), αp′(1), 3αp(−2))

= α(p(0), p′(1), 3p(−2)) = αLp.

Zadatak 5.3. Ispitati da li je preslikava�e L : R3 −→ R2 linearno ako
je

a) L(a, b, c) = (a+ b, c+ 1),

b) L(a, b, c) = (ab, c),

v) L(a, b, c) = (a, sin b).

Rexe�e. Nijedno od pomenutih preslikava�a nije linearno jer je:

a)

L(2(1, 1, 1)) = L(2, 2, 2) = (4, 3),

2L(1, 1, 1) = 2(2, 2) = (4, 4),

b)

L((1, 0, 0) + (0, 1, 0)) = L(1, 1, 0) = (1, 0),

L(1, 0, 0) + L(0, 1, 0) = (0, 0) + (0, 0) = (0, 0),
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v)

L
(
2
(
0,

π

2
, 0
))

= L(0, π, 0) = (0, sinπ) = (0, 0),

2L
(
0,

π

2
, 0
)
= 2

(
0, sin

π

2

)
= 2(0, 1) = (0, 2).

Zadatak 5.4. U zavisnosti od kompleksnog parametra λ ispitati da li
je preslikava�e

L : C2 −→ C3[x], L(a, b) = a+ λx+ (2a+ b)x2

C-linearno.

Rexe�e. Prvo proverimo aditivnost, za sve (a, b), (c, d) ∈ C2 va�i

L((a, b) + (c, d)) = L(a+ c, b+ d) = (a+ c) + λx+ (2a+ 2c+ b+ d)x2

i

L(a, b) + L(c, d) = a+ λx+ (2a+ b)x2 + c+ λx+ (2c+ d)x2

= (a+ c) + 2λx+ (2a+ b+ 2c+ d)x2.

Jasno je da su prethodna dva izraza jednaka ako i samo ako je λ = 0. To
znaqi da za λ ̸= 0 preslikava�e L nije linearno.

Neka je sada λ = 0, odnosno L(a, b) = a + (2a + b)x2. Proverimo
homogenost, neka su α ∈ C i (a, b) ∈ C2 proizvo	ni. Tada je

L(α(a, b)) = L(αa, αb) = αa+ (2αa+ αb)x = α
(
a+ (2a+ b)x2

)
= αL(a, b).

Dakle, za λ = 0 preslikava�e L jeste linearno.

U narednom primeru koristi�emo slede�e tvr�e�e iz elementarne
teorije brojeva.

Teorema 5.5 (Mala Fermaova1 teorema). Neka je p prost broj i neka je a
ceo broj. Tada je ap ≡ a (mod p).

Zadatak 5.6. Neka je p prost broj. Pokazati da je

L : Zp[x] −→ Zp[x], Lf = fp

Zp-linearni operator vektorskog prostora Zp[x].

1Pierre de Fermat (1607. - 1665.), francuski matematiqar i advokat
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Rexe�e. Aditivnost operatora L sledi iz Binomne formule: za sve
f, g ∈ Zp[x] va�i

L(f + g) = (f + g)p =

p∑
i=0

(
p

i

)
f igp−i = Lf + Lg +

p−1∑
i=1

(
p

i

)
f igp−i.

Ostaje jox da poka�emo da je suma
p−1∑
i=1

(
p
i

)
f igp−i jednaka nuli. Znamo da su

binomni koeficijenti
(
p
i

)
= p(p−1)...(p−i+1)

i! celobrojni (kao broj mogu�ih
izbora i elemenata iz skupa od p elemenata). To znaqi da se svi qinioci
i, i−1, . . . , 2 iz imenioca skra�uju sa neqim iz brojioca xto oqigledno nije
p jer p nema qinioc (razliqit od 1) koji ma�i od p, a i ⩽ p − 1. Odatle
mo�emo zak	uqiti da je svaki binomni koeficijent

(
p
i

)
, 1 ⩽ i ⩽ p − 1,

de	iv sa p u Z, odnosno jednak nuli u po	u ostataka Zp. Onda �e i qitava

suma
p∑

i=0

(
p
i

)
f igp−i biti nula.

Homogenost sledi direktno iz Male Fermaove Teoreme prime�ene na
skalare iz po	a Zp:

(∀α ∈ Zp) (∀f ∈ Zp[x]) L(αf) = (αf)p = αpfp = αLf.

5.1 Jezgro i slika linearnog preslikava�a

Definicija 5.7. Neka su U i V vektorski prostori nad istim po	em
skalara F i neka je L : U −→ V linearno preslikava�e. Skup

KerL := L−1 ({OV }) = {u ∈ U |Lu = OV }

(gde je OV nula vektorskog prostora V ) zovemo jezgro linearnog
preslikava�a L, a skup

ImL := L(U) = {Lu |u ∈ U}

zovemo slika linearnog preslikava�a L.

Znaqaj ovih skupove se ogleda u narednom tvr�e�u.

Teorema 5.8. Neka su U i V vektorski prostori nad istim po	em
skalara F i neka je L : U −→ V linearno preslikava�e. Tada je jezgro
KerL vektorski potprostor domena U , dok je slika ImL vektorski
potprostor kodomena V . Dodatno, ako je S generatorni skup domena U ,
onda je LS = {Lv | v ∈ S} generatorni skup slike ImL.
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Dimenziju jezgra KerL zovemo defekt linearnog preslikava�a L
i oznaqavamo sa δL, a dimenziju slike ImL zovemo rang linearnog
preslikava�a L i oznaqavamo sa ρL.

Teorema 5.9 (Teorema o rangu i defektu). Neka su U i V vektorski
prostori nad istim po	em skalara F i neka je L : U −→ V linearno
preslikava�e. Tada je dimU = ρL + δL (pri qemu ova jednakost va�i u
R ∪ {+∞}).

Teorema 5.10. Neka su U i V vektorski prostori nad istim po	em
skalara F i neka je L : U −→ V linearno preslikava�e.

(1) Preslikava�e L je injektivno ako i samo ako je KerL = {O}, odnosno
δL = 0.

(2) Preslikava�e L je surjektivno ako i samo ako je ImL = V . U sluqaju
da je kodomen V konaqne dimenzije, prethodno je ekvivalentno sa
ρL = dimV .

(3) Pretpostavimo dodatno i da je dimU = dimV < +∞. Slede�i
uslovi su ekvivalentni:

(3.1) L je bijektivno,

(3.2) L je injektivno,

(3.3) L je surjektivno.

Tada je i preslikava�e L−1 linearno.

Zadatak 5.11. Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i
defekt linearnog preslikava�a

L : R4 −→ R3,

L(x, y, z, t) = (2x+ y + 3z + 6t, 3x+ 4y + 2z + 9t, x+ 6y − 4z + 3t).

Rexe�e. Jezgro KerL je sastav	eno od vektora (x, y, z, t) ∈ R4 za koje je

L(x, y, z, t) = (2x+ y + 3z + 6t, 3x+ 4y + 2z + 9t, x+ 6y − 4z + 3t) = (0, 0, 0).

Drugim reqima, KerL je skup rexe�a sistema

2x + y + 3z + 6t = 0
3x + 4y + 2z + 9t = 0
x + 6y − 4z + 3t = 0

tj.
{(−2α− 3β, α, α, β) |α, β ∈ R} = L ((−2, 1, 1, 0), (−3, 0, 0, 1)).

Oqigledno je {(−2, 1, 1, 0), (−3, 0, 0, 1)} jedna baza KerL. Specijalno,
δL = dimKerL = 2.
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Neka je e = {e1, e2, e3, e4} kanonska baza vektorskog prostora R4. Tada je
slika ImL generisana vektorima

Le1 = (2, 3, 1), Le2 = (1, 4, 6), Le3 = (3, 2,−4), i Le4 = (6, 9, 3).

Iz ovog generatornog skupa mo�emo izvu�i baza kao xto smo to radili
u prethodnoj bazi. Me�utim, mo�emo i zaobi�i taj raqun i iskoristiti
ono xto smo ve� raqunali u prethodnom delu zadatka. Setimo se da je
−2e1 + e2 + e3 = (−2, 1, 1, 0) ∈ KerL. Ovo znaqi da je

(0, 0, 0) = L (−2e1 + e2 + e3) = −2Le1 + Le2 + Le3,

te imamo linearnu zavisnost Le3 = 2Le1 − Le2. Na isti naqin nalazimo
i da je Le4 = 3Le1. Sa druge strane, vektori Le1 i Le2 su (oqigledno)
linearno nezavisni, pa �e qiniti i bazu ImL. Specijalno, ρL = 2.

Drugi naqin da odredimo sliku je da prvo odredimo rang:
ρL = dimR4 − δL = 4− 2 = 2. To znaqi da bilo koja dva linearno nezavisna
vektora iz ImL qine bazu tog prostora. I onda izaberemo npr. Le1 i
Le2.

Zadatak 5.12. Pokazati da je

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p(1)f − 3p,

gde je f(x) = 1 + x + x2, linearni operator vektorskog prostora R3[x].
Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt ovog
operatora.

Rexe�e. Prvo, L jeste linearni operator prostora R3 zato xto je

(1)
(
∀p, q ∈ R3[x]

)
L(p+ q) = (p+ q)(1)f − 3(p+ q) = (p(1) + q(1))f − 3p− 3q

= p(1)f − 3p+ q(1)f − 3q = Lp+ Lq,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀p ∈ R3[x]

)
L(αp) = (αp)(1)f − 3(αp) = αp(1)f − 3αp = α(p(1)f − 3p) = αLp.

Za proizvo	an polinom p(x) = α + βx + γx2 ∈ KerL ⩽ R3[x] treba da
va�i

L
(
α+ βx+ γx2

)
= (α+ β + γ)

(
1 + x+ x2

)
− 3

(
α+ βx+ γx2

)
= (−2α+ β + γ) + (α− 2β + γ)x+ (α+ β − 2γ)x2 = 0

Kako je rexe�e sistema −2α+ β + γ = α− 2β + γ = α+ β − 2γ = 0 dato sa
{(λ, λ, λ) |λ ∈ R} zak	uqujemo da je

KerL =
{
λ+ λx+ λx2

∣∣ λ ∈ R
}
= L (f).



5.1. JEZGRO I SLIKA LINEARNOG PRESLIKAVA�A 75

Dakle, jezgro je jednodimenzionalno sa bazom {f}.

Slika ImL je generisana polinomima

L1 = −2 + x+ x2,

Lx = 1− 2x+ x2,

Lx2 = 1 + x− 2x2.

Proverom linearne nezavisnosti zak	uqujemo da je baza slike {L1, Lx}.
Drugo obrazlo�e�e bi bilo: iz f ∈ KerL sledi Lx2 = −L1− Lx, a kako je
ρL = R3 − δL = 2 zak	uqujemo da je {L1, Lx} baza ImL.

Zadatak 5.13. Dati su potprostori U = L
(
sin2 x

2 , cos
2 x

2 , sin
2 x, cos2 x

)
i V = L (cosx, sinx, cos 2x, sin 2x) vektorskog prostora RR.

a) Dopuniti skup {cosx, cos 2x} do baze za U i odrediti bazu za V .

b) Dokazati da je sa (Lf)(x) = f ′(x) − f ′′(x) + f(0) sinx dobro definisano
linearno preslikava�e L : U → V .

v) Odrediti sliku, jezgro, rang i defekt preslikava�a L. Da li je
preslikava�e L invertibilno?

Rexe�e. a) Vektori cosx = cos2 x
2 − sin2 x

2 i cos 2x = cos2 x− sin2 x
oqigledno pripadaju vektorskom potprostoru U , ali ga ne generixu.
Da bismo dobili generatorni skup mo�emo dodati npr. vektor
1 = cos2 x

2 + sin2 x
2 = cos2 x+ sin2 x. Tada je e = {1, cosx, cos 2x} generatorni

skup prostora U jer je

cos2
x

2
=

1

2
+

1

2
cosx, sin2

x

2
=

1

2
− 1

2
cosx,

cos2 x =
1

2
+

1

2
cos 2x i sin2 x =

1

2
− 1

2
cos 2x.

Da bismo proverili linearnu nezavisnost pretpostavimo da va�i
α1 + β cosx+ γ cos 2x = 0, za sve x ∈ R. Specijalno,

x = 0 : α + β + γ = 0
x = π : α − β + γ = 0
x = π

2 : α − γ = 0

xto povlaqi da je α = β = γ = 0, pa je skup e baza vektorskog prostora
U . Naravno rexe�e nije jedinstveno, mogli smo umesto 1 dodati sin2 x

2 , ali
smo namerno izabrali 1 da bi da	i raqun bio jednostavniji.

Na isti naqin se pokazuje i da je skup f = {cosx, sinx, cos 2x, sin 2x}
linearno nezavisan, a samim tim i baza V .

b) Presklikava�e L je linearno (kao preslikava�e L : U −→ C2(R;R), gde
je C2(R;R) vektorski prostor svih dva puta diferencijabilnih funkcija
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R −→ R) jer je

(L(αf + βy))(x)

= (αf + βg)′(x)− (αf + βg)′′(x) + (αf + βg)(0) sinx

= α (f ′(x)− f ′′(x) + f(0) sinx) + β (g′(x)− g′′(x) + g(0) sinx)

= (αLf + βLg)(x).

Zato je dovo	no da poka�emo da L1, L(cosx), L(cos 2x) ∈ V da bi
preslikava�e L bilo dobro definisano (jer se onda i proizvo	an vektor
α + β cosx + γ cos 2x ∈ U slika u αL1 + βL(cosx) + γL(cos 2x) ∈ V ). To se
lako proverava:

(L1)(x) = sinx ∈ V,

L(cosx) = − sinx+ cosx+ sinx = cosx ∈ V,

L(cos 2x) = −2 sin 2x+ 4 cos 2x+ sinx ∈ V.

v) Neka je α + β cosx + γ cos 2x, α, β, γ ∈ R, proizvo	an vektor iz jezgra
KerL. Tada je

L(α+ β cosx+ γ cos 2x) = αL1 + βL(cosx) + γL(cos 2x)

= α sinx+ β cosx+ γ(sinx− 2 sin 2x+ 4 cos 2x)

= (α+ γ) sinx+ β cosx− 2γ sin 2x+ 4γ cos 2x.

Kako su po delu a) vektori sinx, cosx, sin 2x i cos 2x linearno nezavisni
zak	uqujemo da je α + γ = β = −2γ = 4γ = 0, tj. α = β = γ = 0. Dakle,
jezgro KerL = {O}, pa mu je baza prazan skup.

To da	e znaqi da je δL = 0 i ρL = dimU − δL = 3. A kako je
{L1, L(cosx), L(cos 2x)} troqlan generatorni skup slike ImL on �e biti
i baza ImL.

Na osnovu jezgra i slike mo�emo zak	uqiti da je preslikava�e L
injektivno (jer je KerL = {O}), ali nije surjektivno (jer je ImL ≨ V ).
Dakle, preslikava�e L : U −→ V nije invertibilno.

Napomenimo da ako sma�imo kodomen u prethodnom zadatku na
ImL = L (sinx, cosx, sin 2x− 2 cos 2x) preslikava�e L : U −→ ImL postaje
invertibilno. Tada je inverz dat sa

L−1(α sinx+ β cosx+ γ(sin 2x− 2 cos 2x)) =
(
α+

γ

2

)
+ β cosx− γ

2
cos 2x.

Zak	uqak da L nije invertibilno u prethodnom zadatku smo mogli
izvu�i i iz qi�enice da su vektorski prostori U i V razliqitih
dimenzija o qemu �e biti vixe reqi kad budemo priqali o izomorfizmima
vektorskih prostora.
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Zadatak 5.14. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije i neka
je L : V −→ V linearni operator na tom prostoru. Pokazati da je
KerL = ImL ako i samo ako je L2 = O (nula-funkcija) i dimV = 2ρL.

Rexe�e. Direktan smer je oqigledan. Za proizvo	an vektor v ∈ V
znamo da je Lv ∈ ImL = KerL, xto znaqi da se Lv slika u nulu tj.
L2v = L(Lv) = OV (nula vektorskog prostora V ). A iz δL = ρL i Teoreme
o rangu i defektu zak	uqujemo da je dimV = 2ρL.

Obrnuto pretpostavimo sada da va�i L2 = O i dimV = 2ρL. Poka�imo
najpre da je ImL ⊆ KerL. Neka je Lv = ImL proizvo	an vektor iz slike.
Tada iz L(Lv) = L2v = Ov = OV sledi da se vektor Lv nalazi u KerL.
Dakle, ImL ⊆ KerL, a bi�e i jednaki kao potprostori iste dimenzije jer
je

dimKerL = δL = dimV − ρL = 2ρL− ρL = ρL = dim ImL.

Zadatak 5.15. Neka je L : V −→ V linearni operator vektorskog
prostora V . Pokazati da je

a) Im
(
L2
)
= ImL ako i samo ako je V = KerL+ ImL,

b) Ker
(
L2
)
= KerL ako i samo ako je KerL ∩ ImL = {O}.

Rexe�e. a) Pretpostavimo da je Im
(
L2
)
= ImL i ho�emo da poka�emo

V = KerL + ImL. Kako inkluzija ⊇ trivijalno va�i, bi�e dovo	no da
poka�emo samo inkluziju ⊆. Neka je v ∈ V proizvo	an vektor. Tada
Lv ∈ ImL = Im

(
L2
)
, pa mo�emo re�i da je Lv = L2u, za neki vektor u ∈ V .

Posled�u jednakost mo�emo zapisati i u obliku

O = Lv − L2u = L(v − Lu).

Ovo znaqi da je v − Lu ∈ KerL, pa v mo�emo zapisati kao

v = (v − Lu)︸ ︷︷ ︸
∈KerL

+ Lu︸︷︷︸
∈ImL

∈ KerL+ ImL.

Obrnuto, pretpostavimo sada da je V = KerL + ImL. Inkluzija
Im
(
L2
)
⊆ ImL va�i uvek (jer proizvo	an element L2v ∈ Im

(
L2
)
mo�emo

zapisati i kao L(Lv), te on pripada i ImL), pa je dovo	no da poka�emo da
va�i i obrnuta inkluzija. Neka je Lv ∈ ImL proizvo	an vektor. Kako je
V = KerL+ ImL, vektor v mo�emo zapisati u obliku v = u+ Lw, za neke
u ∈ KerL i Lw ∈ ImL. Ali tada je

Lv = L(u+ Lw) = Lu+ L(Lw) = O+ L2w = L2w ∈ ImL.

b) Neka je Ker
(
L2
)
= KerL i neka je v ∈ KerL ∩ ImL proizvo	an vektor.

To znaqi da je Lv = 0 i v = Lu, za neki vektor u ∈ V . Me�utim, tada je
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L2u = Lv = O, tj. u ∈ Im
(
L2
)
= ImL xto povlaqi v = Lu = O. Kako je

vektor v bio proizvo	an mo�emo zak	uqiti da je KerL ∩ ImL = {O}.

I na kraju pretpostavimo da je KerL∩ImL = {O} i ho�emo da poka�emo
da je Ker

(
L2
)
= KerL. Inkluzija ⊇ trivijalno va�i: za sve v ∈ KerL

va�i L2v = LO = O, tj. v ∈ Ker
(
L2
)
. Obrnuto, neka je sada v ∈ Ker

(
L2
)

proizv	an vektor i pitamo se da li v pripada KerL. Vektor Lv pripada
i ImL (po definiciji) i KerL (jer smo pretpostavili da je L2v = O).
Zato �e pripadati i preseku KerL ∩ ImL = {O}. Dakle, Lv = O, odnosno
v ∈ KerL xto kompletira dokaz jednakosti Ker

(
L2
)
= KerL.

U prethodnom zadatku smo zapravo pokazali da je V = KerL⊕ ImL ako
i samo ako je Ker

(
L2
)
= KerL i Im

(
L2
)
= ImL.

5.2 Linearna preslikava�a u geometriji

Zadatak 5.16. Za svako od slede�ih preslikava�a R2 −→ R2 napisati
formulu u koordinatama i proveriti da li je linearno:

a) Translacija Tv za vektor v = (x0, y0),

b) Simetrija Sx-osa oko x-ose,

v) Rotacija R(0,0),φ oko koordinatnog poqetka za ugao φ,

g) Simetrija Sp oko prave p : y = kx kroz koordinatni poqetak,

d) Simetrija Sp oko prave p : y = kx + n, za n ̸= 0 koja ne prolazi kroz
koordinatni poqetak,

�) Rotacija Rv,φ oko taqke v = (x0, y0) za ugao φ,

e) Projekcija πp na pravu p : y = kx+ n.

Rexe�e. a) Translacija je u koordinatama data sa

Tv(x, y) = (x+ x0, y + y0) .

Ovo preslikava�e je linearno ako i samo ako je x0 = y0 = 0. Dakle, samo
je translacija za nula-vektor (tj. identiqko preslikava�e) linearna.

b) Simetrija oko x-ose Sx-osa(x, y) = (x,−y) jeste linearna.

v) Ovde je glavni trik da se promen	iva (x, y) zapixe u trigonometrijskom
obliku (r cos θ, r sin θ) i onda je rotacija R(0,0),φ samo uve�a�e argumenta
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za ugao φ. Naxa rotacija je data sa

R(0,0),φ(x, y) = R(0,0),φ(r cos θ, r sin θ)

= (r cos(θ + φ), r sin(θ + φ))

= (r(cos θ cosφ− sin θ sinφ), r(sin θ cosφ+ cos θ sinφ))

= ((cosφ)x− (sinφ)y, (sinφ)x+ (cosφ)y)

i oqigledno je linearna.

g) Ugao izme�u x-ose i prave p je φ = arctg k ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Simetriju oko prave

p mo�emo uraditi tako xto ravan R2 zarotiramo za ugao −φ (time prava
p postaje x-osa), zatim uradimo simetriju oko x-ose i onda sve zarotiramo
za ugao φ, tj. vratimo sve nazad. Zato je

Sp(x, y)

=
(
R(0,0),φ ◦ Sx-osa ◦ R(0,0),−φ

)
(x, y)

=
(
R(0,0),φ ◦ Sx-osa

)
((cos(−φ))x− (sin(−φ))y, (sin(−φ))x+ (cos(−φ))y)

=
(
R(0,0),φ ◦ Sx-osa

)
((cosφ)x+ (sinφ)y,−(sinφ)x+ (cosφ)y)

=R(0,0),φ((cosφ)x+ (sinφ)y, (sinφ)x− (cosφ)y)

=(cosφ((cosφ)x+ (sinφ)y)− sinφ((sinφ)x− (cosφ)y),

sinφ((cosφ)x+ (sinφ)y) + cosφ((sinφ)x− (cosφ)y))

=((cos 2φ)x+ (sin 2φ)y, (sin 2φ)x− (cos 2φ)y).

Ovo preslikava�e je linearno (xto se mo�e proveriti direktno, a mo�e
se i zak	uqiti da je linearno kao kompozicija tri takva preslikava�a).

d) Sliqno, translacijom za vektor v = (0,−n) prava p se slika u pravu
q : y = kx koja je obra�ena prethodnim delom zadatka. Naxa simetrija je
data sa

Sp(x, y)

= (T−v ◦ Sq ◦ Tv) (x, y)
= (T−v ◦ Sq) (x, y − n)

= T−v((cos 2φ)x+ (sin 2φ)(y − n), (sin 2φ)x− (cos 2φ)(y − n))

= ((cos 2φ)x+ (sin 2φ)y − n sin 2φ, (sin 2φ)x− (cos 2φ)y + n(1 + cos 2φ)),

gde je k = arctg k ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Kako je n ̸= 0 i bar jedan od brojeva sin 2φ i

1 + cos 2φ razliqit od nule (za −π < 2φ < π) zak	uqujemo da simetrija
Sp(x, y) nije linearna.

�) Sliqno, rotacija Rv,φ = T−v ◦ R(0,0),φ ◦ Tv ne�e biti linearna (sem u
sluqaju da je v nula-vektor).

e) Projekcija na x-osu πx-osa(x, y) = (x, 0) je linearna. Zatim, projekcija
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na pravu q : y = kx, data sa

πq(x, y) =
(
R(0,0),φ ◦ πx-osa ◦ R(0,0),−φ

)
(x, y)

=
(
R(0,0),φ ◦ πx-osa

)
((cos(−φ))x− (sin(−φ))y, (sin(−φ))x+ (cos(−φ))y)

=
(
R(0,0),φ ◦ πx-osa

)
((cosφ)x+ (sinφ)y,−(sinφ)x+ (cosφ)y)

=R(0,0),φ((cosφ)x+ (sinφ)y, 0)

=

((
cos2 φ

)
x+

sin 2φ

2
y,

sin 2φ

2
x+

(
sin2 φ

)
y

)
,

gde je φ = arctg k ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, jeste linearna. I na kraju projekcija

πp(x, y) =
(
T(0,n) ◦ πy=kx ◦ T(0,−n)

)
(x, y)

=

((
cos2 φ

)
x+

sin 2φ

2
y − n

sin 2φ

2
,
sin 2φ

2
x+

(
sin2 φ

)
y + n cos2 φ

)
nije linaarna sem u sluqaju kada je n = 0.

5.3 Izomorfizmi vektorskih prostora

Invertibilno linearno preslikava�e vektorskih prostora zovemo
izomorfizam. Za dva vektorska prostora U i V nad istim po	em �emo
re�i da su izomorfni ukoliko postoji izomorfizam L : U −→ V . U tom
sluqaju pixemo U ∼= V .

Ukoliko je L izomorfizam lako se proverava da je onda i L−1 linearno
preslikava�e. To da	e znaqi da je i L−1 izomorfizam.

Teorema 5.17. Neka su U i V konaqno dimenzionalni vektorski prostori
nad istim po	em skalara. Tada je U ∼= V ako i samo ako je dimU = dimV .
Dodatno, za svaki izomorfizam L : U −→ V postoje baze e = {e1, . . . , en}
od U i f = {f1, . . . , fn} od V takve da je Lei = fi, za sve 1 ⩽ i ⩽ n.

Prethodna teorema daje brz kriterijum za ispitiva�e da li su neka dva
vektorska prostora izomorfna ili nisu. Tako�e, daje i recept za nala�e�e
izomorfizma (i �egovog inverza) izme�u dva vektorska prostora { to je
linearno preslikava�e koje slika bazne vektore domena u bazne vektore
kodomena.

Imamo prirodni izomorfizam Rn ∼= Rn[x], pri qemu se vektori
kanonske baze ei slikaju u polinome xi, za sve 1 ⩽ i ⩽ n. Sa druge strane,
Rn ̸∼= Rm, za m ̸= n.

Zadatak 5.18. Za svaki od slede�ih parova vektorskih prostora U i
V ispitati da li su izomorfni i ukoliko jesu odrediti bar jedan
izomorfizam L : U −→ V i �egov inverz:
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a) U =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(2) = 0
}
i V = L

(
1− x3, 2 + x+ x2, 1 + x+ x2 + x3,

1 + 2x+ 3x2 + 4x3, x+ 2x2 + 3x3
)
,

b) U = C3 kao C-vektorski prostor i V = R6,

v) U = C3 kao R-vektorski prostor i V = R6,

g) U =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(2) = 0
}
i V =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x+ 2y − 5z = 0
}
,

d) U = RN i V =
{
a ∈ RN

∣∣ a1 = a2, a4 = 0
}
,

�) U = Z3
3 i V = ZZ3

3 kao Z3-vektorski prostori (ili opxtije, za svaki

prost broj p, U = Zp
p i V = ZZp

p kao Zp-vektorski prostori).

Rexe�e. a) U Zadatku 4.20 smo videli da je dimU = 2, a dimV = 3, xto
znaqi da U i V nisu izomorfni.

b) Jasno je da C3 i R6 ne mogu biti izomorfni jer su u pita�u vektorski
prostori nad razliqitim po	ima.

v) Sada �e C6 i R6 biti izomorfni jer je dimR C3 = 6 = dimR6.
Preslikava�e kojim se ostvaruje izomorfizam mo�e biti

L : C3 −→ R6, L(a, b, c) = (ℜa,ℑa,ℜb,ℑb,ℜc,ℑc)

i
L : R6 −→ C3, L(a, b, c, d, e, f) = (a+ ib, c+ id, e+ if).

g) Baze za ove vektorske prostore smo ve� odredili u Zadatku 4.20. Baza
U je {(−2, 1, 0), (5, 0, 1)}, a baza V je

{
x− 2, x2 − 4

}
. Kao xto vidimo ova

dva vektorska prostora su iste dimenzije, pa �e biti i izomorfni. Jedan
izomorfizam L dobijamo zahtevom da se bazni vektor (−2, 1, 0) slika u
bazni vektor x − 2, a da se (5, 0, 1) slika u x2 − 4. Tada su izomorfizmi
L : U −→ V i L−1 : V −→ U dati sa

L(−2α+ 5β, α, β) = L(α(−2, 1, 0) + β(5, 0, 1))

= αL(−2, 1, 0) + βL(5, 0, 1)

= α(x− 2) + β
(
x2 − 4

)
= −2α− 4β + αx+ βx2

i
L−1

(
−2α− 4β + αx+ βx2

)
= (−2α+ 5β, α, β)

d) Ovde naravno ne radi trik sa proverom dimenzije. Iako mo�da deluje
da ovi prostori nisu izomorfni (tj. da je U ,,ve�i\) ispostavi�e se ipak
da jesu izomorfni. Neka je

L : RN −→ V, (La)n =


a1, ako je n = 1 ili n = 2,
a2, ako je n = 3,
0, ako je n = 4,
an−2, ako je n ⩾ 5.
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Preslikava�e L je linearno (jer su svi qlanovi niza L(αa+βb), za α, β ∈ R,
a, b ∈ RN, jednaki odgovaraju�im qlanovima niza αLa + βLb), a bi�e i
izomorfizam jer ima inverz

L−1 : V −→ RN,
(
L−1a

)
n
=

 a1, ako je n = 1,
a3, ako je n = 2,
an+2, ako je n ⩾ 3.

Kao xto vidimo, ovde se dexava jedan fenomen koji nije bio mogu�
u konaqno dimenzionalnim prostorima, vektorski prostori U i V su
izomorfni, a pritom je V pravi potprostor od U .

�) Baza vektorskog prostora Z3
3 je {e1, e2, e3}, gde je e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0)

i e3 = (0, 0, 1). Bazu vektorskog prostora ZZ3
3 �e qiniti funkcije f0, f1 i

f2 zadate sa fi(j) =

{
1, ako je i = j,
0, inaqe.

(Jasno je da su ovako definisane

funkcije f0, f1 i f2 linearno nezavisne, a bi�e i generatorni skup jer se
svaki vektor f ∈ ZZ3

3 mo�e zapisati kao f = f(0)f0 + f(1)f1 + f(2)f2).

Kako su dimenzije iste jasno je da je Z3
3
∼= ZZ3

3 , pri qemu se izomorfizam
ostvaruje pomo�u

L : Z3
3 −→ ZZ3

3 , L(a, b, c) = af0 + bf1 + cf2

i
L−1f = (f(0), f(1), f(2)).

Skup rexe�a V homogenog linearnog sistema

a11x1 + . . . + a1nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + . . . + amnxn = 0

(5.19)

(nad po	em F ) je vektorski prostor. Neka je r broj slobodnih parametara
iz F koji opisuju skup rexe�a V . Tada V mora biti izomorfan (a samim
tim i u bijekciji) sa vektorskim prostorom F r. Specijalno, broj elemenata
skupa V je jednak |F |r.

Sa druge strane, ako nehomogen sistem

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + . . . + amnxn = bm

(5.20)

ima bar jedno rexe�e (y1, . . . , yn) onda je skup svih rexe�a U sistema (5.20)
dat sa

U = { (y1, . . . , yn) + (z1, . . . , zn) | (z1, . . . , zn) ∈ V } ,
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gde je V skup rexe�a sistema (5.19). Zato, ako U nije prazan skup, on mora
imati taqno |F |r elemenata (gde je r broj parametara koji opisuju skup
rexe�a).

Sve zajedno, ovo potvr�uje sve xto smo eksperimentalno videli o broju
rexe�a sistema u Glavi 2.
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Glava 6

Matrice

Tablicu A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

, gde su aij skalari iz nekog

po	a F , zovemo matrica redam×n (nad po	em F ). Pored uglastih zagrada
( · ) matrice se ponekad oznaqavaju i zagradama [ · ]. Ka�emo da je skalar
aij koeficijent (faktor) matrice A na mestu (i, j) . Uobiqajena je praksa
da se matrica oznaqava velikim slovom, a koeficijenti istim slovom samo
malim. Tako�e, qesto �emo pisati A = (aij) ili A = (aij)

n m
i=1, j=1 ukoliko

�elimo da naglasimo da su aij koeficijenti matrice A. Skup svih matrica
reda m× n nad po	em F oznaqavamo sa Mmn(F ).

Sa Ai→ :=
(
ai1 ai2 . . . ain

)
oznaqavamo i-tu vrstu matrice A, a

sa A↓j :=


a1j
a2j
...

amj

 oznaqavamo j-tu kolonu matrice A.

Ukoliko je m = n ka�emo da je matrica A kvadratna i reda n (umesto
reda n×n. Skup kvadratnih matrica Mnn(F ) kra�e oznaqavamo sa Mn(F ).

Na skupu Mmn(F ) imamo definisano

(1) sabira�e dve matrice (istog reda!)
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

+


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmn


85
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:=


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

...
...

. . .
...

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn


(2) mno�e�e matrice skalarom iz po	a F

α


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 :=


αa11 αa12 . . . αa1n
αa21 αa22 . . . αa2n
...

...
. . .

...
αam1 αam2 . . . αamn

 .

Jasno je da je (Mmn(F ),+, ·) vektorski prostor nad po	em F koji je
izomorfan sa vektorskim prostorom (Fmn,+, ·). Ili slobodnim reqima,
Mmn(F ) je isto xto i Fmn samo elemente ne pixemo kao mn-torke nego
kao tablice.

Imamo kanonsku bazu e = {eij | 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m} vektorskog
prostora Mmn(R), gde je eij matrica koja ima 1 na mestu (i, j) i sve ostale
nule.

Ono xto pravi razliku uMmn(F ) u odnosu na Fmn je mno�e�e matrica.
Neka je A matrica reda m × n i B matrica reda n × k, tada je �ihov

proizvod matrica C = AB reda m × k sa koeficijentima cij :=
n∑

l=1

ailblj .

Drugim reqima, cij = Ai→B↓j .

Neutral za sabira�e je nula-matrica O =

 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0

, a neutral

za mno�e�e matrica je matrica


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 koju zovemo jediniqna

matrica i oznaqavamo sa E (ili En ukoliko �elimo da naglasimo red ove
matrice).

Zadatak 6.1. Izraqunati

a)

 1 2
3 4
5 6

( −1 −3
6 0

)
,

b)

(
−1 −3
6 0

) 1 2
3 4
5 6

,
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v)

 1 2
3 0
2 3

( 1 −1 0
2 −1 4

)
,

g)

(
1 −1 0
2 −1 4

) 1 2
3 0
2 3

.
Rexe�e. Mno�e�e pod b) nije definisano jer pokuxavamo da pomno�imo
2× 2 i 3× 2 matrice. Xto se ostalih mno�e�a tiqe imamo

a)  1 2
3 4
5 6

( −1 −3
6 0

)
=

 1(−1) + 2 · 6 1(−3) + 2 · 0
3(−1) + 4 · 6 3(−3) + 4 · 0
5(−1) + 6 · 6 5(−3) + 6 · 0


=

 11 −3
21 −9
31 −15

 ,

v) 1 2
3 0
2 3

( 1 −1 0
2 −1 4

)
=

 1 · 1 + 2 · 2 1(−1) + 2(−1) 1 · 0 + 2 · 4
3 · 1 + 0 · 2 3(−1) + 0(−1) 3 · 0 + 0 · 4
2 · 1 + 3 · 2 2(−1) + 3(−1) 2 · 0 + 3 · 4


=

 5 −3 8
3 −3 0
8 −5 12

 ,

g) (
1 −1 0
2 −1 4

) 1 2
3 0
2 3

 =

(
1 · 1− 1 · 3 + 0 · 2 1 · 2− 1 · 0 + 0 · 3
2 · 1− 1 · 3 + 4 · 2 2 · 2− 1 · 0 + 4 · 3

)

=

(
−2 2
7 16

)
.

Kao xto smo videli u prethodnom zadatku mo�e se desiti da je mno�e�e
AB definisano, a mno�e�e BA nije. Ali qak i ako su oba pomenuta
mno�e�a definisana vidimo da proizvodi ne moraju biti isti. Dakle,
mno�e�e matrica nije komutativno. Zato kada ka�emo matrice A i B
komutiraju mislimo komutiraju u odnosu na mno�e�e (jer u odnosu na
sabira�e sve matrice komutiraju pa to ne razmatramo).

Za kvadratnu matricu A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 ka�emo da je
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(1) gor�e trougaona ako je aij = 0, za sve 1 ⩽ j < i ⩽ n (tj. ima sve nule
ispod dijagonale),

(2) do�e trougaona ako je aij = 0, za sve 1 ⩽ i < j ⩽ n (tj. ima sve nule
iznad dijagonale),

(3) dijagonalna ako je aij = 0, za sve 1 ⩽ i, j ⩽ n, i ̸= j (tj. ima
sve nule van dijagonale). U tom sluqaju matricu A oznaqavamo sa
diag (a11, a22, . . . , ann). Primetimo da je dijagonalna matrica i gor�e
i do�e trougaona. Za dijagonalne matrice va�i

diag (a11, a22, . . . , ann) diag (b11, b22, . . . , bnn)

= diag (a11b11, a22b22, . . . , annbnn) . (6.2)

Za matricu A =



b11 . . . b1n 0 . . . 0
... . . .

...
... . . .

...
bm1 . . . bmn 0 . . . 0
0 . . . 0 c11 . . . c1l
... . . .

...
... . . .

...
0 . . . 0 ck1 . . . ckl


ka�emo da je

blok matrica sastav	ena od blokova B =

 b11 . . . b1n
... . . .

...
bm1 . . . bmn

 i

C =

 c11 . . . c1l
... . . .

...
ck1 . . . ckl

 i pixemo A =

(
B O
O C

)
.

Transponovana matrica matrice A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 je

matrica AT :=


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . amn

. Ili slobodnim reqima, to

je matrica u kojoj su zame�ene vrste i kolone. Preslikava�e A 7→ AT

zovemo transponova�e matrica i ono zadovo	ava slede�a svojstva:
(A+B)T = AT +BT , (αA)T = αAT (dakle, linearno je) i (AB)T = BTAT .
Dodatno, ako je matrica A invertibilna (tj. ima inverz) onda je i matrica

AT invertibilna i va�i
(
A−1

)T
=
(
AT
)−1

(zato qesto pixemo kratko A−T

misle�i na jedan od prethodnih izraza). Ukoliko je AT = A ka�emo da
je matrica A simetriqna (u smislu simetriqna u odnosu na dijagonalu),



89

a ukoliko je AT = −A ka�emo da je matrica A antisimetriqna
(kososimetriqna).

Kao xto smo ve� pomenuli u prethodnom pasusu, matrica ne mora
imati inverz. Zanim	ivo je da ukoliko imamo dve matrice A i B koje
su invertibilne i takvih redova da je mno�e�e AB definisano onda je i
matrica AB invertibilna i va�i (AB)−1 = B−1A−1.

Trag je linearno preslikava�e Tr : Mn(F ) −→ F zadato sa

Tr


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 = a11 + a22 + · · · + ann. Jasno je da va�i

TrA = Tr
(
AT
)
.

Zadatak 6.3. Odrediti transponovanu matricu i trag matrice

A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

.
Rexe�e. Transponovana matrica je AT =

 1 4 7
2 5 8
3 6 9

, a trag je

TrA = 1 + 5 + 9 = 15.

Imamo primere vektorskih potprostora od Mmn(F ) (kod kojih
suxtinski nemamo nixta novo u odnosu na Fmn, ali imamo elegentniji
naqin da ih zadamo).

Zadatak 6.4. Pokazati da su podskupovi

a) U =
{
M ∈ M2(R) | TrM = 0, MT = M

}
,

b) V = {M ∈ M2(R) | AM = MA}, gde je A =

(
1 2
0 1

)
.

vektorski potprostori prostora M2(R) i odrediti �ihove baze.

Rexe�e. a) Prvo, U jeste vektorski potprostor jer za sve skalare α, β ∈ R
i sve matrice M,N ∈ U va�i

Tr(αM + βN) = Tr(αM) + Tr(βN) = αTrM + β TrN = α · 0 + β · 0 = 0

i
(αM + βN)T = (αM)T + (βN)T = αMT + βNT = αM + βN,

xto znaqi da αM + βN ∈ U .

Za proizvo	nu matricuM =

(
a b
c d

)
treba da va�i TrM = a+d = 0,
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tj. d = −a i

(
a b
c −a

)
=

(
a b
c −a

)T

=

(
a c
b −d

)
, tj. b = c. Zato je

U =

{(
a b
b −a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

= L

((
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

))
.

Sada se lako vidi da je

{(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)}
baza vektorskog prostora

U .

b) Sliqno, dobijamo da je skup

{
E =

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
0 0

)}
baza vektorskog

prostora V .

Zadatak 6.5. Neka su A,B ∈ M(R) kvadratne matrice. Pokazati da

a) ako A i B komutiraju onda va�i Binomna formula:

(A+B)n =
n∑

i=0

(
n
i

)
AiBn−i,

b) ako va�i (A+B)2 = A2 + 2AB +B2, onda A i B komutiraju.

Rexe�e. a) Stepen (A+B)n = (A+B)(A+B) . . . (A+B) je zbir proizvoda
oblika C1C2 . . . Cn, gde su Ci ∈ {A,B}, za 1 ⩽ i ⩽ n. Kako A i B
komutiraju, svaki od izaza C1C2 . . . Cn se mo�e svesti na oblik AiBn−i,
za neko 1 ⩽ i ⩽ n. Svaki od sabiraka AiBn−i se pojav	uje onoliko puta
koliko ima naqina da se i qinilaca rasporedi na skup od n qinilaca, tj.(
n
i

)
.

b) Kako je (A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2+AB+BA+B2 iz pretpostavke
zadatke sledi da je tada AB = BA, tj. A i B komutiraju.

6.1 Matrica linearnog preslikava�a

Matrice su usko povezano sa linearnim preslikava�ima. Za poqetak
ilustrujmo to na jednom primeru.

Matrica A =

 2 1 3 6
3 4 2 9
1 6 −4 3

 ∈ M34(R) definixe jedno linearno

preslikava�e LA : R4 −→ R3, LAv = Av. (Ovde Av oznaqava matriqno
mno�e�e, R4 smo zapisali kao kolonu tj. matricu reda 4 × 1 i sliqno
za R3.) Ili ako raspixemo preko koordinata naxe preslikava�e LA je u
stvari dato sa

LA


x
y
z
t

 =

 2 1 3 6
3 4 2 9
1 6 −4 3




x
y
z
t

 =

 2x+ y + 3z + 6t
3x+ 4y + 2z + 9t
x+ 6y − 4z + 3t

 .
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Ovo preslikava�e smo zapravo ve� imali u Zadatku 5.11 i tamo smo
pokazali da je linearno i odredili �egovu sliku, jezgro, itd.

I opxtije, matrica A ∈ Mmn(F ) definixe linearno preslikava�e
LA : Fn −→ Fm, LAv = Av (gde opet Fn i Fm pixemo kao kolone).

Zanim	ivo je da va�i i obrnut smer: svako linearno preslikava�e
izme�u dva konaqno dimenzionalna prostora se mo�e predstaviti kao
matriqno mno�e�e. Prisetimo se da smo koordinate vektora u bazi pisali
kao kolonu (matricu reda nexto×1).

Teorema 6.6. Neka su U i V konaqno dimenzionalni vektorski prostori
nad po	em skalara F sa bazama e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm}, redom,
i neka je L : U −→ V linearno preslikava�e. Tada postoji jedinstveno
odre�ena matrica A ∈ Mmn(F ) takva da je

[Lu]f = A[u]e,

za sve u ∈ U . Dodatno, i-ta kolona matrice A sadr�i koordinate slike
baznog vektora ei u bazi f , tj. va�i A↓i = [Lei]f , za sve 1 ⩽ i ⩽ n.

Definicija 6.7. Matricu A iz prethodne teoreme zovemo matrica
linearnog preslikava�a L u odnosu na par baza e i f i oznaqavamo je sa
[L]e,f .

Naglaxavamo da ova definicija zavisi od izbora baze kao i od
redosleda baznih vektora. Dakle, bazu gledamo kao ure�en skup.

Ukoliko su domen i kodomen isti (tj. imamo linarni operator) i
posmatramo istu bazu u domenu i kodomenu pisa�emo kra�e [L]e umesto
[L]e,e i re�i samo matrica operatora L u odnosu na bazu e.

Ova matrica zadovo	ava slede�e osobine:

• Ako imamo dva linearna preslikava�a L1, L2 : U −→ V onda
va�i [L1 + L2]e,f = [L1]e,f + [L2]e,f . Zatim, za svaki skalar α va�i
[αL]e,f = α[L]e,f . Zajdeno sa prethodnom bijekcijom to znaqi da su
vektorski prostor {L : U −→ V |L je linearno} i Mmn(F ) (gde je
n = dimU i m = dimV ) izomorfni.

• Matrica identiqkog preslikava�a 1V : V −→ V , 1V v = v, za sve
v ∈ V , u odnosu na proizvo	nu bazu e je jediniqna, tj. [1V ]e = E.

• Ako imamo dva linearna preslikava�a L1 : U −→ V i L2 : V −→ W
onda va�i [L2 ◦ L1]e,g = [L2]f,g [L1]e,f , gde su e, f i g baze vektorskih
prostora U , V i W , redom.

• Iz prethodne dve osobine sledi da za invertibilna linearna
preslikava�a va�i

[
L−1

]
f,e

= [L]−1
e,f .
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Zbog pomenutog izomorfizma nada	e �emo poistove�ivati linearna
preslikava�a i matrice. Qak �emo re�i jezgro matrice A ∈ Mmn(F )
i pisati KerA misle�i na jezgro linearnog preslikava�a Fn −→ Fm,
v 7→ Av. I sliqno definixemo sliku, rang i defekt matrice.

Ovde smo izabrali da preslikava�a poistove�ujemo sa matriqnom
mno�e�em sleva. Naravno, mogli smo ga poistovetiti i sa matriqim
mno�e�em zdesna. Ali smo izabrali da uvek pixemo sleva kako ne bismo
uvek imali po dve sliqne formule (jednu ako pixemo sleva i drugu
analognu ako pixemo zdesna).

Zadatak 6.8. Dat je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], (Lp)(x) = x · p′(x+ 1) + p′′(x)

vektorskog prostora R3[x]. Odrediti matricu operatora L u odnosu na

a) kanonsku bazu e vektorskog prostora R3[x],

b) bazu f =
{
x, x− x2, 1− x+ x2

}
,

v) bazu f ′ =
{
x, 1− x+ x2, x− x2

}
.

Rexe�e. a) Polinom p(x) = a+ bx+ cx2 se slika u polinom

(Lp)(x) = x(b+ 2c(x+ 1)) + 2c = 2c+ (b+ 2c)x+ 2cx2.

Specijalno, slike vektora kanonske baze su

L1 = 0, Lx = x i Lx2 = 2 + 2x+ 2x2.

Koordinate ovih vektora u kanonskoj bazi su

[L1]e =

 0
0
0

 , [Lx]e =

 0
1
0

 , i
[
Lx2

]
e
=

 2
2
2

 .

Spaja�em ovih vektora u jednu matricu dobijamo da je [L]e =

 0 0 2
0 1 2
0 0 2

.
b) Postupak je isti kao u delu a), samo xto �e raqun biti malo
komplikovaniji. Na osnovu onoga xto smo ve� izraqunali u delu a) mo�emo

re�i da je Lx = x xto povlaqi [Lx]f =

 1
0
0

. Zatim imamo

L
(
x− x2

)
= −2− x− 2x2 i L

(
1− x+ x2

)
= 2 + x+ 2x2.

Sada treba izraziti polinom L
(
x− x2

)
kao linearnu kombinaciju

αx+ β
(
x− x2

)
+ γ

(
1− x+ x2

)
, za neke α, β, γ ∈ R. Rexava�em sistema
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(ili prosto poga�a�em jer znamo da taj sistem ima jedinstveno
rexe�e poxto je f baza) dobijamo da je α = −3, β = 0 i

γ = −2. To znaqi da je
[
L
(
x− x2

)]
f

=

 −3
0
−2

. Sliqnim postupkom

mo�emo na�i i
[
L
(
1− x+ x2

)]
f
. A mo�emo i samo primetiti da je

L
(
1− x+ x2

)
= −L

(
x− x2

)
xto povlaqi

[
L
(
1− x+ x2

)]
f

=

 3
0
2

.
Ostaje samo da sve to stavimo u jednu matricu i ka�emo da je

[L]f =

 1 −3 3
0 0 0
0 −2 2

.
v) Za ovu matricu ve� imamo sve izraqunato u delu b), ostaje samo da

proqitamo da je [L]f ′ =

 1 3 −3
0 2 −2
0 0 0

.

Kao xto smo videli u prethodnom zadatku matrica zavisi od izbora
baze. Za sada mo�emo re�i samo da se matrice [L]e i [L]f razlikuju, a
uskoro �emo videti i kakva je veza izme�u �ih. Posebno je zanim	iva veza
izme�u matrica [L]f i [L]f ′ . Bazu f ′ smo dobili tako xto smo u bazi f
permutovali vektore, tj. zamenili drugi i tre�i vektor. To je dovelo do
permutova�a kolona (kao posledica zamena redosleda baznih vektora u
domenu) i do permutova�a vrsta (kao posledica zamena redosleda baznih
vektora u kodomenu).

Primetimo i da se matrica operatora u odnosu na kanonsku bazu
(ili opxtije, preslikava�a u odnosu na par kanonskih baza) lako mo�e
proqitati i ,,bez raquna\. Objax�e�e za ovo se krije u postupku koji smo
primenili. To �emo ilustrovati na primeru iz prethodnog zadatka. Imali
smo operator

L
(
a+ bx+ cx2

)
= 2c+ (b+ 2c)x+ 2cx2.

Gledamo desnu stranu ove jednakosti tj. rezultat i matricu [L]e. U prvoj
vrsti matrice [L]e se nalaze koeficijenti uz a, b i c, redom, iz slobodnog
qlana. U naxem sluqaju to su 0, 0 i 2. Zatim, u drugoj vrsti matrice [L]e
se nalaze koeficijenti uz a, b i c, redom, iz qlana uz x. U naxem sluqaju
to su 0, 1 i 2. I sliqno, u tre�oj vrsti se nalaze koeficijenti uz a, b i c,
iz qlana uz x2, tj. 0, 0 i 2. Naglaxavamo da ovo radi samo za kanonsku bazu
i samo za preslikava�e koje je dato u koordinatama (ovde su a, b i c), npr.
iz oblika (Lp)(x) = x · p′(x+ 1) + p′′(x) ne bismo mogli nixta da vidimo.
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Zadatak 6.9. a) Odrediti matricu linearnog preslikava�a

L : R3[x] −→ R4, Lp =

p(1), p′′(0),

1∫
−1

p(t) dt, p(2) + p(−2)


u odnosu na par baza

e =
{
1, 1 + 2x, 4− x2

}
i f = {(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (0, 1, 2, 3)}.

b) Odrediti bar jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt linearnog
preslikava�a L.

Rexe�e. a) Slike vektora iz baze e su

L1 = (1, 0, 2, 2), L(1 + 2x) = (3, 0, 2, 2) i L
(
4− x2

)
=

(
3,−2,

22

3
, 0

)
.

Sada treba odrediti koordinate ova tri vektora u bazi f . Neka su f1, f2,
f3 i f4 elementi baze f . Trebalo bi da je oqigledno da je (1, 0, 0, 0) = f3−f2
xto nam daje

L1 = f3−f2+2f2 = f2+f3 i L(1+2x) = 3 (f3 − f2)+2f2 = −f2+3f3.

Koordinate preostalog vektora mo�emo na�i rexava�em sistema
jednaqina

(
3,−2, 22

3 , 0
)
= αf1 + βf2 + γf3 + δf4. Dobijamo da je

L
(
4− x2

)
=

16

3
f1 +

73

3
f2 −

7

3
f3 −

22

3
f4.

Time smo dobili i posled�u kolonu tra�ene matrice

[L]e,f =


0 0 16

3

1 −1 73
3

1 3 − 7
3

0 0 − 22
3

 .

b) Sada �emo pokazati jox jedan naqin za odre�iva�e jezgra i slike
(pomo�u matrice preslikava�a). Neka je p ∈ KerL proizvo	an polinom

i neka su �egove koordinate [p]e =

 α
β
γ

. Tada je

[L]e,f [p]e = [Lp]f = [(0, 0, 0, 0)]f =


0
0
0
0

 ,
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tj. 
0 0 16

3

1 −1 73
3

1 3 − 7
3

0 0 − 22
3


 α

β
γ

 =


16
3 γ

α− β + 73
3 γ

α+ 3β − 7
3γ

− 22
3 γ

 =


0
0
0
0

 .

Najpre mo�emo zak	uqiti da je γ = 0, a potom iz α − β = α + 3β = 0
i da je α = β = 0. Dakle, KerL sadr�i samo vektor qije su koordinate 0

0
0

 tj. nula-vektor, pa je KerL = {O}. To znaqi da je δL = 0 i

ρL = dimR3[x]− δL = 3.

Na sliqan naqin mo�emo odrediti i sliku. Kada polinom p prolazi

domen R3[x], �egove koordinate [p]e =

 α
β
γ

 prolaze ceo prostor R3 (na

osnovu izomorfizma R3[x] i R3). Zato se slika sastoji od vektora svih Lp
qije su koordinate

[Lp]f = [L]e,f [p]e


0 0 16

3

1 −1 73
3

1 3 − 7
3

0 0 − 22
3


 α

β
γ

 =


16
3 γ

α− β + 73
3 γ

α+ 3β − 7
3γ

− 22
3 γ

 ,

za α, β, γ ∈ R. Posled�i skup je jednak

L




0
1
1
0

 ,


0
−1
3
0

 ,


16
3
73
3

− 7
3

− 22
3


 = L




0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


16
3
73
3

− 7
3

− 22
3




= L




0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


16
3

0
0

− 22
3




= L




0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


8
0
0

−11


 .

Ovde smo u prvoj jednakosti koristili da vektori


0
1
1
0

 i


0
−1
3
0


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generixu prostor {0} × R2 × {0}, isto kao i vektori


0
1
0
0

 i


0
0
1
0

.
Time smo naxli koordinate vektora iz ImL. Naxa slika ImL sadr�i sve

vektore sa koordinatama


8ν
λ
µ

−11ν

, za λ, µ, ν ∈ R. Zato je

ImL = {8ν(1, 1, 0, 0) + λ(0, 0, 1, 1) + µ(1, 0, 1, 1)− 11ν(0, 1, 2, 3) |λ, µ, ν ∈ R}
= {λ(0, 0, 1, 1) + µ(1, 0, 1, 1) + ν(8,−3,−22,−33) |λ, µ, ν ∈ R}.

Kako je skup {(0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (8,−3,−22,−33)} linearno nezavisan, on
�e biti baza slike ImL.

Zadatak 6.10. Dato je preslikava�e

L : M2(R) −→ M2(R), LX = XTA−AXT + (TrX)A,

gde je A =

(
0 1
1 3

)
.

a) Pokazati da je L linearni operator vektorskog prostora M2(R).

b) Odrediti matricu operatora L u odnosu na bazu

f =

{(
1 −1
0 0

)
,

(
3 −2
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 0
2 3

)}
vektorskog prostora M2(R).

Rexe�e. a) Preslikava�e L jeste linearni operator jer je

(1) (∀X,Y ∈ M2(R))

L(X + Y ) = (X + Y )TA−A(X + Y )T + (Tr(X + Y ))A

=
(
XT + Y T

)
A−A

(
XT + Y T

)
+ (TrX +TrY )A

= XTA+ Y TA−AXT −AY T + (TrX)A+ (TrY )A

= LX + LY,

(2) (∀α ∈ R) (∀X ∈ M2(R))

L(αX) = (αX)TA−A(αX)T + (Tr(αX))A

= αXTA−A
(
αXT

)
+ α(TrX)A

= α
(
XTA−AXT + (TrX)A

)
= αLX.
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b) Da bismo ubrzali raqun zapiximo najpre operator L u obliku

L

(
x y
z t

)
=

(
x z
y t

)(
0 1
1 3

)
−
(

0 1
1 3

)(
x z
y t

)
+ (x+ t)

(
0 1
1 3

)
=

(
z x+ 3z
t y + 3t

)
−
(

y t
x+ 3y z + 3t

)
+

(
0 x+ t

x+ t 3x+ 3t

)
=

(
z − y 2x+ 3z

−3y + 2t 3x+ y − z + 3t

)
.

Oznaqimo vektore iz baze f sa f1, f2, f3 i f4, redom. Oni se slikaju u

Lf1 =

(
1 2
3 2

)
, Lf2 =

(
2 6
6 7

)
,

Lf3 =

(
1 3
2 2

)
i Lf4 =

(
2 6
6 7

)
.

Odredimo �ihove koordinate. Prvo �emo vektore kanonske baze izraziti
preko fi-ova. Imamo da je(

1 0
0 0

)
= f2 − 2f1,

(
0 1
0 0

)
= f2 − 3f1,(

0 0
1 0

)
= 3f3 − f4 i

(
0 0
0 1

)
= f4 − 2f3.

Zato je

Lf1 = (f2 − 2f1) + 2 (f2 − 3f1) + 3 (3f3 − f4) + 2 (f4 − 2f3)

= −8f1 + 3f2 + 5f3 − f4,

Lf3 = (f2 − 2f1) + 3 (f2 − 3f1) + 2 (3f3 − f4) + 2 (f4 − 2f3)

= −11f1 + 4f2 + 2f3,

Lf2 = Lf4 = −22f1 + 8f2 + 4f3 + f4.

Dakle, tra�ena matrica je

[L]f =


−8 −20 −11 −20
3 14 4 14
5 4 2 4
−1 1 0 1

 .

U prethodnom primeru smo imali preslikava�e na skupu matrica. Tu
ne treba mexati matrice kao vektore sa matricom preslikava�a. Qak i
da je preslikava�e bilo zadato sa M2(R) −→ M2(R), X 7→ AX (gde je A
matrica iz prethodnog zadatka) to ne znaqi da je matrica preslikava�a L
jednaka A, ve� �e to biti neka 4× 4 matrica.
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Zadatak 6.11. Odrediti matricu linearnog preslikava�a iz Zadatka
5.13 u odnosu na par baza iz dela a) pomenutog zadatka.

Rexe�e. Sve xto je potrebno smo ve� izraqunali u Zadatku 5.13, samo
xto tada nismo znali xta je matrica preslikava�a pa to nismo mogli
da zapixemo. Dobili smo da je e = {1, cosx, cos 2x} baza domena U , a
f = {cosx, sinx, cos 2x, sin 2x)} baza kodomena V . Zatim, izraqunali smo da
je

L1 = sinx, L(cosx) = cosx i L(cos 2x) = sinx+ 4 cos 2x− 2 sin 2x.

Ostaje samo da konstatujemo da je [L]e,f =


0 1 0
1 0 1
0 0 4
0 0 −2

.
Naredni primer pokazuje kako se matrica preslikava�a ,,sla�e\ sa

kompozicijom. Uze�emo kanonske baze kako bismo ubrzali raqun, a svakako
isti zak	uqak va�i i za proizvo	ne baze.

Zadatak 6.12. Data su linearna preslikava�a

L : M2(R) −→ R2, L

(
a b
c d

)
= (a+ d, a− b+ 3c)

i
K : R2 −→ R3[x], K(a, b) = a+ (2a+ b)x+ (a− b)x2.

Odrediti matricu linearnog preslikava�a K ◦ L u odnosu na par
kanonskih baza vektorskih prostora M2(R) i R3[x].

Rexe�e. Jedan naqin da se ovo uradi je da prvo eksplicitno odredimo

kompoziciju K ◦ L. Za proizvo	nu matricu
(

a b
c d

)
va�i

(K◦L)
(

a b
c d

)
= K(a+d, a−b+3c) = (a+d)+(3a−b+3c+2d)+(b−3c+2d)x2.

Kako su u pita�u kanonske baze matricu mo�emo lako odrediti na osnovu
napomene iza Zadatka 6.8. Ako su e i f kanonske baze vektorskih prostora

M2(R) i R3[x], redom, onda je [K ◦ L]e,f =

 1 0 0 1
3 −1 3 2
0 1 −3 1

.
Drugi naqin da se ovo uradi je da prvo odredimo matrice preslikava�a

L i K. Neka je g kanonska baza prostora R2, tada je

[L]e,g =

(
1 0 0 1
1 −1 3 0

)
i [K]g,f =

 1 0
2 1
1 −1

 .
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Sada matricu kompozicije mo�emo izraqunati kao

[K ◦ L]e,f = [K]g,f [L]e,g =

 1 0
2 1
1 −1

( 1 0 0 1
1 −1 3 0

)

=

 1 0 0 1
3 −1 3 2
0 1 −3 1

 .

6.2 Elementarne transformacije matrica

Elementarne transformacije koje smo uveli u Glavi 2 (i koje smo
koristili za proveru linearne nezavisnosti) �emo prime�ivati i na
metricama. Razlika je jedino xto �emo sada raditi transformacije i na
vrstama i na kolonama. Taqnije, imamo

(1) Elementarne transformacije vrsta matrice A (koje �emo nada	e
oznaqavati sa Ψ(A)): Ai→ ↔ Aj→, Ai→ → αAi→ (za α ̸= 0) i
Ai→ → Ai→ + αAj→.

(2) Elementarne transformacije kolona matrice A (koje �emo nada	e
oznaqavati sa Φ(A)): A↓i ↔ A↓j , A↓i → αA↓i (za α ̸= 0) i
A↓i → A↓i + αA↓j .

Zanim	ivo je da se kod matrica elementarne transformacije mogu
videti kao mno�e�e odgovaraju�om matricom o qemu govori naredna
teorema.

Teorema 6.13. Neka je A ∈ Mmn(F ) proizvo	na matrica. Tada je
Ψ(A) = Ψ (Em)A i Φ(A) = AΦ (En). Dodatno, matrice Ψ(E) i Φ(E) su
invertibilne i va�i (Ψ(E))−1 = Ψ−1(E) i (Φ(E))−1 = Φ−1(E).

Specijalno, to znaqi da transformacije Φ i Ψ komutiraju jer je
(Φ ◦Ψ)(A) =Φ(Ψ(E)A) = Ψ(E)AΦ(E) = Ψ(AΦ(E)) = (Ψ ◦ Φ)(A). Sa druge
strane, dve transformacije na vrstama (ili dve na kolonama) ne moraju da
komutiraju. Npr. nije isto da li prvo udvostruqimo prvu vrstu pa onda
zamenimo prvu i drugu vrstu ili ih prvo zamenimo da onda udvostruqimo
(novu) prvu vrstu.

Za datu matricu A ∈ Mmn(F ) imamo F -vektorski prostor vrsta
L (A1→, . . . , Am→) i prostor kolona L (A↓1, . . . , A↓n).

Teorema 6.14. Za proizv	nu matricu A ∈ Mmn(F ) va�i

dimL (A1→, . . . , Am→) = dimL (A↓1, . . . , A↓n) = ρA.
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Napomi�emo da je rang matrice ranije definisan kao rang
odgovaraju�eg linearnog preslikava�a. Ovo bi bila ekvivalentna
definicija ranga { to je dimenzija linearnog omotaqa vrsta (kolona).

Vidimo da elementarne transformacije vrsta quvaju vektorski prostor
vrsta L (A1→, . . . , Am→), a transformacije kolona quvaju prostor kolona
L (A↓1, . . . , A↓n). Specijalno, sve elemenentarne transformacije quvaju
rang matrice.

Sliqno kao u Gausovom postupku, proizvo	nu matricu A
elementarnim transformacijama mo�emo svesti na matricu

B =



1
1

. . .

1
0

0
. . .


(istog reda kao A) koja ima nekoliko

jedinica na poqetnom delu dijagonale i sve nule van toga. Ovde i nada	e
podrazumevamo da prazno mesto u matrici (i kasnije u determinanti)
oznaqava nulu. Na osnovu prethodnog broj jedinica na dijagonali odgovara
rangu matrice. Time je matrica B jedinstveno odre�ena matricom A, zato
�emo je nada	e zvati kanonska matrica matrice A i oznaqavati je sa A0.

Ovim postupkom smo zapravo dobili da je

A0 = Ψ1(E)Ψ2(E) . . .Ψk(E)AΦ1(E)Φ2(E) . . .Φl(E).

Oznaqimo sa P = Ψ1(E)Ψ2(E) . . .Ψk(E) i Q = Φ1(E)Φ2(E) . . .Φl(E).
Naglaxavamo da su matrice P i Q invertibilne kao proizvod
invertibilnih matrica i va�i

P = Ψ1(E)Ψ2(E) . . .Ψk(E) = Ψ1(E)Ψ2(E) . . .Ψk(E)E

= (Ψ1 ◦Ψ2 ◦ · · · ◦Ψk) (E)

i sliqno Q = (Φ1 ◦ Φ2 ◦ · · · ◦ Φl) (E). Ili slobodnim reqima, matrica
P (matrica Q) je dobijena od jediniqne istim elementarnim
transformacijama vrsta (kolona) kojima je matrica A0 dobijena od
matrice A. Podse�amo da su (prema Teoremi 6.14) matrice P i Q takvog
reda da su mno�e�a PA i AQ definisana.

Ukoliko je matrica B dobijena iz matrice A primenom elementarnih
transformacija ka�emo da su matrice A i B sliqne i pixemo A ∼ B.
Specijalno, kanonska matrica A0 je sliqna poqetnoj matrici A, a matrice
P i Q su sliqne jediniqim matricama (odgovaraju�eg reda). Videli smo da
ekvivalentne matrice imaju isti rang.
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Zadatak 6.15. Odrediti rang matrice

a) A =

 1 2 0 −1
2 5 −1 3
1 4 −2 9

,

b) B =


−2 −3 −1 1 0
0 1 7 1 −4
1 2 4 0 −2
−2 −2 6 2 −4

.
Rexe�e. a) Ovo smo suxtinski ve� radili kada smo odre�ivali bazu
vektorskog prostora, jedino xto sad imamo novi zapis. Koriste�i
elementarne transformacije dobijamo

A =

 1 2 0 −1

2 5 −1 3

1 4 −2 9

 ∼

 −1 5 2 3 /(−2)

0 2 1 −1
−2 4 1 9



∼

 −1 5 2 3

0 2 1 − / · 31
0 −6 −3 3

 ∼

 −1 5 2 3
0 2 1 −1
0 0 0 0

 .

Sada je jasno da je ρ(A) = 2 jer imamo dve linearno nezavisne vrste.

b) Sliqno,

B =


−2 −3 −1 1 0
0 1 7 1 −4

1 2 4 0 −2
−2 −2 6 2 −4

 ∼


1 2 4 0 −2 / · 2
0 1 7 1 −4
−2 −3 −1 1 0
−2 −2 6 2 −4



∼


1 2 4 0 −2

0 1 7 1 −4 /(−1) /(−2)
0 1 7 1 −4
0 2 14 2 −8

 ∼


1 2 4 0 −2
0 1 7 1 −4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Dakle, rang matrice B je 2.

Zadatak 6.16. Za datu matricu A odrediti bar jedan par invertibilnih
matrica P i Q takav da va�i A0 = PAQ, ako je

a) A =

 1 2 0 5
3 1 −1 0
5 0 −2 −5

,

b) A =


1 2 1
2 5 4
0 −1 −2
−1 3 9

.
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Rexe�e. Prvo matricu A elementarnim transformacijama svodimo na
kanonsku matricu A0:

A =

 1 2 0 5 /(−3) /(−5)
3 1 −1 0
5 0 −2 −5

 ∼

 1 2 0 5
0 −5 −1 −15
0

/(−2)

−10 −2 −30

/(−5)



∼

 1 0 0 0

0 −5 −1 −15

0 −10 −2 −30

 ∼

 1 0 0 0

0 −1 −5 −15 /(−2)

0 −2 −10 −30



∼

 1 0 0 0

0 −1 −5 −15

0 0

/(−5)

0 0

/(−15)

 ∼

 1 0 0 0

0 −1 0 0 /(−1)

0 0 0 0



∼

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 = A0.

Matricu P dobijamo tako xto na E3 primenimo iste elementarne
transformacije koje smo uradili na matrici A:

E3 =

 1 0 0 /(−3) /(−5)

0 1 0
0 0 1

 ∼

 1 0 0
−3 1 0 /(−2)
−5 0 1


∼

 1 0 0
−3 1 0 /(−1)
1 −2 1

 ∼

 1 0 0
3 −1 0
1 −2 1

 = P.

Sliqno, matricu Q dobijamo tako xto na E4 primenimo iste
elementarne transformacije koje smo uradili na matrici A:

E4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0

/(−2)

0 0 1

/(−5)

 ∼


1 −2 0 −5
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∼

 1 0 −2 −5
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0

/(−5)

0 1

/(−15)


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∼


1 0 −2 −5
0 0 1 0
0 1 −5 −15
0 0 0 1

 = Q.

b) Postupak je isti kao u delu a), samo xto �emo sada pokazati i jedan
elegantniji zapis. Umesto sa matricom A radi�emo sa ,,ve�om\ matricom(

A E4

E3

)
. (Podrazumevamo da su nule na praznim mestima, ali taj deo

je nebitan za naxu priqu.) Ovim posti�emo da se transformacije koje
radimo na A automatski zapisuju na preostale dve matrice. Na kraju
postupka, desno od A0 �emo dobiti matricu P , a ispod A0 matricu Q.
Na ovom konkretnom primeru imamo

(
A E4

E3

)
=



1 2 1 1 0 0 0
2 5 4 0 1 0 0
0 −1 −2 0 0 1 0
−1 3 9 0 0 0 1
1 0 0
0 1 0
0

/(−2)

0 1

/(−1)



∼



1 0 0 1 0 0 0 /(−2)
2 1 2 0 1 0 0
0 −1 −2 0 0 1 0
−1 5 10 0 0 0 1
1 −2 −1
0 1 0
0 0 1



∼



1 0 0 1 0 0 0

0 1 2 −2 1 0 0
0 −1 −2 0 0 1 0
0 5 10 1 0 0 1
1 −2 −1
0 1 0
0 0

/(−2)

1


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∼



1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 −2 1 0 0 / · 5
0 −1 0 0 0 1 0
0 5 0 1 0 0 1
1 −2 3
0 1 −2
0 0 1



∼



1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 −2 1 0 0
0 0 0 −2 1 1 0
0 0 0 11 −5 0 1
1 −2 3
0 1 −2
0 0 1


=

(
A0 P
Q

)
.

Ovde smo pisali vertikalne i horizontalne crte samo da razdvojimo
matrice, a one naravno nemaju nikakakvo znaqe�e.

Naglaxavamo da rexe�e prethodnog zadatka nije jedinstveno. Mogli
smo matricu A svesti na A0 i drugaqijim izborom elementarnih
transformacija. Tada bi i matrice P i Q izgledale drugaqije.

Zadatak 6.17. U zavisnosti od realnog parametra λ odrediti rang
matrice

a) A =

 1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

,
b) B =

 1 1 1
1 λ λ2

1 λ2 λ

.
Rexe�e. a) Parametar ovde suxtinski ne me�a nixta. Sliqno kao kod
sistema i ovde �emo izbegavati parametar koliko je to mogu�e kako ne bismo
imali suvixno razdvaja�e na sluqajeve. Dakle,

A =

 1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

 ∼

 1 10 −6 1 /(−2) /(−1)

2 −1 λ 5
1 λ −1 2


∼

 1 10 −6 1
0 −21 λ+ 12 3

0 λ− 10 5 1 /(−3)

 ∼

 1 10 −6 1
0 −3λ+ 9 λ− 3 0
0 λ− 10 5 1

 .

Razlikujemo dva sluqaja:

(1) ako je λ = 3 druga vrsta �e biti nula-vrsta, pa je ρA = 2,
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(2) ako je λ ̸= 3 rang �e biti jednak tri.

b) Sliqno,

B =

 1 1 1 /(−1)
1 λ λ2

1 λ2 λ

 ∼

 1 1 1

0 λ− 1 λ2 − 1 /(−(λ+ 1))

0 λ2 − 1 λ− 1


∼

 1 1 1
0 λ− 1 λ2 − 1
0 0 −λ(λ− 1)(λ+ 2)

 .

Dakle,

(1) ako je λ = 1 onda je ρA = 1,

(2) ako je λ = 0 ili λ = −2 onda je ρA = 2,

(3) ako je λ ̸= 0, 1,−2 onda je ρA = 3.

6.3 Inverz matrice

Ve� smo priqali da neke matrice imaju a neke nemaju inverz. Qak je
mogu�e i da matrica ima levi, a nema desni inverz (ili obrnuto) jer
mno�e�e nije komutativno. Sad se postav	a pita�e kako prepoznati da
li je matrica invertibilna i ukoliko jeste kako izraqunati �en inverz.
U sluqaju kvadratnih matrica imamo jasan kriterijum.

Teorema 6.18. Kvadratna matrica A ∈ Mn(F ) je invertibilna ako i
samo ako je ρA = n.

Dakle, matrica ima inverz ako i samo je maksimalnog ranga (ili
ekvivalentno, defekta nula). U tom sluqaju, kanonska matrica A0 matrice
A mora biti jediniqna. I upravo relaciju PAQ = A0 = E mo�emo
iskoristiti za nala�e�e inverza. Najpre mno�e�em sleva sa P−1 (za koje
znamo da postoji) dobijamo da je AQ = P−1E = P−1. Zatim mno�e�em
zdesna sa P dobijamo da je AQP = E, xto znaqi da je QP desni inverz
matrice A. Ali na isti naqin (mno�e�em sa Q−1 zdesna, pa sa Q sleva)
mo�emo zak	uqiti da je ista matrica QP i levi inverz. Sve zajedno to
znaqi da je A−1 = PQ. Ovo je ujedno i dokaz obrnutog smera prethodne
teoreme ali i uputstvo za nala�e�e inverza.
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Zadatak 6.19. Izraqunati inverz matrice

a) A =

 6 −2 3
−3 2 −1
4 −1 1

,
b) B =

 3 2 2
0 1 −1
1 −1 2

 ,

Rexe�e. a) Odredimo najpre invertibilne matrice P i Q poznatim
algoritmom:

(
A E
E

)
=



6 −2 3 1 0 0
−3 2 −1 0 1 0

4 −1 1 0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1



∼


1 −1 4 0 0 1 /(−3)
−1 2 −3 0 1 0
3 −2 6 1 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0



∼


1 −1 4 0 0 1
0 1 1 0 1 1
0 1 −6 1 0 −3
0 0 1
0 1 0
1 0 0

/(−4)



∼



1 0 0 0 0 1

0 1 1 0 1 1 /(−1)

0 1 −6 1 0 −3
0 0 1
0 1 0
1 1 −4


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∼



1 0 0 0 0 1

0 1 1 0 1 1
0 0 −7 1 −1 −4
0 0 1
0 1 0
1 1

/(−1)

−4



∼



1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1

0 0 −7 1 −1 −4 /
(
− 1

7

)
0 0 1
0 1 −1
1 1 −5



∼


1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 − 1

7
1
7

4
7

0 0 1
0 1 −1
1 1 −5

 =

(
E P
Q

)
.

Sada lako mo�emo na�i inverz kao

A−1 = QP =

 0 0 1
0 1 −1
1 1 −5

 0 0 1
0 1 1
− 1

7
1
7

4
7

 =

 − 1
7

1
7

4
7

1
7

6
7

3
7

5
7

2
7 − 6

7

 .

Lako se mo�e proveriti da je AA−1 = E = A−1A.

b) Radi�emo istim postupkom kao u delu a), samo xto �emo se ovde dodatno
poslu�iti jednim trikom. Sve transformacije koje radimo radi�emo
na vrstama. Time obezbe�ujemo da matrica Q ostane jediniqna. Zato �e
inverzna matrica biti B−1 = QP = EP = P , qime smo ceo postupak
skratili za jedno mno�e�e. A mo�emo i ceo zapis da relaksiramo time
xto do�i deo matrice koji je rezervisan za Q ne�emo pisati jer se tu
nixta zanim	ivo ne dexava. Na ovom konkretnom primeru imamo

(
B E

)
=

 3 2 2 1 0 0
0 1 −1 0 1 0

1 −1 2 0 0 1


∼

 1 −1 2 0 0 1 /(−3)

0 1 −1 0 1 0
3 2 2 1 0 0


∼

 1 −1 2 0 0 1

0 1 −1 0 1 0 /(−5)

0 5 −4 1 0 −3


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∼

 1 0 1 0 1 1
0 1 −1 0 1 0

0 0 1 1 −5 −3 /(−1)


∼

 1 0 0 −1 6 4
0 1 0 1 −4 −3
0 0 1 1 −5 −3

 =
(
E B−1

)
.

6.4 Matriqni zapis sistema

Sistem linearnih jednaqina

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + . . . + amnxn = bm

mo�emo matriqno zapisati kao AX = B, gde je A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

,
B =

 b1
...
bm

 i X =

 x1

...
xn

.
Ukoliko matrica A ima inverz onda prethodni sistem ima jedinstveno

rexe�e X = A−1B. Xtavixe, da bismo ovo uradili bilo je dovo	no da
imamo samo levi inverz.

Zadatak 6.20. Rexiti sistem

3x + 2y + 2z = 2
y − z = 4

x − y + 2z = 3

Rexe�e. Matriqni zapis ovog sistema bi bio AX = B,

gde je A =

 3 2 2
0 1 −1
1 −1 2

, B =

 2
4
3

 i X =

 x
y
z

.
Inverz matrice A smo ve� izraqunali u Zadatku 6.19.b).
To znaqi da je nax sistem ima jedinstveno rexe�e x

y
z

 = X = A−1B =

 −1 6 4
1 −4 −3
1 −5 −3

 2
4
3

 =

 34
−23
−27

 .
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Naravno, zanim	ivija je situacija ukoliko matrica A nema inverz
(ili nije kvadratna pa nemamo naqin da proverimo da li je
invertibilna). O tome govori quvena Kroneker1{Kapelijeva2 teorema.
Oznaqimo sa Ap =

(
A B

)
tzv. proxirenu matricu sistema. Tada je

ρAp ∈ {ρA, ρA+ 1}.

Teorema 6.21 (Kroneker{Kapelijeva teorema). (1) Ako je ρA = ρAp = n
sistem ima jedinstveno rexe�e.

(2) Ako je ρA = ρAp < n sistem ima vixe od jednog rexe�a i broj rexe�a
je jednak |F |n−ρA.

(3) Ako je ρA < ρAp sistem nema rexe�e.

Zadatak 6.22. Rexiti sistem

2x + 5y − 8z = 8
4x + 3y − 9z = 9
2x + 3y − 5z = 7
x + 8y − 7z = 12

Rexe�e. Da bismo ubrzali postupak raquna�emo samo rang proxirene
matrice Ap i pazi�emo da ne mexamo posled�u kolonu sa prethodnim
kolonama. Na taj naqin �emo iz iste matrice mo�i da vidimo i rang
matrice A. Imamo

Ap =


2 5 −8 8
4 3 −9 9
2 3 −5 7

1 8 −7 12

 ∼


1 8 −7 12 /(−4) /(−2)
4 3 −9 9
2 3 −5 7
2 5 −8 8



∼


1 8 −7 12
0 −29 19 −39
0 −13 9 −17 /(−2)

0 −11 6 −16

 ∼


1 8 −7 12

0 −3 1 −5
0 −13 9 −17
0 −11 6 −16



∼


1 −7 8 12

0 1 −3 −5 /(−9)/(−6)

0 9 −13 −17
0 6 −11 −16

 ∼


1 −7 8 12
0 1 −3 −5
0 0 14 28
0 0 7 14



∼


1 −7 8 12
0 1 −3 −5
0 0 7 14 /(−2)

0 0 14 28

 ∼


1 −7 8 12
0 1 −3 −5
0 0 7 14
0 0 0 0

 .

1Leopold Kronecker (1823. - 1891.), nemaqki matematiqar
2Alfredo Capelli (1855. - 1910.), italijanski matematiqar
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Vidimo da je ρAp = ρA = 3, xto je jednako broju nepoznatih. To znaqi da
nax sistem ima jedinstveno rexe�e.

Sada se postav	a pita�e kako proqitati to rexe�e. Pogledajmo xta
smo zapravo do sada uradili. Elemenetarne transformacije na vrstama su
taqno elementarne transformacije sistema, a elementarne transformacije
kolona odgovaraju smeni promen	ivih u sistemu. Konkretno, ovde smo
imali zamenu druge i tre�e kolone koja odgovara zameni y ↔ z. Ako sada
sistem vratimo na klasiqan zapis imamo

x − 7z + 8y = 12
z − 3y = −5

7y = 14

Rexe�e ovog sistema je (x, y, z) = (3, 2, 1).

Kroneker{Kapelijeva teorema ima veliki teoretski znaqaj. Ali sa
druge strane, videli smo na primeru da ne donosi nixta novo (sem zapisa)
u pogledu postupka za rexava�e sistema.

6.5 Promena baze i matrica prelaska

Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije (nad nekim po	em
skalara F ) i neka su e i f dve �egove baze. Da bi bilo intuitivnije re�i
�emo stara baza e i nova baza f . Postav	a se pita�e xta se dexava sa
koordinatama kada promenimo bazu, tj. kakva je veza izme�u koordinata
proizvo	nog vektora v ∈ V u staroj i u novoj bazi.

Teorema 6.23. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije n nad
po	em F i neka su e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fn} dve �egove baze. Tada
postoji jedinstveno odre�ena matrica A ∈ Mn(F ) za koju va�i

[v]e = A[v]f ,

za sve vektore v ∈ V . Dodatno, i-ta kolona matrice A sadr�i
koordinate vektora ei, tj. va�i A↓i = [fi]e, za sve 1 ⩽ i ⩽ n.

Definicija 6.24. Matricu A iz prethodne teoreme zovemo matrica
prelaska sa baze e na bazu f i oznaqavamo Pe,f .

Napomi�emo da su u prethodnoj teoremi stare koordinate [v]e izra�ene
preko novih [v]f . Me�utim, matrica Pe,f je invertibilna jer su �ene
kolone [ei]f linearno nezavisne pa je maksimalnog ranga. Zato mo�emo nove

koordinate izraziti preko starih kao [v]f = P−1
e,f [v]e. Zbog jedinstvenosti

matrice prelaska iz P−1
e,f [v]e = [v]f = Pf,e[v]e, za sve v ∈ V , mo�emo

zak	uqiti da je Pf,e = P−1
e,f .
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Primetimo da se promena baze mo�e videti i kao specijalni sluqaj
linearnog operatora. Taqnije, posmatrajmo identiqki linearni operator
1V : V −→ V sa novom bazom f u domenu i starom bazom e u kodomenu.
Tada je matrica prelaska Pe,f jednaka matrici operatora [1V ]f,e, jer je
i-ta kolona i jedne i druge matrice jednaka [fi]e = [1V fi]e, za sve 1 ⩽ i ⩽ n.

Zadatak 6.25. Odrediti matricu prelaska sa kanonske baze e vektorskog
prostora R3 na bazu f = {f1 = (1,−2, 5), f2 = (2,−3, 0), f3 = (0, 1, 3)}.
Zatim odrediti koordinate vektora v = (1, 4,−3) bazi f .

Rexe�e. Koordinate vektora iz baze f u bazi e su

f1 =

 1
−2
5

 , f2 =

 2
−3
0

 i f3 =

 0
1
3

 .

To znaqi da je matrica prelaska Pe,f =

 1 2 0
−2 −3 1
5 0 3

.
Koordinate vektora v u kanonskoj bazi su [v]e =

 1
4
−3

, a u bazi f su

[v]f = P−1
e,f [v]e. Zato ostaje jox da odredimo inverz matrice prelaska:

(
Pe,f

E

)
=


1 2 0
−2 −3 1
5 0 3
1 0 0
0 1 0
0

/(−2)

0 1

 ∼


1 0 0

−2 1 1
5 −10 3
1 −2 0
0 1 0
0 0

/ · 2
1

/(−1)

 ∼


1 0 0
0 1 0

−15 −10 13
−3 −2 2
2 1 −1
0 0 1/

1
13



∼



1 0 0
0 1 0

−15 −10 1
−3 −2 2

13

2 1 − 1
13

0 0 1
13

/ · 15
/ · 10


∼



1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 9
13 − 6

13
2
13

11
13

3
13 − 1

13
15
13

10
13

1
13


=

(
E

P−1
e,f

)
.

Konaqno,

[v]f = P−1
e,f [v]e =

 − 9
13 − 6

13
2
13

11
13

3
13 − 1

13
15
13

10
13

1
13


 1

4
−3

 =

 −3
2
4

 .



112 GLAVA 6. MATRICE

Drugi naqin da odredimo inverz matricu prelaska Pe,f je da ka�emo da
je P−1

e,f = Pf,e i da potom izraqunamo koordinate (npr. rexava�em sistema)

[e1]f =

 − 9
13

11
13
15
13

 , [e2]f =

 − 6
13
3
13
10
13

 i [e3]f =


2
13

− 1
13
1
13

 ,

koje qine kolone matrice Pf,e.

Napomi�emo da smo drugi deo prethodnog zadatka ve� uradili u
Zadatku 4.4 na drugi (tj. tre�i) naqin.

Zadatak 6.26. Neka je

f =

{
f1 =

(
1 0
0 1

)
, f2 =

(
1 0
0 −1

)
, f3 =

(
1 1
0 1

)
, f4 =

(
1 0
−1 1

)}
baza vektorskog prostora M2(R).

a) Odrediti matricu prelaska sa kanonske baze e na bazu f .
(Podrazumevemo da je redosled vektora u kanonskoj bazi e11, e12, e21, e22.)

b) Odrediti matricu prelaska sa baze f na bazu e.

v) Odrediti koordinate matrice A =

(
1 2
3 5

)
u bazi f .

Rexe�e. a) Ovaj deo zadatka je oqigledan, samo uzmemo koordinate
vektora fi i stavimo u jednu matricu. Dobijamo

Pe,f =


1 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 −1
1 −1 1 1

 .

b) Jedan naqin da se ovo uradi je ponav	a�em postupka iz dela a).
Rexava�em sistema (

a b
c d

)
= αf1 + βf2 + γf3 + δf4

po promen	ivim α, β, γ, δ dobijamo koordinate proizvo	nog vektora iz
M2(R) u bazi f :

[(
a b
c d

)]
f

=


a
2 − b+ c+ d

2
a
2 − d

2

b
−c

 . (6.27)
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Specijalno, zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo koordiante
vektora kanonske baze u bazi f . Kada sve to stavimo u jednu matricu imamo
da je

Pf,e =


1
2 −1 1 1

2
1
2 0 0 − 1

2

0 1 0 0
0 0 −1 0

 .

Naravno, imamo i drugi naqin

(
Pe,f E

)
=


1 1 1 1 1 0 0 0 /(−1)

0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0 0 1 0
1 −1 1 1 0 0 0 1



∼


1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0 0 1 0

0 −2 0 0 −1 0 0 1



∼


1 1 1 1 1 0 0 0

0 −2 0 0 −1 0 0 1
/(

− 1
2

)
0 0 0 −1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0



∼


1 1 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 1
2 0 0 − 1

2
/(−1)

0 0 0 −1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0



∼


1 0 1 1 1

2 0 0 1
2

0 1 0 0 1
2 0 0 − 1

2

0 0 1 0 0 1 0 0 /(−1)

0 0 0 −1 0 0 1 0 /(−1)



∼


1 0 0 1 1

2 −1 0 1
2

0 1 0 0 1
2 0 0 − 1

2

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 −1 0 /(−1)



∼


1 0 0 0 1

2 −1 1 1
2

0 1 0 0 1
2 0 0 − 1

2

0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 −1 0


=
(
E P−1

e,f

)
=
(
E Pf,e

)
.
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v) Jedan naqin da se odrede koordinate matrice A je zamenom odgovaraju�ih
vrednosti u (6.27). Drugi naqin je iz jednakosti

[A]f = Pf,e[A]e =


1
2 −1 1 1

2
1
2 0 0 − 1

2

0 1 0 0
0 0 −1 0




1
2
3
5

 =


4
−2
2
−3

 .

Zadatak 6.28. Odrediti matricu prelaska sa baze

f =
{
1 +

√
2, 3 + 2

√
3,−1 + 2

√
2 + 3

√
3
}

na bazu

g =
{
−3 + 3

√
3, 3 + 3

√
2 + 5

√
3, 7 + 7

√
2 + 10

√
3
}

Q-vektorskog prostora V = LQ
(
1,
√
2,
√
3
)
.

Rexe�e. Odredimo najpre koordinate vektora iz baze g u bazi f :

−3 + 3
√
3 = −2(1 +

√
2) + (−1 + 2

√
2 + 3

√
3),

3 + 3
√
2 + 5

√
3 = (1 +

√
2) + (3 + 2

√
3) + (−1 + 2

√
2 + 3

√
3),

7 + 7
√
2 + 10

√
3 = 3(1 +

√
2) + 2(3 + 2

√
3) + 2(−1 + 2

√
2 + 3

√
3).

Sledi, Pf,g =

 −2 1 3
0 1 2
1 1 2

.
Drugi naqin bi bio da ubacimo u igru i ,,kanonsku\ bazu e ={

1,
√
2,
√
3
}
. Za proizvo	an vektor v ∈ V znamo da je [v]e = Pe,g[v]g i

[v]f = P−1
e,f [v]e. Ali onda iz [v]f = P−1

e,f [v]e = P−1
e,f Pe,g[v]g, za sve v ∈ V ,

sledi da je

Pf,g = P−1
e,f Pe,g =

 1 3 −1
1 0 2
0 2 3

−1 −3 3 7
0 3 7
3 5 10


=


4
15

11
15 − 2

5
1
5 − 1

5
1
5

− 2
15

2
15

1
5


 −3 3 7

0 3 7
3 5 10

 =

 −2 1 3
0 1 2
1 1 2

 .

Neka je sada L : U −→ V linearno preslikava�e izme�u dva konaqno
dimenzionalna vektorska prostora U i V , i neka su e i e′ baze prostora U ,
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a f i f ′ baze V . Postav	a se pita�e kakva je veza izme�u matrica [L]e,f i
[L]e′,f ′ .

Znamo da je [u]e = Pe,e′ [u]e′ i [Lu]f ′ = P−1
f,f ′ [Lu]f , za sve u ∈ U . Ali onda

iz jedinstvenosti matrice linearnog preslikava�a i

[Lu]f ′ = P−1
f,f ′ [Lu]f = P−1

f,f ′ [L]e,f [u]e = P−1
f,f ′ [L]e,fPe,e′ [u]e′

sledi da je
[L]e′,f ′ = P−1

f,f ′ [L]e,fPe,e′

Sada �emo dati jox jedno rexe�e Zadatka 6.8.b) korix�e�em ove nove
tehnike. Tu je situacija malo jednostavnija jer je u pita�u operator pa
imamo da je U = V , e = f i e′ = f ′. Tada prethodna relacija postaje
[L]e′ = P−1

e,e′ [L]ePe,e′ .

Zadatak 6.29. Odrediti matricu linearnog operatora

L : R3[x] −→ R3[x], (Lp)(x) = x · p′(x+ 1) + p′′(x)

u odnosu na bazu e′ =
{
x, x− x2, 1− x+ x2

}
.

Rexe�e. U Zadatku 6.8.a) smo videli da je [L]e =

 0 0 2
0 1 2
0 0 2

, gde je e

kanonska baza vektorskog prostora R3[x]. Sa druge strane, oqigledno je da

je Pe,e′ =

 0 0 1
1 1 −1
0 −1 1

. Zato je

[L]e′ = P−1
e,e′ [L]ePe,e′ =

 0 0 1
1 1 −1
0 −1 1

−1 0 0 2
0 1 2
0 0 2

 0 0 1
1 1 −1
0 −1 1


=

 0 1 1
1 0 −1
1 0 0

 0 0 2
0 1 2
0 0 2

 0 0 1
1 1 −1
0 −1 1

 =

 1 −3 3
0 0 0
0 −2 2

 ,

xto se poklapa sa rezultatom dobijenim u Zadatku 6.8.b).

Zadatak 6.30. Odrediti matricu linearnog preslikava�a

L : R3[x] −→ R4, Lp =

p(1), p′′(0),

1∫
−1

p(t) dt, p(2) + p(−2)


u odnosu na par baza

e′ =
{
1, 1 + 2x, 4− x2

}
i f ′ = {(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (0, 1, 2, 3)}.
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Rexe�e. Neka su e i f kanonske baze vektorskih prostora R3[x] i R4,
redom. Tada su matrice prelaska

Pe,e′ =

 1 1 4
0 2 0
0 0 −1

 i Pf,f ′ =


1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 2
0 1 1 3

 .

Odredimo sada matricu linearnog preslikava�a L u odnosu na par
kanonskih baza. Slike baznih vektora R3[x] su

L1 = (1, 0, 2, 2), Lx = (1, 0, 0, 0) i Lx2 =

(
1, 2,

2

3
, 8

)
.

Time smo dobili matricu preslikava�a L u odnosu na par kanonskih baza

[L]e,f =


1 1 1
0 0 2
2 0 2

3

2 0 8

.
Konaqno, tra�ena matrica je

[L]e′,f ′ = P−1
f,f ′ [L]e,fPe,e′ =


1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 2
0 1 1 3


−1

1 1 1
0 0 2
2 0 2

3

2 0 8


 1 1 4

0 2 0
0 0 −1



=


0 1 1 −1
−1 1 4 −3
1 −1 −1 1
0 0 −1 1




1 1 1
0 0 2
2 0 2

3

2 0 8


 1 1 4

0 2 0
0 0 −1



=


0 0 16

3

1 −1 73
3

1 3 − 7
3

0 0 − 22
3

 ,

xto se poklapa sa matricom koju smo dobili (na drugi naqin) u Zadatku
6.9.a).

Zadatak 6.31. Dato je linearno preslikava�e

L : M2(R) −→ R3[x],

L

(
a b
c d

)
= (2a+ b+ 3c+ 6d) + (3a+ 4b+ 2c+ 9d)x+ (a+ 3b− c+ 3d)x2.

a) Odrediti bar jedan par baza vektorskih prostoraM2(R) i R3[x] u odnosu
na koji preslikava�e L ima kanonsku matricu.

b) Odrediti jezgro i sliku linearnog preslikava�a L.
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Rexe�e. a) Ideja je slede�a. Prvo �emo odrediti matricu [L]e,f u odnosu
na par kanonskih baza vektorskih prostora M2(R) i R3[x]. Zatim �emo
odrediti kanonsku matricu [L]0e,f matrice [L]e,f i par invertibilnih

matrica P i Q za koje va�i [L]0e,f = P [L]e,fQ.

Na kraju �emo izabrati baze e′ prostora M2(R) i f ′ prostora R3[x],
takve da P i Q budu matrice prelaska. Taqnije ho�emo da va�i P = P−1

f,f ′

i Q = Pe,e′ . Time �emo posti�i da je matrica [L]e′,f ′ = [L]0e,f kanonska.

Krenimo redom, matrica preslikava�a L u odnosu na par kanonskih

baza je [L]e,f =

 2 1 3 6
3 4 2 9
1 3 −1 3

.
Standardni postupak nam daje kanonsku matricu [L]0e,f i invertibilne

matrice P i Q:

(
[L]e,f E
E

)
=



2 1 3 6 1 0 0
3 4 2 9 0 1 0

1 3 −1 3 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



∼



1 3 −1 3 0 0 1 /(−3)/(−2)

3 4 2 9 0 1 0
2 1 3 6 1 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



∼



1 3 −1 3 0 0 1
0 −5 5 0 0 1 −3
0 −5 5 0 1 0 −2
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

/(−3)

0 0 0 1


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∼



1 0 0 0 0 0 1

0 −5 5 0 0 1 −3 /(−1)

0 −5 5 0 1 0 −2
1 −3 1 −3
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



∼



1 0 0 0 0 0 1

0 −5 5 0 0 1 −3
/(

− 1
5

)
0 0 0 0 1 −1 1
1 −3 1 −3
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



∼



1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 − 1

5
3
5

0 0 0 0 1 −1 1
1 −3 −2 −3
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


=

(
[L]0e,f P

Q

)
.

Kao xto smo ve� rekli bazu e′ biramo tako da va�i

Pe,e′ = Q =


1 −3 −2 −3
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

. Znaju�i da su kolone ove matrice

koordinate vektora iz e′ u kanonskoj bazi e vektorskog prostora M2(R),
lako mo�emo proqitati da je

e′ =

{
e′1 =

(
1 0
0 0

)
, e′2 =

(
−3 1
0 0

)
,

e′3 =

(
−2 1
1 0

)
, e′4 =

(
−3 0
0 1

)}
.

Na isti naqin �emo na�i i bazu f ′, samo xto nam prvo treba inverz
matrice P . Da sada ne bismo radili ceo raqun ispoqetka iskoristi�emo
elementarne transformacije koje smo ve� uradili. Matrica P je dobijena
od jediniqne matrice E pomo�u pet elementarnih transformacija vrsta,
oznaqimo ih sa Ψi, za 1 ⩽ i ⩽ 5. Tada iz P = (Ψ5 ◦ · · · ◦Ψ1) (E) sledi
da je E =

(
Ψ−1

1 ◦ · · · ◦Ψ−1
5

)
(P ), tj. jediniqnu matricu smo elementarnim

transformacijama vrsta Ψ−1
5 , . . . ,Ψ−1

1 (tim redom) dobili od matrice P .
Ovo posled�e znaqi da je P−1 =

(
Ψ−1

1 ◦ · · · ◦Ψ−1
5

)
(E), tj.
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E =

 1 0 0
0 1 0 /(−5)
0 0 1

 ∼

 1 0 0
0 −5 0
0 0 1

 ∼

 1 0 0 / · 3 / · 2
0 −5 0
0 −5 1


∼

 1 0 0
3 −5 0
2 −5 1

 ∼

 2 −5 1
3 −5 0
1 0 0

 = P−1 = Pf,f ′ .

Tra�ena baza je

f ′ =
{
f ′
1(x) = 2 + 3x+ x2, f ′

2(x) = −5− 5x, f ′
3(x) = 1

}
.

I kao xto smo ve� rekli,

[L]e′,f ′ = P−1
f,f ′ [L]e,fPe,e′ = P [L]e,fQ = [L]0e,f =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

b) Pomo�u kanonske matrice [L]e′,f ′ mo�emo lako odrediti jezgro i sliku.

Neka je M proizvo	na matrica iz jezgra KerL i neka su


α
β
γ
δ

 �ene

koordinate u bazi e′. Kako je matrica [L]e′,f ′ kanonska, iz

[LM ]f ′ = [L]e′,f ′ [M ]e′ =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0




α
β
γ
δ

 =

 α
β
0


sledi α = β = 0. Dakle,

KerL = {γe′3 + δe′4 | γ, δ ∈ R} = L (e′3, e
′
4) .

Na kraju, imamo sliku

ImL = L (Le′1, Le
′
2, Le

′
3, Le

′
4) = L (f ′

1, f
′
2, 0, 0) = L (f ′

1, f
′
2) .
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Glava 7

Determinante

Neka je A ∈ Mn(F ) kvadratna matrica reda n. �ene kolone A↓1, . . . , A↓n
(vrste A1→, . . . , An→) obrazuju jedan n-dimenzionalni paralelopiped u
vektorskom prostoru Fn. To bi bila du� u R, paralelogram u R2, odnosno
paralelopiped u R3. Naravno, ve�e dimenzije nemaju geometrijski smisao
ali u algebarskom smislu nema neke razlike.

Determinantu matrice A �emo oznaqavati sa detA ili tako xto u
zapisu matrice A zagrade ( · ) zamenimo zagradama | · |. Ona bi trebala
da predstav	a n-dimenzionalnu zapreminu (n-dimenzionalnu meru) tog
n-dimenzionalnog paralelopipeda. U R to bi bila du�ina du�i, u R2

povrxina paralelograma, a u R3 zapremina paralelopipeda.

Ovde �emo dozvoliti da zapremina tj. determinanta uzima i negativne
vrednosti, a znak determinante �e samo oznaqavati pozitivnu ili
negativnu orijentaciju baze {A↓1, . . . , A↓n}.

Prirodno je tra�iti da je n-dimenzionalna zapremina linearna po
kolonama tj. da zadovo	ava

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a′1i + a′′1i a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a′2i + a′′2i a2,i+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 a′ni + a′′ni an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a′1i a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a′2i a2,i+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 a′ni an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
121
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a′′1i a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a′′2i a2,i+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 a′′ni an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (7.1)

i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 αa1i a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 αa2i a2,i+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 αani an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a1i a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a2i a2,i+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 ani an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (7.2)

za sve α ∈ F . Naravno, ovo automatski znaqi da determinanta nije linearno
preslikava�e, tj. ne va�i ni det(A+B) = detA+detB ni det(αA) = α detA
(barem ne za sve A,B ∈ Mn(F ) i α ∈ F ).

Da	e, rekli smo da znak determinante zavisi od orijentacije. Zato
je prirodno tra�iti da zamena mesta i-te i j-te kolone promeni i znak
determinante tj. da va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a1i a1,i+1 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a2i a2,i+1 . . . a2,j−1 a2j a2,j+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 ani an,i+1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a1j a1,i+1 . . . a1,j−1 a1i a1,j+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a2j a2,i+1 . . . a2,j−1 a2i a2,j+1 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 anj an,i+1 . . . an,j−1 ani an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
(7.3)

I na kraju, kolone jediniqne matrice E obrazuju jediniqni
n-dimenzionalni paralelopiped (tj. n-dimenzionalnu kocku), pa bi
trebalo da va�i i

detE = 1 (7.4)

Ispostavi se da su ove qetiri osobine dovo	ne da jednoznaqno
definixemo determinantu.

Teorema 7.5. Postoji taqno jedno preslikava�e Mn(F ) −→ F koje
zadovo	ava osobine (7.1) - (7.4).
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Dakle, preslikava�e iz prethodne teoreme �emo zvati determinanta
matrice. Uskoro �emo videti jox nekoliko ekvivalentnih definicja
determinante koje intuitivno nisu toliko jasne, ali su operativnije.

Xto se tiqe malih dimenzija, nekim elementarnim geometrijskim
rasu�iva�em (tj. izraqunava�em du�ine, povrxine i zapremene za
n = 1, 2, 3, redom) mo�emo do�i do formula za determinantu. A i lako se
proverava da slede�e tri funkcije zadovo	avaju osobine (7.1) - (7.4):

(1)
|a| = a,

(2) ∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

(3) ∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33.

Posled�i izraz je poznat kao Sarusovo1 pravilo i obiqno se pamti
tako xto se prve dve kolone dopixu sa desne strane i onda se iz∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22
a31 a32

saberu tri glavne dijagonale, a zatim se od

toga oduzmu tri sporedne dijagonale.

7.1 Determimanta preko permutacija

Sada �emo dati eksplicitnu formulu za determinantu. Za to �e nam
biti potrebna simetriqna grupa Sn koju smo upoznali u Zadatku 1.11.
Ve� na osnovu formula za determinantu u malim dimenzijama je jasno da
�e determinanta biti suma qlanova oblika ±a1⋆a2⋆ . . . an⋆, gde se umesto
zvezdica nalaze ispermutovani indeksi 1, 2, . . . , n.

Definicija 7.6. Neka su c1, c2, . . . , cm ∈ {1, 2, . . . , n} me�usobno
razliqiti brojevi. Permutaciju

σ(k) =

 ci+1, ako je k = ci, za i = 1, 2, . . . ,m− 1,
c1, ako je k = cm,
k, inaqe,

1Pierre Frédéric Sarrus (1798. - 1861.), francuski matematiqar
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zovemo ciklus du�ine m i oznaqavamo sa ⌈c1, c2, . . . , cm⌋. Specijalno,
cikluse du�ine 2 zovemo transpozicije.

Teorema 7.7. Svaka permuatacija se mo�e zapisati kao
kompozicija transpozicija. Dodatno, ako neku permutaciju σ ∈ Sn
na dva naqina zapixemo kao kompoziciju transpozicija tj.
σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τr = υ1 ◦ υ2 ◦ · · · ◦ υs, gde su τ1, τ2, . . . , τr, υ1, υ2, . . . , υs
transpozicije, tada su brojevi r i s iste parnosti.

Zato naredna definicija ima smisla:

Definicija 7.8. Neka je σ ∈ Sn proizvo	na permutacija i neka je
σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τr �ena proizvo	na dekompozicija na transpozicije. Broj
(−1)r zovemo znak permutacije τ i oznaqavamo sa sgn τ .

Ovi pojmovi o permutacijama nam omogu�avaju da eksplicitno opixemo
determinantu.

Teorema 7.9. Va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

sgnσ

n∏
i=1

ai,σ(i).

Posled�a teorema se lako dokazuje, prosto se samo proveri da funkcija
na desnoj strani zadovo	ava sve osobine Teoreme 7.5. Qesto se u literaturi
determinanta i definixe kao izraz na desnoj strani Teoreme 7.9, bez priqe
o n-dimenzionalnoj zapremini.

Specijalno, u dimenziji 3, simetriqna grupa S3 sadr�i permutacije

⌈⌋, ⌈1, 2⌋, ⌈1, 3⌋, ⌈2, 3⌋, ⌈1, 2, 3⌋ = ⌈1, 2⌋⌈2, 3⌋ i ⌈1, 3, 2⌋ = ⌈1, 3⌋⌈3, 2⌋.

�ihovi znakovi su

sgn⌈⌋ = (−1)0 = 1, sgn⌈1, 2⌋ = sgn⌈1, 3⌋ = sgn⌈2, 3⌋ = (−1)1 = −1

i sgn⌈1, 2, 3⌋ = sgn⌈1, 3, 2⌋ = (−1)2 = 1.

Odatle i iz Teoreme 7.9 dobijamo Sarusovo pravilo.

Analogno mo�emo dobiti i formulu za determinantu u ve�im
dimenzijama. Jedini problem je xto onda ta formula ima |Sn| = n!
sabiraka. (Permutacija u Sn ima onoliko koliko i mogu�nosti da se skup
{1, 2, . . . , n} preslika na sebe. Element 1 se mo�e slikati u bilo xta. Za
element 2 imamo n − 1 mogu�nost, tj. dolazi u obzir sve sem slike od 1.
Zatim, za 3 imamo n− 2 mogu�nosti, itd.)
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7.2 Osobine determinanti

Ve� za n = 4 izraz za determinantu ima 4! = 24 sabiraka, tako da
direktno izraqunava�e determinante po Teoremi 7.9 nije preporuq	ivo.
Umesto toga koristi�emo osobine determinante koje slede iz pomenute
teoreme (uz ve� poznate osobine (7.1) - (7.4)). Neka su A,B ∈ Mn(F ).

(1) Va�i det
(
AT
)

= detA. To znaqi da u celokupnoj prethodnoj i
narednoj priqi req kolona mo�emo zameniti reqju vrsta.

(2) Ukoliko matrica ima dve iste ili proporcionalne kolone (vrste)
�ena determinanta je nula. Opxtije, determninatna je jednaka nuli
ako i samo ako su �ene kolone linearno zavisne. (A od ranije znamo
da je posled�i uslov ekvivalentan sa tim da matrica nema inverz.)
I specijalno, ukoliko matrica ima nula-kolonu �ena determinanta
je nula.

(3) Kao posledicu prethodne osobine dobijamo da poznata elementarna
trasformacija dodava�e jedne skalirane vrste drugoj vrsti ne me�a
vrednost determinante, odnosno va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,i−1 a1i a1,i+1 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a2i a2,i+1 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 ani an,i+1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 a1i + αa1j a1,i+1 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 a2i + α2j a2,i+1 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 ani + αanj an,i+1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
za sve α ∈ F (pri qemu je ovde zapisano kao da je i < j, ali isto va�i
i ukoliko je i > j).

(4) Va�i det(αA) = αn detA.

(5) Bine2{Koxijeva3 teorema ka�e da je det(AB) = detAdetB.

(6) Determinanta gor�e trouganone matrice je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

aii.

2Jacques Philippe Marie Binet (1786. - 1856.), francuski matematiqar, fiziqar i
astronom

3Augustin-Louis Cauchy (1789. - 1857.), francuski matematiqar, fiziqar i in�e�er
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I analogno va�i i za do�e trougaone i dijagonalne matrice.

(7) Minor Âij matrice A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 se dobija tako xto se iz

matrice A izostave i-ta vrsta i j-ta kolona, tj.

Âij =



a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 an,i+1 . . . ann


.

Broj Aij = (−1)i+j det Âij zovemo kofaktor faktora aij (kofaktor
matrice A).

Imamo Laplasov4 razvoj po i-toj vrsti matrice A:

detA =

n∑
j=1

aijAij .

Jox jedna ekvivalentna definicija determinante bi bila da ona
zadovo	ava Laplasov razvoj po jednoj fiksiranoj koloni (vrsti) i da je
u dimenziji 1 determinanta definisana sa |a| = a.

7.3 Determinante malog reda

Zadatak 7.10. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 −1 5
3 1 −2

∣∣∣∣∣∣ .
Rexe�e. Jedan naqin da se ovo uradi je preko Sarusovog pravila:∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2 −1 5
3 1 −2

∣∣∣∣∣∣
1 2
2 −1
3 1

= 1 · (−1)(−2) + 2 · 5 · 3 + 3 · 2 · 1− 3 · (−1) · 3− 2 · 2 · (−2)− 1 · 1 · 5 = 50.

Pokaza�emo jox jedan naqin koji �emo nada	e qex�e koristiti,
pogotovo kada se radi o determinantama ve�eg reda. Generalna strategija

4Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749. - 1827.), francuski matematiqar i astronom



7.3. DETERMINANTE MALOG REDA 127

je napraviti xto vixe nula u jednoj vrsti (koloni) i zatim primeniti
Laplasov razvoj po toj koloni. Na ovom konkretnom primeru imamo da je∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2 −1 5

/(−2)

3 1 −2

/(−3)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 −5 −1
3 −5 −11

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣ −5 −1
−5 −11

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣ 2 −1
3 −11

∣∣∣∣+ 0 ·
∣∣∣∣ 2 −5
3 −5

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −5 −1
−5 −11

∣∣∣∣ = 55− 5 = 50.

Zadatak 7.11. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 −1 2
−5 1 3 −4
2 0 1 −1
1 −5 3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Rexe�e. Ponovi�emo postupak opisan u prethodnom zadatku. Ovde je
najlakxe krenuti od tre�e vrste i dobiti da je∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 −1 2
−5 1 3 −4

2 0 1 −1
1 −5 3

/(−2)

−3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

5 1 −1 1
−11 1 3 −1
0 0 1 0
−5 −5 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

= +1 ·

∣∣∣∣∣∣
5 1 1

−11 1 −1
−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
5 1 1
−6 2 0
−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −6 2
−5 −5

∣∣∣∣ = 40.

Zadatak 7.12. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Ovog puta �emo iskoristiti qi�enicu da se u svim kolonama
(vrstama) nalaze isti brojevi u odre�enom redosledu. �ihovim sabira�em
dobi�emo vrstu sa istim koeficijentima:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1

4
/ (−1)

4 4 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 −1 0 0 0
1 0 −1 0 0
1 0 0 −1 0
4 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 0
0 −1 0 0 1
0 0 −1 0 1
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 · (−1)34 = 4.

Na kraju smo primetili da se zamenom kolona determinanta mo�e svesti na
gor�e trouganu. Time smo izbegli da	e razvija�e i skratili postupak.

Primetimo da bi metod izlo�en u prethodnom zadatku radio i za
determinante ve�eg reda (sa analognim koeficijentima).

Zadatak 7.13. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣
√
2

√
3

√
5

√
3√

6
√
21

√
10 −2

√
3√

10 2
√
15 5

√
6

2 2
√
6

√
10

√
15

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Rexe�e. Primetimo da je prva kolona ,,de	iva\ sa

√
2, druga sa

√
3,

itd. Prvo �emo izvu�i te koeficijente ispred determinante, kako bismo
lakxe primetili xta se mo�e pokratiti pogodno izabranim elementarnim
transformacijama. Imamo da je∣∣∣∣∣∣∣∣

√
2

√
3

√
5

√
3√

6
√
21

√
10 −2

√
3√

10 2
√
15 5

√
6

2 2
√
6

√
10

√
15

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
√
2
√
3
√
5
√
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1√
3

√
7

√
2 −2√

5 2
√
5

√
5

√
2√

2

/(−1)

2
√
2

√
2

√
5

∣∣∣∣∣∣∣∣
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= 3
√
10

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 1√
3

√
7

√
2−

√
3 −2√

5 2
√
5 0

√
2√

2 2
√
2 0

√
5

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −3
√
10
(√

2−
√
3
) ∣∣∣∣∣∣

1 1 1√
5 2

√
5

√
2√

2

/(−2)

2
√
2

√
5

∣∣∣∣∣∣

= 3
√
5
(√

6− 2
) ∣∣∣∣∣∣

1 −1 1√
5 0

√
2√

2 0
√
5

∣∣∣∣∣∣
= 3

√
5
(√

6− 2
) ∣∣∣∣ √

5
√
2√

2
√
5

∣∣∣∣ = 9
√
5
(√

6− 2
)
.

Zadatak 7.14. U zavisnosti od realnih parametara a, b, c, d izraqunati
vrednost determinante ∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Rexe�e. Ovde parametri ne me�aju nixta znaqajno (za razliku od
sistema, ranga matrica, itd. kada su dovodili do diskusije). Isto kao u
prethodnim primerima dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a b b b
a b c c
a

/(−1)

b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
a b− a b− a b− a
a b− a c− a c− a
a b− a c− a d− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

= a

∣∣∣∣∣∣
b− a b− a b− a
b− a c− a c− a
b− a c− a d− a

∣∣∣∣∣∣ = a(b− a)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

b− a c− a c− a
b− a

/(−1)

c− a d− a

∣∣∣∣∣∣

= a(b− a)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

b− a c− b c− b
b− a c− b d− b

∣∣∣∣∣∣
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= a(b− a)

∣∣∣∣ c− b c− b
c− b d− b

∣∣∣∣ = a(b− a)(c− b)

∣∣∣∣ 1 1
c− b d− b

∣∣∣∣
= a(b− a)(c− b)(d− c).

7.4 Inverz matrice

Ve� smo pomenuli da je matica invertibilna ako i samo ako je �ena
determinanta razliqita od nule. Kako u po	u svi elementi sem nule imaju
inverz, mo�emo re�i i da je matrica A ∈ Mn(F ) invertibilna ako i samo
ako je �ena determinanta detA invertibilna u po	u F . Ali postav	a se
pita�e kako u tom sluqaju na�i inverz?

Definicija 7.15. Neka je A ∈ Mn(F ). Matricu
A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 zovemo adjungovana matrica matrice A i

oznaqavamo je sa adjA.

Naglaxavamo da se u definiciji adjungovane matrice kofaktor Aij

nalazi na mestu (j, i), a ne na mestu (i, j). Dakle, to je transponovana
matrica sastav	ena od kofaktora.

Izabrali smo bax ovakvu matricu da bi proizvod A·adjA na mestu (i, j)

imao koeficijent cij :=
n∑

k=1

aikAjk. Ako pogledamo pa�	ivije posled�i

izraz je upravo Laplasov razvoj neke determinante. Na dijagonali �emo
bax dobiti da je cii = detA. Sa druge strane, van dijagonale (tj. za
i ̸= j) imamo da je cij jednako determinanti koja ima dve iste vrste, pa
mora biti nula. Dakle, A · adjA = (detA)E, a sliqno se pokazuje i da je
(adjA) ·A = (detA)E. Specijalno, za detA ̸= 0 inverz matrice A je jednak
(detA)−1 adjA.

Zadatak 7.16. Odrediti inverz matrice

A =

 6 −2 3
−3 2 −1
4 −1 1

 .

Rexe�e. Sarusovo pravilo ka�e da je

detA =

∣∣∣∣∣∣
6 −2 3
−3 2 −1
4 −1 1

∣∣∣∣∣∣
6 −2
−3 2
4 −1

= 12 + 8 + 9− 6− 6− 24 = −7.
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Sa druge strane, kofaktori su

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 2 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 1,

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ −3 −1
4 1

∣∣∣∣ = −1,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ −3 2
4 −1

∣∣∣∣ = −5,

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ −2 3
−1 1

∣∣∣∣ = −1,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 6 3
4 1

∣∣∣∣ = −6,

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 6 −2
4 −1

∣∣∣∣ = −2,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ −2 3
2 −1

∣∣∣∣ = −4,

A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 6 3
−3 −1

∣∣∣∣ = −3,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 6 −2
−3 2

∣∣∣∣ = 6.

Inverz matrice A je

A−1 =
1

detA
adjA = −1

7

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −4
−1 −6 −3
−5 −2 6

∣∣∣∣∣∣ =
 − 1

7
1
7

4
7

1
7

6
7

3
7

5
7

2
7 − 6

7

 ,

xto se poklapa sa rezultatom dobijenim u zadatku (6.19).

Zadatak 7.17. U zavisnosti od realnog parametra λ ispitati da li je
matrica

A =

 2 1 −3
1 0 4
3λ λ −1


invertibilna. Za one vrednosti λ ∈ R za koje je matrica A invertibilna
izraqunati inverz A−1.

Rexe�e. Determinanta matrice A je∣∣∣∣∣∣
2 1 −3

1 0 4
3

/(−4)

λ λ −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2 1 −11
1 0 0
3λ λ −12λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 −11
λ −12λ− 1

∣∣∣∣
= −(−12λ− 1 + 11λ) = λ+ 1.
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To znaqi da je matrica A invertibina ako i samo ako je λ ̸= −1.

Za λ ̸= 1 inverz matrice A je

A−1 =
1

λ+ 1



∣∣∣∣ 0 4
λ −1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 1 −3
λ −1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 1 −3
0 4

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ 1 4
3λ −1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2 −3
3λ −1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 −3
1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
3λ λ

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 1
3λ λ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2 1
1 0

∣∣∣∣


=

1

λ+ 1

 −4λ −3λ+ 1 4
12λ+ 1 9λ− 2 −11

λ λ −1

 .

Zadatak 7.18. Odrediti sve matrice A za koje je

adjA =

 2 −2 0
−6 9 −1
8 −12 2

 .

Rexe�e. Matricu A je najlakxe na�i iz poznate jednakosti
A · adjA = (detA)E, ali za to �e nam pored matrice adjA (koju imamo)
trebati i detA. Iako ne znamo xta je A �enu determinantu mo�emo na�i
pomo�u pomenute jednakosti i Bine{Koxijeve teoreme:

(detA) det(adjA) = det(A·adjA) = det((detA)E) = (detA)3 detE = (detA)3.

(1) Ako je detA ̸= 0 nakon skra�iva�a dobijamo (detA)2 = det(adjA), tj.
detA = ±

√
det(adjA). Korenova�e je opravdano jer je

det(adjA) =

∣∣∣∣∣∣
2 −2 0
−6 9 −1
8 −12 2

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣ 3 −1
−4 2

∣∣∣∣ = 4 ⩾ 0.

Tako�e, sad znamo i da je matrica adjA invertibilna, pa je

A = (detA)(adjA)−1 =
detA

det(adjA)
adj(adjA)

= ± 1√
det(adjA)

adj(adjA)

= ±1

2



∣∣∣∣ 9 −1
−12 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ −2 0
−12 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ −2 0
9 −1

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ −6 −1

8 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2 0
8 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 0
−6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ −6 9
8 −12

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 2
8 −12

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2 −2
−6 9

∣∣∣∣





7.5. KRAMEROVO PRAVILO 133

= ±

 3 2 1
2 2 1
0 4 3

 .

(2) Ukoliko je detA = 0 tada je A · adjA = 0 · E = O.
Vrste (2,−2, 0), (−6, 9,−1) i (8,−12, 2) matrice adjA su linearno
nezavisne jer je det(adjA) ̸= 0 (a mo�e se i lako proveriti
raqunski). Sa druge strane, i-ta vrsta nula-matrice A · adjA je
ai1(2,−2, 0) + ai2(−6, 9,−1) + ai3(8,−12, 2) je nula-vektor (gde su aij
koeficijenti matrice A), pa iz linearne nezavisnosti sledi da je
ai1 = ai2 = ai3, za i = 1, 2, 3, tj. A = O. Ali onda je adjA = adjO = O,
xto oqigledno nije taqno.

Dakle, zadatak ima dva rexe�a. To je donekle i oqekivano. Naime,
minori Âij matrice A su 2× 2 matrice, pa �e za kofaktore va�iti

(−A)ij = (−1)i+j det
(
(̂−A)ij

)
= (−1)i+j det

(
−Âij

)
= (−1)i+j(−1)2 det

(
Âij

)
= Aij .

To znaqi da za svako rexe�e A i matrica −A mora biti rexe�e istog
problema.

Primetimo da metod izlo�en u prethodom zadatku radi i za ve�e
dimenzije uz napomenu da bismo tada imali det(adjA) = (detA)n−1, gde
je n dimenzija matrice A.

7.5 Kramerovo pravilo

Ve� smo rekli da se kvadratni sistem

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + . . . + annxn = bn

(7.19)

od n jednaqina sa n nepoznatih mo�e matriqno zapisati kao AX = B. Ako
je matrica A invertibilna (tj. detA ̸= 0) sistem ima jedinstveno rexe�e
X = A−1B = 1

detA (adjA)B.

U ci	u elegantnijeg zapisa neka su determinanta sistema

∆ := detA =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣



134 GLAVA 7. DETERMINANTE

i determinanta po promen	ivoj xi

∆xi
:=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,i−1 b1 a1,i+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an1 . . . an,i−1 bn an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,
za sve 1 ⩽ xi ⩽ n.

Prethodnim razmatra�em (i nekom dodatnom analizom u sluqaju ∆ = 0)
dolazimo do Kramerovog5 pravila:

(1) Ako je ∆ ̸= 0 sistem jednaqina (7.19) ima jedinstveno rexe�e

xi =
∆xi

∆ , za sve 1 ⩽ i ⩽ n.

(2) Ako je∆ = 0 i bar jedan od brojeva∆xi
̸= 0 sistem (7.19) nema rexe�e.

(3) Ako je ∆ = ∆x1
= · · · = ∆xn

= 0 jednaqine sistema (7.19) su linearno
zavisne, pa sistem ima nula ili vixe od jednog rexe�a.

U posled�em sluqaju Kramerovo pravilo praktiqno ne daje nikakav
odgovor (sem da je jedna od jednaqina suvixna, pa sistem vixe i nije
kvadratni), pa sistem treba rexiti nekim drugim metodom.

Specijalno, ukoliko je n = 2 i ∆ = ∆x1
= ∆x2

= 0 nax sistem ima
vixe od jednog rexe�a ako i samo ako jedna od �egovih nenula jednaqina
ima rexe�a. Ovo posled�e je ekvivalentno sa tim da je αij ̸= 0, za bar
jedno i, j ∈ {1, 2}, ili αij = bi = 0, za sve i, j ∈ {1, 2}. U suprotnom (tj. ako
je αij = 0, za sve i, j ∈ {1, 2}, i bi ̸= 0, za bar jedno i ∈ {1, 2}) nax sistem
nema rexe�a.

Me�utim, za n ⩾ 3 ne va�i isti zak	uqak. Na primer, sistem

x + y + z = 1
x + y + z = 2
x + y + z = 3

nema rexe�e, a pritom je ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 (jer svaka od ovih
determinanti ima bar po dve iste kolone).

Zadatak 7.20. Rexiti sistem

x + 2y − 4z = −4
5x + 11y − 21z = −22
3x − 2y + 3z = 11

5Gabriel Cramer (1704. - 1752.), xvajcarski matematiqar
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Rexe�e. Poxto je determinanta sistema

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −4
5 11 −21
3

/(−2)

−2 3

/ · 4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
5 1 −1
3 −8 −15

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 −1
−8 −15

∣∣∣∣ = 7

razliqita od nule, sistem �e imati jedinstveno rexe�e. Iz

∆x =

∣∣∣∣∣∣
−4 2 −4
−22 11 −21
11 −

/ · 2
2 3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 2 0
0 11 1
7 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣ 0 1
7 −1

∣∣∣∣ = 14

∆y =

∣∣∣∣∣∣
1 −4 −4
5 −22 −21
3 11 3

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −7,

∆z =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −4
5 11 −22
3 −2 11

∣∣∣∣∣∣ = · · · = 7

sledi da je to jedinstveno rexe�e jednako

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,
∆y

∆
,
∆z

∆

)
= (2,−1, 1),

xto se poklapa sa rexe�em koje smo dobili u Zadatku 2.2 Gausovim
postupkom.

Zadatak 7.21. Rexiti sistem

x + 2y − 3z = −1
3x − y + 2z = 7
5x + 3y − 4z = 2

Rexe�e. Ovaj sistem nema rexe�a jer je

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −3
3 −1 2
5 3 −4

∣∣∣∣∣∣ = 0

(jer je tre�a vrsta ove determinante jednaka dva puta prva plus druga vrsta)
i

∆x =

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −3
7 −1 2
2 3 −4

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −3 ̸= 0.
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Zadatak 7.22. U zavisnosti od realnog parametra α rexiti sistem

(α+ 1)x + y + z = 2− α
x + (α+ 1)y + z = −2
x + y + (α+ 1)z = α

Rexe�e. Odredimo najpre sve potrebne determinante:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
α+ 1 1 1
1 α+ 1 1
1 1 α+ 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
α+ 3 α+ 3 α+ 3

1 α+ 1 1
1

/(−1)

1 α+ 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
α+ 3 0 0
1 α 0
1 0 α

∣∣∣∣∣∣ = α2(α+ 3),

∆x =

∣∣∣∣∣∣
2− α 1 1
−2 α+ 1 1
α 1 α+ 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 α+ 3 α+ 3

−2 α+ 1 1
α 1

/(−1)

α+ 1

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
0 α+ 3 0
−2 α+ 1 −α
α 1 α

∣∣∣∣∣∣ = −(α+ 3)

∣∣∣∣ −2 −α
α α

∣∣∣∣ = −(α+ 3)α

∣∣∣∣ −2 −α
1 1

∣∣∣∣
= −α(α− 2)(α+ 3),

∆y =

∣∣∣∣∣∣
α+ 1 2− α 1
1 −2 1
1 α α+ 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
α+ 3 0 α+ 3

1 −2 1
1

/(−1)

α α+ 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
α+ 3 0 0
1 −2 0
1 α α

∣∣∣∣∣∣ = −2α(α+ 3),

∆z =

∣∣∣∣∣∣
α+ 1 1 2− α
1 α+ 1 −2
1 1 α

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
α+ 3 α+ 3 0

1 α+ 1 −2
1

/(−1)

1 α

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
α+ 3 0 0
1 α −2
1 0 α

∣∣∣∣∣∣ = (α+ 3)

∣∣∣∣ α −2
0 α

∣∣∣∣ = α2(α+ 3).

Sada �emo imati nekoliko sluqajeva u zavisnosti od toga da li su ove
determinante jednake nuli ili ne.

(1) Ako je α ∈ R \ {−3, 0} determinanta sistema ∆ je razliqita od nule.
Tada Kramerovo pravilo ka�e da poqetni sistem ima jedinstveno
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rexe�e

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,
∆y

∆
,
∆z

∆

)
=

(
−α− 2

α
,− 2

α
, 1

)
.

Za α ∈ {−3, 0} va�i ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0. Tada Kramerovo pravilo ne
daje nikakav odgovor, pa �emo sistem rexiti Gausovim postupkom.

(2) Ako je α = 0 nax sistem se svodi na sistem

x + y + z = 2
x + y + z = −2
x + y + z = 0

koji nema rexe�e.

(3) Ako je α = −3 imamo

−2x + y + z = 5
x + −2y + z = −2 / · 2 /(−1)
x + y + −2z = −3
x + −2y + z = −2

− 3y + 3z = 1
3y − −3z = −1

Dakle, nax sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a

(x, y, z) ∈
{(

β − 8

3
, β, β +

1

3

) ∣∣∣∣ β ∈ R
}
.

Kao xto smo videli u prethodnom primeru, kod sistema sa parametrom
je mo�da jednostavnije primeniti Kramerovo pravilo nego Gausov
postupak. Kod Kramerovog pravila uslov po kome diskutujemo dolazi
prirodno iz determinante. Sa druge strane, kod Gausovog postupka taj uslov
se nekako qudno pojav	ivao u toku raquna. Zbog toga je moglo da se dogodi
da imamo vixe sluqajeva nego xto je neophodno ukoliko ne izaberemo
najefikasniji naqin da reximo sistem.

Primetimo da je 3 × 3 determinante sa parametrima bo	e raqunati
elementarnim transformacijama i Laplasovim razvojem nego Sarusovim
pravilom. Razlog je xto prvi pomenuti postupak automatski daje
rastav	en polinom (po parametru). Npr. da smo radili Sarusovim
pravilom u prethodnom zadatku dobili bismo da je

∆x =

∣∣∣∣∣∣
2− α 1 1
−2 α+ 1 1
α 1 α+ 1

∣∣∣∣∣∣
2− α 1
−2 α+ 1
α 1

= (2− α)(α+ 1)2 + α− 2− α(α+ 1) + 2(α+ 1)− (2− α),
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pa bi onda taj izraz trebalo rastav	ati (da bismo proverili za
koje vrednosti parametra je jednak nuli). Situacija bi se dodatno
zakomplikovala da smo imali vixe od jednog parametara i bilo bi jako
texko rastaviti dobijeni izraz.

Dodatno, determinante po primen	ivim ∆xi
se razlikuju od

determinante sistema ∆ najvixe za jednu kolonu. Zato se jedan deo
raquna determinante ∆ mo�e iskoristiti i prilikom raquna�a ∆xi . Npr.
vidimo da smo u prethodnom zadatku imali iste poteze i ista sabira�a i
oduzima�a u prvih par koraka raquna�a ∆, ∆x, ∆y i ∆z.

Zadatak 7.23. U zavisnosti od realnog parametra α rexiti sistem

x + y + z = α
x + αy + α2z = α2

x + α2y + α4z = α4

Rexe�e. Ovaj sistem ve� smo rexili Gausovim postupkom u Zadatku 2.7,
a sada �emo prikazati i rexe�e preko Kramerovog pravila. Treba�e nam
determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1 /(−1)
1 α α2

1 α2 α4

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 α− 1 α2 − 1
0 α2 − 1 α4 − 1

∣∣∣∣∣∣
= (α− 1)

(
α2 − 1

) ∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 1 α+ 1 /(−1)
0 1 α2 + 1

∣∣∣∣∣∣
= (α− 1)2(α+ 1)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 1
0 0 α2 − α

∣∣∣∣∣∣ = α(α− 1)3(α+ 1),

∆x =

∣∣∣∣∣∣
α 1 1
α2 α α2

α4 α2 α

/(−1)

4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
α− 1 1 1
0 α α2

0 α2 α4

∣∣∣∣∣∣ = (α− 1)

∣∣∣∣ α α2

α2 α4

∣∣∣∣
= (α− 1)

(
α5 − α4

)
= α4(α− 1)2,

∆y =

∣∣∣∣∣∣
1 α 1
1 α2 α2

1 α4 α

/(−1)

4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 α− 1 1
1 0 α2

1 0 α4

∣∣∣∣∣∣ = −(α− 1)

∣∣∣∣ 1 α2

1 α4

∣∣∣∣
= −(α− 1)

(
α4 − α2

)
= −α2(α− 1)2(α+ 1),

∆z =

∣∣∣∣∣∣
1 1 α /(−1)

1 α α2

1 α2 α4

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 α
0 α− 1 α2 − α
0 α2 − 1 α4 − α

∣∣∣∣∣∣
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= α(α− 1)2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 1
0 α+ 1 α2 + α+ 1

∣∣∣∣∣∣
= α(α− 1)2

∣∣∣∣ 1 1
α+ 1 α2 + α+ 1

∣∣∣∣ = α3(α− 1)2.

Na osnovu Kramerovog pravila znamo da:

(1) Ako je α ∈ R \ {0,±1} sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(
− α3

(α− 1)(α+ 1)
,− α

α− 1
,

α2

(α− 1)(α+ 1)

)
.

(2) Ako je α = −1 sistem nema rexe�a jer je ∆ = 0, a ∆x = 4.

(3) U preostala dva sluqaja α ∈ {0, 1} Kramerovo pravilo ne daje nikakav
odgovor, pa bi to trebalo posebno razmatrati xto smo ve� uradili u
taqkama (2) i (4) Zadatka 2.7.

Zadatak 7.24. U zavisnosti od realnih parametara α i β rexiti sistem

αx + y + z = 4
x + βy + z = 3
x + 2βy + z = 4

Rexe�e. Determinanta sistema je

∆ =

∣∣∣∣∣∣
α 1 1
1 2β 1
1 β 1

/(−1)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
α− 1 1 1
0 2β 1
0 β 1

∣∣∣∣∣∣
= (α− 1)

∣∣∣∣ 2β 1
β 1

∣∣∣∣ = −(α− 1)β.

Sliqno se dobijaju i determinante po promen	ivim

∆x = −2β + 1, ∆y = −α+ 1 i ∆z = −2αβ + 4β − 1.

Poxto ovde imamo dva parametra mo�e biti jako texko (ili nemogu�e
kao kod ∆z) rastaviti dobijene izraze za determinante. Ali i to je
prihvat	ivo, ukoliko uspemo da rastavimo determinantu sistema ∆ onda
imamo sve za diskusiju.

(1) Ako je α ̸= 1 i β ̸= 0 sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(
2β − 1

(α− 1)β
,
1

β
,
2αβ − 4β + 1

(α− 1)β

)
.
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(2) Za α = 1 je ∆ = ∆y = 0, ∆x = 1− 2β i ∆z = 2β − 1.

(2.1) Ako je dodatno i β ̸= 1
2 sistem nema rexe�e.

(2.2) Za β = 1
2 Kramerovo pravilo ne daje nikakav odgovor, a nax

sistem se svodi na

αx + y + z = 4
x + 1

2y + z = 3
x + y + z = 4

qije je rexe�e

(x, y, z) ∈ {(γ, 2, 2− γ) | γ ∈ R}.

(3) Za β = 0 sistem nema rexe�a jer je ∆ = 0 i ∆x = 1.

Napomi�emo da je sluqaj α = 1, β = 0 obuhva�en dva puta, ali i to je u redu
jer smo dobili isto rexe�e. Eventualno smo mogli u posled�em sluqaju da
pored β = 0, dodamo i α ̸= 1, kako bismo izbegli preklapa�e.

Zadatak 7.25. Rexiti sistem nad po	em Z7 u zavisnosti od parametra
α ∈ Z7:

x + 4y + z = 2
3x + 3y + z = α
2x + (α+ 6)y = α2 + 2α+ 5

Rexe�e. Poxto imamo konaqno po	e Z7 determinante �emo raqunati po
modulu 7:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 4 1 / · 6
3 3 1
2 α+ 6 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 4 1
2 6 0
2 α+ 6 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2 6
2 α+ 6

∣∣∣∣ = 2α,

∆x =

∣∣∣∣∣∣
2 4 1 / · 6
α 3 1

α2 + 2α+ 5 α+ 6 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 4 1

α+ 5 6 0
α2 + 2α+ 5 α+ 6 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ α+ 5 6 / · 6
α2 + 2α+ 5 α+ 6

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ α+ 5 6
α2 + α α

∣∣∣∣
= α2 + 5α+ α2 + α = 2α(α+ 3),

∆y = · · · = 2α(α+ 1) i ∆z = · · · = 4α(α+ 1).

Dakle, za α ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) = (α+ 3, α+ 1, 2α+ 2).

Sluqaj α = 0 treba posebno ispitati kao u taqki (2) Zadatka 2.16.
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7.6 Determinante proizvo	nog reda

Sliqno kao i kod determinanti malog reda i ovde �emo najpre pokuxati
da elementarnim transformacijama vrsta i kolona determinantu svedemo
na neki lepxi oblik - na primer, gor�e ili do�e trougaonu determinantu
ili determinantu qiji se red mo�e ,,sma�iti\ Laplasovim razvojem.
Ukoliko ne naglasimo drugaqije u zadatku broj n �e oznaqavati red
determinante.

Zadatak 7.26. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 . . . n
−1 0 3 4 . . . n
−1 −2 0 4 . . . n
−1 −2 −3 0 . . . n
...

...
...

...
. . .

...
−1 −2 −3 −4 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. S obzirom da se ispod dijagonale nalaze koeficijenti suprotni
onima iz prve vrste, prirodno je prvu vrstu dodati ostalim vrstama qime
dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 . . . n
−1 0 3 4 . . . n
−1 −2 0 4 . . . n
−1 −2 −3 0 . . . n
...

...
...

...
. . .

... ...
−1 −2 −3 −4 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 . . . n− 1 n
0 2 6 8 . . . 2n− 2 2n
0 0 3 8 . . . 2n− 2 2n
0 0 0 4 . . . 2n− 2 2n
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . n− 1 2n
0 0 0 0 . . . 0 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!,

kao determinanta gor�e trougaone matrice.

Kao xto ve� iz prvog primera mo�emo videti, ci	 je do�i do
determinante sa velikim brojem nula. Zbog preglednosti nada	e �emo
umesto tih nula ostav	ati prazno mesto (kao xto smo ve� radili kod
matrica).

Zadatak 7.27. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 . . . 3 3 1
3 3 . . . 3 2 3
3 3 . . . 3 3 3
...

...
. . .

...
...

...
3 n− 1 . . . 3 3 3
n 3 . . . 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Rexe�e. Prva ideja koja se name�e jeste oduzima�e prve vrste od ostalih.
To bi ostavilo nenula koeficijente u prvoj vrsti, u posled�oj koloni i
na sporednoj dijagonali. Me�utim, ovde je bo	e tre�u vrstu oduzeti od
ostalih, jer time dobijamo nenula koeficijente samo u toj tre�oj vrsti i
na sporednoj dijagonali, tj.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 . . . 3 3 1
3 3 . . . 3 2 3
3 3 . . . 3 3 3 /(−1)
...

...
. . .

...
...

... ...
...

3 n− 1 . . . 3 3 3
n 3 . . . 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2
−1

3 3 . . . 3 3 3 3
1

...

n− 4
n− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)3+n−23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2
−1

1
...

n− 4
n− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (7.28)

Poxto znamo da izraqunamo dijagonalnu determinantu, tj.
determinantu koja ima nule na glavnoj dijagonali, najlakxe je zameniti
prvu i posled�u kolonu, drugu i pretposled�u itd. i svesti problem na
dijagonalnu determinantu. Vrednost te dijagonalne determinante �e biti
jednaka

(−2)(−1)1 · 2 · . . . (n− 4)(n− 3) = 2(n− 3)!.

Ovde samo treba paziti da svaka promena mesta kolona izbacuje

po jedan minus, zato �e znak naxe determinante biti (−1)[
n−1
2 ],

gde [·] oznaqava ceo deo broja. Dakle, naxa determinanta je

(−1)n+13(−1)[
n−1
2 ]2(n− 3)! = (−1)[

3n+1
2 ]6(n− 3)!.

Drugi naqin da se izraquna determinanta (7.28) je razvoj po prvoj
koloni, zatim po drugoj, zatim po tre�oj, itd. Time bismo dobili da je
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(7.28) jednako

(−1)n+13(−1)1+n−1(n− 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2
−1

1
...

n− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = (−1)n+1(−1)n(−1)n−1 . . . (−1)26(n− 3)! = (−1)

n+1∑
i=1

i−1
6(n− 3)!

= (−1)
(n+1)(n+2)

2 −16(n− 3)! = (−1)
n(n+3)

2 6(n− 3)!.

Ovde je zanim	ivo napomenuti da
[
3n+1

2

]
nije jednako n(n+3)

2 , ali ipak
va�i

(−1)[
3n+1

2 ] = (−1)
n(n+3)

2 =

{
1, ako je n ≡ 0 (mod 4) ili n ≡ 1 (mod 4),
−1, ako je n ≡ 2 (mod 4) ili n ≡ 3 (mod 4).

Zadatak 7.29. U zavisnosti od realnih parametara αi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −α1 −α2 . . . −αn−1 −αn

α1 1
α2 1
...

. . .

αn−1 1
αn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(Napomi�emo da je ova determinanta reda n+ 1.)

Rexe�e. Iako ovo deluje komplikovano zbog velikog broja parametara
zapravo je jednostavnije od prethodnih primera. Ovu determinantu lako
mo�emo svesti na do�e trougaonu tako xto pomo�u jedinica sa dijagonale
napravimo nule u prvoj vrsti (koloni):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −α1 −α2 . . . −αn−1 −αn

α1 1
α2 1
...

. . .

αn−1 1
αn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

/ (−α1)
/ (−α2)

. . .

/ (−αn−1)
/ (−αn)



144 GLAVA 7. DETERMINANTE

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
n∑

i=1

α2
i

α1 1
α2 1
...

. . .

αn−1 1
αn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 +

n∑
i=1

α2
i .

Zadatak 7.30. U zavisnosti od realnih parametara β i αi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 α2 α3 . . . αn−1 αn

−β β
−β β

. . .
. . .

−β β
−β β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Vidimo da se ova determinanta razlikuje od gor�e trougaone
samo po tome xto ima jox jednu dijagonalu (sa koeficijentima −β)
ispod glavne dijagonale. Zato je najlakxe dobiti �enu vrednost tako
xto uklonimo sve koeficijente −β ispod glavne dijagonale. Prvo �emo
posled�u kolonu dodati pretposled�oj qime nestaje −β u posled�oj vrsti.
Zatim �emo isti postupak ponav	ati pe�u�i se uz dijagonalu. Taqnije,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 α2 α3 . . . αn−1 αn

−β β
−β β

. . .
. . .

−β β

−β β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 α2 α3 . . . αn−1 + αn αn

−β β
−β β

. . .
. . .

−β β

β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . .
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

αi

n∑
i=2

αi

n∑
i=3

αi . . . αn−1 + αn αn

β
β

. . .

β
β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= βn−1

n∑
i=1

αi.

Zadatak 7.31. U zavisnosti od realnih parametara x i y izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y
x y

x y
. . .

. . .

x y
y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Koeficijenti determinante nisu bax najpogodniji za izvo�e�e
elementarnih transformacija. Umesto toga razvi�emo determinantu po
prvoj vrsti, time �emo dobiti dva minora dimenzije (n− 1)× (n− 1), jedan
qija je determinanta gor�e trougaona i drugi qija je determinanta do�e
trougaona:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y
x y

x y
. . .

. . .

x y
y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y
x y

x y
. . .

. . .

x y
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n+1y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
x y

x y
. . .

. . .

x y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xxn−1 + (−1)n+1yyn−1 = xn + (−1)n+1yn.
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Zadatak 7.32. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 6 8 . . . 2n− 2 2n
2 2 6 8 . . . 2n− 2 2n
2 4 3 8 . . . 2n− 2 2n
2 4 6 4 . . . 2n− 2 2n
...

...
...

...
. . .

...
...

2 4 6 8 . . . n− 1 2n
2 4 6 8 . . . 2n− 2 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Vidimo da se po kolonama ponav	aju iste vrednosti sem na
dijagonali. Zato je prirodno poqeti oduzima�em jedne vrste od ostalih
i dobiti ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 6 8 . . . 2n− 2 2n /(−1)

2 2 6 8 . . . 2n− 2 2n
2 4 3 8 . . . 2n− 2 2n
2 4 6 4 . . . 2n− 2 2n
...

...
...

...
. . .

...
... ...

...
2 4 6 8 . . . n− 1 2n
2 4 6 8 . . . 2n− 2 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 6 8 . . . 2n− 2 2n
1 −2
1 −3
1 −4
...

. . .

1 −n+ 1
1 /

· 12
−n/

· 13 /
· 14

. . . /
· 1
n−1 /

· 1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + 2 + 2 · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸
n−1

4 6 8 . . . 2n− 2 2n

−2
−3

−4
. . .

−n+ 1
−n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= (−1)n−1(2n− 1)n!.

Zadatak 7.33. Izraqunati vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
...

...
...

. . .
...

...
...

n− 1 n n . . . n n n
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Kako se ispod sporedne dijagonale ponav	aju iste vrednosti
poqe�emo sa oduzima�em kolona xto �e dovesti do pokra�e�a pomenutih
koeficijenata. Da bismo dobili najvixe nula oduze�emo posled�u kolonu
od ostalih i dobiti da je

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
...

...
...

. . .
...

...
...

n− 1 n n . . . n n n
n n n . . .

. . .
n n n

/(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 2− n . . . −3 −2 −1 n
2− n 3− n . . . −2 −1 n
3− n 4− n . . . −1 n
...

...
...

...
−2 −1 n
−1 n

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ovu determinantu mo�emo izraqunati svo�e�em na dijagonalnu
determinantu na isti naqin kao u Zadatku 7.28. Zamenom prve i
pretposled�e kolone, zatim druge kolone i tre�e zdesna, itd. naxa
determinanta se svodi
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 2− n . . . −3 −2 −1 n
2− n 3− n . . . −2 −1 n
3− n 4− n . . . −1 n
...

...
...

−2 −1 n
−1 n

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)[
n−1
2 ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −2 −3 . . . 2− n 1− n n
−1 −2 . . . 3− n 2− n n

−1 . . . 4− n 3− n n
. . .

...
...

...
−1 −2 n

−1 n
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)[

3
2 (n−1)]n.

Zadatak 7.34. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n
0

) (
n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
m

)(
n+1
0

) (
n+1
1

) (
n+1
2

)
. . .

(
n+1
m

)(
n+2
0

) (
n+2
1

) (
n+2
2

)
. . .

(
n+2
m

)
...

...
...

. . .
...(

n+m
0

) (
n+m

1

) (
n+m

2

)
. . .

(
n+m
m

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
za prirodne brojeve m i n, gde je n ⩾ m.

Rexe�e. Kako su svi koeficijenti u prvoj koloni
(
n
0

)
,
(
n+1
0

)
, . . . ,(

n+m
0

)
jednaki 1 treba poqeti sa oduzima�em vrsta. Ukoliko bismo prvu

vrstu oduzeli od ostalih dobili bismo nule u prvoj koloni, ali i
izraze

(
n+i
k

)
−
(
n+j
k

)
(koje nije lako izraqunati) u ostatku determinante.

Efikasnije bi bilo oduzimati dve uzastopne vrste. Time �emo opet dobiti
nule u prvoj koloni, a u ostalim kolonama(

n+ i+ 1

j

)
−
(
n+ i

j

)
=

(
n+ i

j − 1

)
.

Drugim reqima, ako poqetnu determinantu (qiji je red m+1) oznaqimo sa
∆m imamo
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∆m :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(
n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
m

)
1

(
n+1
1

) (
n+1
2

)
. . .

(
n+1
m

)
...

...
...

. . .
...

1
(
n+m−1

1

) (
n+m−1

2

)
. . .

(
n+m−1

m

)
/(−1)

1
(
n+m

1

) (
n+m

2

)
. . .

(
n+m
m

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(
n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
m

)
1

(
n+1
1

) (
n+1
2

)
. . .

(
n+1
m

)
...

...
...

. . .
...

1
(
n+m−2

1

) (
n+m−2

2

)
. . .

(
n+m−2

m

)
/(−1)

1
(
n+m−1

1

) (
n+m−1

2

)
. . .

(
n+m−1

m

)
0
(
n+m−1

0

) (
n+m−1

1

)
. . .

(
n+m−1
m−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(
n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
m

)
1

(
n+1
1

) (
n+1
2

)
. . .

(
n+1
m

)
...

...
...

. . .
...

1
(
n+m−3

1

) (
n+m−3

2

)
. . .

(
n+m−3

m

)
/(−1)

1
(
n+m−2

1

) (
n+m−2

2

)
. . .

(
n+m−2

m

)
0
(
n+m−2

0

) (
n+m−2

1

)
. . .

(
n+m−2
m−1

)
0
(
n+m−1

0

) (
n+m−1

1

)
. . .

(
n+m−1
m−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · · =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(
n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
m

)
0

(
n
0

) (
n
1

)
. . .

(
n

m−1

)
0

(
n+1
0

) (
n+1
1

)
. . .

(
n+1
m−1

)
...

...
...

. . .
...

0
(
n+m−2

0

) (
n+m−2

1

)
. . .

(
n+m−2
m−1

)
0
(
n+m−1

0

) (
n+m−1

1

)
. . .

(
n+m−1
m−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∆m−1 = ∆m−2 = · · · = ∆0 =

∣∣∣∣(n0
)∣∣∣∣ = 1.

U prethodnom zadatku smo koristili poznati identitet(
k + 1

j

)
−
(
k

j

)
=

(k + 1)!

j!(k − j + 1)!
− k!

j!(k − j)!
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=
k!

j!(k − j + 1)!
(k + 1− (k − j + 1))

=
k!

(j − 1)!(k − j + 1)!
=

(
k

j − 1

)
.

Zadatak 7.35. U zavisnosti od realnih parametara αi i βi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos (α1 + β1) cos (α1 + β2) . . . cos (α1 + βn)
cos (α2 + β1) cos (α2 + β2) . . . cos (α2 + βn)

...
...

. . .
...

cos (αn + β1) cos (αn + β2) . . . cos (αn + βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (7.36)

Rexe�e. Primenom adicionih formula determinanta (7.36) se svodi na∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα1 cosβ1 − sinα1 sinβ1 cosα1 cosβ2 − sinα1 sinβ2 . . . cosα1 cosβn − sinα1 sinβn

cosα2 cosβ1 − sinα2 sinβ1 cosα2 cosβ2 − sinα2 sinβ2 . . . cosα2 cosβn − sinα2 sinβn

...
...

. . .
...

cosαn cosβ1 − sinαn sinβ1 cosαn cosβ2 − sinαn sinβ2 . . . cosαn cosβn − sinαn sinβn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Vidimo da se u i-toj vrsti ove determinante pojav	uju iste vrednosti cosαi

i sinαi, a u j-toj koloni cosβi i sinβi. Znaju�i pravilo za mno�e�e matrica
i Bine{Koxijevu teoremu naxu determinantu (7.36) mo�emo svesti (pod
pretpostavkom da je n ⩾ 2) na

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα1 sinα1 0 . . . 0
cosα2 sinα2 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

cosαn sinαn 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosβ1 cosβ2 . . . cosβn

− sinβ1 − sinβ2 . . . − sinβn

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Vrednost ove determinante �e zavisiti od �enog reda.

(1) Ukoliko je n ⩾ 3 determinanta (7.36) �e biti jednaka nuli.

(2) Ako je n = 1 determinanta (7.36) je jednaka cos (α1 + β1).

(3) Za n = 2 determinanta (7.36) je jednaka∣∣∣∣ cosα1 sinα1

cosα2 sinα2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ cosβ1 cosβ2

− sinβ1 − sinβ2

∣∣∣∣
= − (cosα1 sinα2 − cosα2 sinα1) (cosβ1 sinβ2 − cosβ2 sinβ1)

= − sin (α1 − α2) sin (β1 − β2) .
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Zadatak 7.37. U zavisnosti od realnih parametara αi i βi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 α2 α3 . . . αn

α1 β2 α3 . . . αn

α1 α2 β3 . . . αn

...
...

...
. . .

...
α1 α2 α3 . . . βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Oznaqimo tra�enu determinantu sa ∆(α1, . . . , αn;β1, . . . , βn). S
obzirom da se po kolonama ponav	aju iste vrednosti (sem na dijagonali)
bilo bi zgodno oduzeti npr. prvu vrstu od ostalih. Me�utim, to bi
napravilo problem u prvoj koloni.

Zato �emo malo modifikovati prethodnu ideju. Najpre �emo β1 zapisati
kao α1+(β1 − α1) i primeniti sabira�e po prvoj koloni. Time �emo dobiti
jednu determinantu koja je jednaka ∆(α1, . . . , αn;α1, β2, . . . , βn) (xto smo i
hteli da namestimo) i drugu determinantu koja u prvoj koloni ima skoro
sve nule. Drugim reqima, imamo da je

∆(α1, . . . , αn;β1, . . . , βn)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 + (β1 − α1) α2 α3 . . . αn

α1 + 0 β2 α3 . . . αn

α1 + 0 α2 β3 . . . αn

...
...

...
. . .

...
α1 + 0 α2 α3 . . . βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 α2 α3 . . . αn /(−1)

α1 β2 α3 . . . αn

α1 α2 β3 . . . αn

...
...

...
. . .

... ...
α1 α2 α3 . . . βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 − α1 α2 α3 . . . αn

0 β2 α3 . . . αn

0 α2 β3 . . . αn

...
...

...
. . .

...
0 α2 α3 . . . βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 α2 α3 . . . αn

β2 − α2

β3 − α3

. . .

βn − αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (β1 − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β2 α3 . . . αn

α2 β3 . . . αn

...
...

. . .
...

α2 α3 . . . βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= α1

n∏
j=2

(βj − αj) + (β1 − α1)∆ (α2, . . . , αn;β2, . . . , βn) .

Ovim smo problem sveli na izraqunava�e iste determinante ali reda
za jedan ma�eg od reda poqetne determinante. Ponav	a�em prethodnog
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postupka dobijamo da je

∆(α1, . . . , αn;β1, . . . , βn)

= α1

n∏
j=2

(βj − αj) + (β1 − α1)∆ (α2, . . . , αn;β2, . . . , βn)

= α1

n∏
j=2

(βj − αj)

+ (β1 − α1)

α2

n∏
j=3

(βj − αj) + (β2 − α2)∆ (α3, . . . , αn;β3, . . . , βn)


= α1

n∏
j=2

(βj − αj) + α2

∏
1⩽j⩽n
j ̸=2

(βj − αj)

+

2∏
j=1

(βj − αj)

α3

n∏
j=4

(βj − αj) + (β3 − α3)∆ (α4, . . . , αn;β4, . . . , βn)


=

3∑
i=1

αi

∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(βj − αj) +

3∏
j=1

(βj − αj)∆ (α4, . . . , αn;β4, . . . , βn)

=

4∑
i=1

αi

∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(βj − αj) +

4∏
j=1

(βj − αj)∆ (α5, . . . , αn;β5, . . . , βn)

= · · · =
n−1∑
i=1

αi

∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(βj − αj) +

n−1∏
j=1

(βj − αj)∆ (αn;βn)︸ ︷︷ ︸
=|βn|

=

n−1∑
i=1

αi

∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(βj − αj) +

n−1∏
j=1

(βj − αj) βn︸︷︷︸
=αn+(βn−αn)

=

n∏
j=1

(βj − αj) +

n∑
i=1

αi

∏
1⩽j⩽n
j ̸=i

(βj − αj) .

Zadatak 7.38. Neka je p prost broj. Izraqunati vrednost determinante
nad konaqnim po	em Zp:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . p− 3 p− 2 p− 1
2 3 4 . . . p− 2 p− 1 1
3 4 5 . . . p− 1 1 2
...

...
...

. . .
...

...
...

p− 2 p− 1 1 . . . p− 5 p− 4 p− 3
p− 1 1 2 . . . p− 4 p− 3 p− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (7.39)

Rexe�e. Prvo, ukoliko je p = 2 determinanta (7.39) je jednaka |1| = 1.
Zato �emo nada	e pretpostaviti da je p neparan prost broj.

Ukoliko sve kolone dodamo prvoj svi koeficijenti prve kolone �e
postati

1 + 2 + 3 + · · ·+ p− 1 =
(p− 1)p

2
= p

p− 1

2
≡ 0 (mod p),

jer je p−1
2 ceo broj. Dakle, poqetna determinanta (7.39) ima nula kolonu,

pa je jednaka nuli.

7.7 Vandermondova determinanta

U narednom primeru �emo izraqunati Vandermondovu6 determinantu
(determinantu Vandermondove matrice), a zatim �emo dati par primena
ove determinante.

Zadatak 7.40. U zavisnosti od realnih parametara xi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost Vandermondove determinante

W (x1, x2, . . . , xn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn−2
1 xn−2

2 . . . xn−2
n

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Mo�emo pokuxati da prvu kolonu oduzmemo od ostalih i
napravimo nule u prvoj vrsti. Me�utim, time bismo u ostatku determinante
dobili koeficijente xj

i −xj
1 sa kojima da	e ne mo�emo nixta da uradimo.

Zato �emo pokuxati da ovu determinantu izraqunamo nekim drugim
medotom.

6Alexandre-Théophile Vandermonde (1735. - 1796.), francuski matematiqar, hemiqar
i muziqar
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Iskoristi�emo ideju iz Zadatka 7.34 sa oduzima�em uzastopnih vrsta
i dobiti da je Vandermondova detereminanta jednaka

W (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn−2
1 xn−2

2 . . . xn−2
n / (−x1)

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn−3
1 xn−3

2 . . . xn−3
n / (−x1)

xn−2
1 xn−2

2 . . . xn−2
n

0 xn−2
2 (x2 − x1) . . . xn−2

n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn−4
1 xn−4

2 . . . xn−4
n / (−x1)

xn−3
1 xn−3

2 . . . xn−3
n

0 xn−3
2 (x2 − x1) . . . xn−3

n (xn − x1)
0 xn−2

2 (x2 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · · =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
0 x2 − x1 . . . xn − x1

0 x2 (x2 − x1) . . . xn (xn − x1)
...

...
. . .

...

0 xn−3
2 (x2 − x1) . . . xn−3

n (xn − x1)
0 xn−2

2 (x2 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x3 − x1 . . . xn − x1

x2 (x2 − x1) x3 (x3 − x1) . . . xn (xn − x1)
x2
2 (x2 − x1) x2

3 (x3 − x1) . . . x2
n (xn − x1)

...
...

. . .
...

xn−3
2 (x2 − x1) xn−3

3 (x3 − x1) . . . xn−3
n (xn − x1)

xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

n∏
j=2

(xj − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x2 x3 . . . xn

x2
2 x2

3 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn−3
2 xn−3

3 . . . xn−3
n

xn−2
2 xn−2

3 . . . xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
j=2

(xj − x1)W (x2, x3, . . . , xn)

Ponav	a�em ovog postupka dobijamo da je

W (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
j=2

(xj − x1)W (x2, x3, . . . , xn)

=

n∏
j=2

(xj − x1)

n∏
j=3

(xj − x2)W (x3, x4, . . . , xn)

=

n∏
j=2

(xj − x1)

n∏
j=3

(xj − x2)

n∏
j=4

(xj − x3)W (x4, x5, . . . , xn)

=

3∏
i=1

n∏
j=i+1

(xj − xi)W (x4, x5, . . . , xn)

=

4∏
i=1

n∏
j=i+1

(xj − xi)W (x5, x6, . . . , xn)

= · · · =
n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

(xj − xi)W (xn)︸ ︷︷ ︸
=|1|

=
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi) .

Zadatak 7.41. U zavisnosti od realnih parametara xi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 + 1 x2

1 + x1 . . . xn−1
1 + xn−2

1

1 x2 + 1 x2
2 + x2 . . . xn−1

2 + xn−2
2

...
...

...
. . .

...
1 xn + 1 x2

n + xn . . . xn−1
n + xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Rexe�e. Oduzima�em uzastopnih kolona ovu determinantu mo�emo
svesti na Vandermondovu:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 + 1 x2

1 + x1 . . . xn−1
1 + xn−2

1

1 x2 + 1 x2
2 + x2 . . . xn−1

2 + xn−2
2

...
...

...
. . .

...
1

/(−1)

xn + 1 x2
n + xn . . . xn−1

n + xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 + x1 . . . xn−1
1 + xn−2

1

1 x2 x2
2 + x2 . . . xn−1

2 + xn−2
2

...
...

...
. . .

...
1 xn

/(−1)

x2
n + xn . . . xn−1

n + xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · · =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2
n . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= W (x1, x2, . . . , xn) =

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi) ,

pri qemu smo na kraju iskoristili da je det
(
AT
)
= detA.

Zadatak 7.42. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
1 8 27 . . . n3

1 32 243 . . . n5

...
...

...
. . .

...
1 22n−1 32n−1 . . . n2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Ova determinanta podse�a na Vandermondovu (doduxe
transponovanu, ali to nema nikakvog efekta o qemu smo ve� priqali
u prethodnom zadatku). Izvlaqe�em skalara 2 iz druge kolone, 3 iz tre�e,
itd. dobi�emo determinantu koja u i-toj koloni ima parne stepene i.
Ukoliko te parne stepene interpretiramo kao stepene i2 dobi�emo da je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
1 8 27 . . . n3

1 32 243 . . . n5

...
...

...
. . .

...
1 22n−1 32n−1 . . . n2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 4 9 . . . n2

1 16 81 . . . n4

...
...

...
. . .

...
1 22n−2 32n−2 . . . n2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!W

(
1, 4, 9, . . . , n2

)
= n!

∏
1⩽i<j⩽n

(
j2 − i2

)



7.7. VANDERMONDOVA DETERMINANTA 157

= n!

n∏
j=2

(
j−1∏
i=1

(j − i)

)(
j−1∏
i=1

(j + i)

)
.

Ukoliko u proizvodima po i uvedemo smenu k = j − i i k = j + i, redom,
prethodni izraz postaje

n∏
j=2

j

(
j−1∏
k=1

k

) 2j−1∏
k=j+1

k

 =

n∏
j=2

(
2j−1∏
k=1

k

)
=

n∏
j=2

(2j − 1)! = 3! 5! 7! . . . (2n− 1)!.

Alternativni naqin da se zapixe prethodni rezultat je
6︸︷︷︸

=2·3

n−1 20︸︷︷︸
=4·5

n−2 . . . ((2n− 4)(2n− 3))2(2n− 2)(2n− 1).

U sluqaju n = 1 podrazumevamo da su prazni proizvodi
∏

1⩽i<j⩽n

i
n∏

j=2

jednaki 1 (tj. neutralu za mno�e�e).

Zadatak 7.43. U zavisnosti od realnih parametara xi, 1 ⩽ i ⩽ n,
izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + 1 x2 + 1 . . . xn + 1
x2
1 + 1 x2

2 + 1 . . . x2
n + 1

x3
1 + 1 x3

2 + 1 . . . x3
n + 1

...
...

. . .
...

xn
1 + 1 xn

2 + 1 . . . xn
n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Pouqeni Zadatkom 7.41 znamo da kada bismo imali vrstu
(kolonu) jedinica mogli bismo ovu determinantu svesti na Vandermondovu.
Zato �emo vextaqki umetnuti jednu vrstu sa jedinicama tako xto
primenimo Laplasov razvoj ,,unazad\ (i dakle pove�amo red determinante
za jedan). Time dobijamo

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + 1 x2 + 1 . . . xn + 1
x2
1 + 1 x2

2 + 1 . . . x2
n + 1

x3
1 + 1 x3

2 + 1 . . . x3
n + 1

...
...

. . .
...

xn
1 + 1 xn

2 + 1 . . . xn
n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 x1 + 1 x2 + 1 . . . xn + 1
1 x2

1 + 1 x2
2 + 1 . . . x2

n + 1
1 x3

1 + 1 x3
2 + 1 . . . x3

n + 1
...

...
...

. . .
...

/(−1)

1 xn
1 + 1 xn

2 + 1
. . .
. . . xn

n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 . . . −1
1 x1 x2 . . . xn

1 x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
. . .

...
1 xn

1 xn
2 . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 . . . 1
1 x1 x2 . . . xn

1 x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
. . .

...
1 xn

1 xn
2 . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Vidimo da nam sada smeta koeficijent −1 na mestu (1, 1). Kada bi tu
bilo 1, imali bismo Vandermondovu determinantu (jer prva kolona sadr�i
stepene jedinice). Zato �emo primeniti poznati trik i Zadatka 7.37 kojim
�emo prethodnu determinantu zapisati kao zbir jedne Vandermondove
determinante i jedne determinante koja ima veliki broj nula. Dakle,
tra�ena determinanta je jednaka

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− 2 1 + 0 1 + 0 . . . 1 + 0
1 x1 x2 . . . xn

1 x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
. . .

...
1 xn

1 xn
2 . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 x1 x2 . . . xn

1 x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
. . .

...
1 xn

1 xn
2 . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 0 0 . . . 0
1 x1 x2 . . . xn

1 x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

...
. . .

...
1 xn

1 xn
2 . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −W (1, x1, x2, . . . , xn) + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

n∏
j=1

(xj − 1)

j−1∏
i=1

(xj − xi) + 2

n∏
k=1

xk W (x1, x2, . . . , xn)

= −
n∏

k=1

(xk − 1)
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi) + 2

n∏
k=1

xk

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

=
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

(
2

n∏
k=1

xk −
n∏

k=1

(xk − 1)

)
.



Glava 8

Sopstveni potprostori

Za linearni operator L : V −→ V vektorskog prostora V su nam posebno
zanim	ivi vektori v ∈ V koji se slikaju na sebe ili ,,skoro na sebe\.

Definicija 8.1. Neka je V vektorski prostor nad po	em F i
L : V −→ V �egov linearni operator. Ukoliko postoje nenula vektor
v ∈ V \{O} i skalar λ ∈ F za koje va�i Lv = λv ka�emo da je λ sopstvena
vrednost linearnog operatora L, a v sopstveni vektor operatora L (za
sopstvenu vrednost λ).

Uslov iz prethodne definicije je ekvivalentan sa (L − λ1)v = O, tj.
v ∈ Ker(L− λ1), gde je 1 : V −→ V identiqko preslikava�e.

Teorema 8.2. Neka je V vektorski prostor nad po	em F , L : V −→ V
�egov linearni operator i λ sopstvena vrednost tog operatora. Skup
Ker(L − λ1) (svih sopstvenih vektora za sopstvenu vrednost λ sa
nula-vektorom) je vektorski potprostor prostora V .

Definicija 8.3. Neka je V vektorski prostor nad po	em F i
L : V −→ V �egov linearni operator. Skup Ker(L− λ1) zovemo sopstveni
potprostor linearnog operatora L za sopstvenu vrednost λ.

Napomi�emo da nula-vektor nije sopstveni vektor (ni za jednu
sopstvenu vrednost), ali jeste element sopstvenog potprostora (za svaku
sopstvenu vrednost). Za ostale vektore prefiks sopstveni znaqi isto xto
i element odgovaraju�eg sopstvenog potprostora.

Znamo da je vektorski prostor linearnih preslikava�a konaqno
dimenzionalnog prostora izomorfan sa vektorskim prostorom matrica.
Specijalno, linearnim operatorima konaqno dimenzionalnog prostora
odgovara vektorski prostor kvadratnih matrica. Zato �emo imati
identiqnu priqu i na jeziku matrica.

159
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Definicija 8.4. Neka je A ∈ Mn(F ) kvadratna matrica. Ukoliko
postoje nenula vektor v ∈ Fn \ {O} i skalar λ ∈ F za koje va�i Av = λv
ka�emo da je λ sopstvena vrednost matrice A, a v sopstveni vektor
matrice A (za sopstvenu vrednost λ). Skup Ker(A−λE) (svih sopstvenih
vektora za sopstvenu vrednost λ sa nula-vektorom) zovemo sopstveni
potprostor matice A za sopstvenu vrednost λ.

Slede�a teorema pokazuje jedno bitno svojstvo sopstvenih vektora.

Teorema 8.5. Sopstveni vektori iste matrice (istog linearnog
operatora) koji odgovaraju me�usobno razliqitim sopstvenim
vrednostima su linearno nezavisni.

Posledica ovog tvr�e�a je da su sopstveni potprostori me�usobno
disjunktni, pa �e �ihova suma biti direktna. Dakle, nax poqetni
vektorski prostor V sadr�i direktnu sumu

⊕
λ

Ker(L − λ1). (I analogno,

Fn sadr�i direktnu sumu
⊕
λ

Ker(A− λE).)

Poqe�emo sa odre�iva�em sopstvenih vredosti i vektora matrica jer je
to tehniqki jednostavnije od analogne priqe sa operatorima.

8.1 Karakteristiqni polinom matrice i
linearnog operatora

Sopstvenu vrednost λ matrice A ∈ Mn(F ) smo definisali zahtevom da

matiqna jednaqina (A−λE)v = O (po promen	ivoj v =

 x1

...
xn

 ∈ Fn) ima

bar jedno nenula rexe�e. Drugim reqima tra�imo da sistem linearnih

jednaqina (A − λE)v = O ima bar dva rexe�a (jer je nula-vektor

 0
...
0


uvek rexe�e homogenog sistema). Prema Kramerovom pravilu to znaqi da
determinanta ovog sistema det(A−λE) mora biti jednaka nuli. (Preostali
uslovi iz Kramerovog pravila, da je determinanta po svim promen	ivim
jednaka nuli, su trivijalno ispu�eni jer svaka od tih determinanti sada
sadr�i nula-kolonu.)

Definicija 8.6. Neka je A ∈ Mn(F ) kvadratna matrica. Polinom
det(A − λE) po promen	ivoj λ zovemo karakteristiqi polinom matrice
A i oznaqavamo sa χA(λ).

Prethodno razmatra�e nas dovodi do slede�eg tvr�e�a.
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Teorema 8.7. Neka je A ∈ Mn(F ) kvadratna matrica. Skalar λ ∈ F
je sopstvena vrednost matrice A ako i samo ako je nula (koren) �enog
karakteristiqnog polinoma χA(λ).

Iz definicije je jasno da za karakteristiqni polinom χA, za
A ∈ Mn(F ), va�i slede�e:

• vode�i koeficijent (koeficijent uz λn) jednak (−1)n,

• koeficijent uz λn−1 jednak (−1)n−1 TrA,

• slobodni qlan (koeficijent uz 1) jednak χA(0) = detA.

Zadatak 8.8. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene potprostore

matrice A =

 −2 −3 −3
−5 4 −5
11 3 12

.
Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je

χA(λ) =det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 −3
−5 4− λ −5
1

/(−1)

1 3 12− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 −1 + λ
−5 4− λ 0
11 3 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
9− λ 0 0
−5 4− λ 0
11 3 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=− (λ− 1)(−λ+ 4)(−λ+ 9) = −(λ− 1)(λ− 4)(λ− 9),

xto znaqi da su sopstvene vrednosti matrice A upravo 1, 4 i 9.

Odredimo sada sopstvene potprostore matrice A. Poqe�emo sa
sopstvenom vrednox�u λ = 1. Ona odgovara sopstvenom potprostoru

Ker(A− E) koji sadr�i rexe�a v =

 x
y
z

 sistema

(A− E)v =

 −3 −3 −3
−5 3 −5
11 3 11

 x
y
z

 =

 0
0
0


odnosno

−3x − 3 y − 3z = 0

−5x + 3y − 5z = 0
11x + 3y + 11z = 0

−3x − 3y − 3z = 0
/
· 13

−8x − 8z = 0
/
· 18

8x + 8z = 0
x + y + z = 0
x + z = 0
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Dakle, y = 0 i z = −x, pa je

Ker(A− E) =


 α

0
−α

∣∣∣∣∣∣ α ∈ R

 = L

 1
0
−1

 .

Sliqno, za sopstvenu vrednost λ = 4 sopstveni potprostor Ker(A− 4E)
sadr�i rexe�a sistema

(A− 4E)v =

 −6 −3 −3
−5 0 −5
11 3 8

 x
y
z

 =

 0
0
0

 .

odnosno
−6x − 3y − 3z = 0

/(
− 1

3

)
−5x − 5z = 0

/(
− 1

5

)
11x + 3y + 8z = 0
2x + y + z = 0
x + z = 0

0 = 0

Dakle,

Ker(A− 4E) =


 α

−α
−α

∣∣∣∣∣∣ α ∈ R

 = L

 1
−1
−1

 .

I na kraju, sopstveni potprostor Ker(A− 9E) sadr�i rexe�a sistema

(A− 9E)v =

 −11 −3 −3
−5 −5 −5
11 3 3

 x
y
z

 =

 0
0
0

 .

tj.
x + y + z = 0 /(−3)

11x + 3y + 3z = 0
x + y + z = 0
8x = 0

qije je rexe�e

Ker(A− 9E) =


 0

α
−α

∣∣∣∣∣∣ α ∈ R

 = L

 0
1
−1

 .

Naglaxavamo da tri kvadratna sistema koja smo rexavali u prethodnom
zadatku moraju imati vixe od jednog rexe�a. Da smo dobili jedno ili
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nijedno rexe�e to bi znaqilo da smo pogrexili u raqunu prilikom
odre�iva�a sopstvenih vrednosti ili prilikom rexava�a pomenutih
sistema.

Ovde smo prvo koristili Kramerovo pravilo da detektujemo vrednosti
λ za koje sistem ima vixe od jednog rexe�a, a zatim smo za te vrednosti
parametra λ sistem rexavali drugim (Gausovim) metodom (jer u ovom
sluqaju Kramerovo pravilo ne daje odgovor).

Zadatak 8.9. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene potprostore

matrice A =

 4 −5 −6
−2 7 6
2 −5 −4

.
Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A mo�emo izraqunati na
sliqan naqin kao u prethodnom zadatku. Ali da bismo pokazali nexto
novo izraquna�emo ga Sarusovim pravilom

χA(λ) =det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
4− λ −5 −6
−2 7− λ 6
2 −5 −4− λ

∣∣∣∣∣∣
4− λ −5
−2 7− λ
2 −5

=(7− λ)
(
λ2 − 16

)
− 60− 60 + 12(7− λ) + 30(4− λ) + 10(4 + λ)

=− λ3 + 7λ2 − 16λ+ 12 = −
(
λ3 − 7λ2 + 16λ− 12

)
.

Sada treba odrediti korene ovog polinoma. (To je razlog zaxto obiqno
izbegavamo direktnu primenu Sarusovog pravila.) Prema Bezuovom1 stavu
ukoliko karakteristiqini polinom χA ima celobrojne nule one mogu biti
jedino ±1, ±2, ±3, ±4, ±6 ili ±12. Direktnom proverom vidimo da je 2
koren polinoma χA. De	e�em χA(λ) sa λ− 2 dobijamo da je

χA(λ) = −(λ− 2)
(
λ2 − 5λ+ 6

)
= −(λ− 2)2(λ− 3),

pri qemu smo u posled�em koraku koristili formulu za korene kvadratne
jednaqine ili Vijetova2 pravila.

Odredimo sada sopstvene potprostore matrice A. Sopstveni potprostor

Ker(A− 2E) sadr�i rexe�a v =

 x
y
z

 sistema

(A− 2E)v =

 2 −5 −6
−2 5 6
2 −5 −6

 x
y
z

 =

 0
0
0


koji je ekvivalentan jednaqini

2x− 5y − 6z = 0.

1Étienne Bézout (1730. - 1783.), francuski matematiqar
2François Viéte (1540. - 1603.), francuski matematiqar, astronom i advokat
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Dakle,

Ker(A− 2E) =


 5

2α+ 3β
α
β

∣∣∣∣∣∣ α, β ∈ R

 = L

 5
2
0

 ,

 3
0
1

 .

Sliqno, za sopstvenu vrednost λ = 3 sopstveni potprostor Ker(A− 3E)
sadr�i rexe�a sistema

x − 5y − 6z = 0 / · 2 /(−2)
−2x + 4y + 6z = 0
2x − 5y − 7z = 0
x − 5y − 6z = 0

− 6y − 6z = 0
/(

− 1
6

)
5y + 5z = 0

Dakle, z = −y, y = −x i

Ker(A− 3E) =


 α

−α
α

∣∣∣∣∣∣ α ∈ R

 = L

 1
−1
1

 .

Primetimo da smo u prethodna dva zadatka dobili
da je Ker(A− E)⊕Ker(A− 4E)⊕Ker(A− 9E) ⩽ R3, odnosno
Ker(A− 2E)⊕Ker(A− 3E) ⩽ R3. U oba sluqaja �e va�iti i jednakost jer
su u pita�u vektorski prostori iste dimenzije. Ova jednakost je oqekivana
u prvom navedenom primeru jer imamo tri razliqite sopstvene vrednosti
a svaki sopstveni potprostor je (po definiciji) dimenzije bar jedan. Sa
druge strane, deluje da je jednakost u drugom primeru sluqajnost (jer nije
bilo razloga da oqekujemo da �e Ker(A − 2E) biti dvodimenzionalan).
Uskoro �emo videti od qega zavisi da li �e direktna suma sopstvenih
potprostora ispuniti ceo prostor ili ne.

Vratimo se sada na priqu sa operatorima. Neka je L : V −→ V linearni
operator vektorskog prostora V konaqne dimenzije n nad po	em F . I neka
je v ∈ V \ {O} sopstveni vektor operatora L za sopstvenu vrednost λ ∈ F .
Ukoliko je e = {e1, . . . , en} proizvo	na baza V , iz Lv = λv sledi da je

[L]e[v]e = [Lv]e = [λv]e = λ[v]e.

Posled�a jednakost ka�e da je kolona [v]e ∈ Fn sopstveni vektor matrice

[L]e za sopstvenu vrednost λ. I obrnuto, ako je x =

 x1

...
xn

 ̸= O sopstveni

vektor matrice [L]e za sopstvenu vrednost µ, sliqno se pokazuje da je
v = x1e1 + · · ·+ xnen sopstveni vektor linearnog operatora L. Dakle,
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Teorema 8.10. Neka je L : V −→ V linearni operator vektorskog
prostora V konaqne dimenzije n nad po	em F sa bazom e, i neka je λ ∈ F
proizvo	an skalar. Vektor v ∈ V \ {O} je sopstveni vektor operatora L
za sopstvenu vrednost λ ako i samo ako je vektor [v]e ∈ Fn\{O} sopstveni
vektor matrice [L]e za sopstvenu vrednost λ.

Specijalno, to znaqi da sopstvene vrednosti linearnog operatora L (tj.
matrice [L]e) mo�emo na�i kao korene karakteristiqnog polinoma χ[L]e .

Pretpostavimo sada da je f neka druga baza vektorskog prostora V .
Pita�e je u kakvoj su vezi karakteristiqni polinomi χ[L]e i χ[L]f , tj. da

li karakteristiqni polinom zavisi od izbora baze? Iz [L]f = P−1
e,f [L]ePe,f

dobijamo da je

χ[L]f (λ) = det ([L]f − λE) = det
(
P−1
e,f [L]ePe,f − λE

)
= det

(
P−1
e,f [L]ePe,f − λP−1

e,f Pe,f

)
= det

(
P−1
e,f ([L]e − λE)Pe,f

)
=

1

det (Pe,f )
det ([L]e − λE) det (Pe,f ) = χ[L]e(λ),

po Bine{Koxijevoj teoremi. Dakle, nema potrebe naglaxavati koja je baza
u pita�u.

Definicija 8.11. Neka je L : V −→ V linearni operator konaqno
dimenzionalnog prostora V i neka je e �egova proizvo	na baza. Polinom
χ[L]e �emo zvati karakteristiqni polinom linearnog operatora L i
oznaqavati sa χL.

Kako je izbor baze nebitan najpraktiqnije je raditi sa kanonskom bazom.

Zadatak 8.12. Odrediti sve sopstvene vrednosti i sopstvene
potprostore linearnog operatora

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p(1)g − p,

gde je g(x) = 1 + 2x+ x2 ∈ R3[x].

Rexe�e. Odredimo najpre matricu operatora L u kanonskoj bazi
e =

{
1, x, x2

}
. Iz L1 = 2x + x2, Lx = 1 + x + x2 i Lx2 = 1 + 2x sledi

da je

[L]e =

 0 1 1
2 1 2
1 1 0

 .
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Karakteristiqni polinom linearnog operatora L je

χL(λ) =det ([L]e − λE) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1 /(−1)

2 1− λ 2
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1
2 1− λ 2

1 + λ 0 − 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1
4 1− λ 2
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=(−1− λ)

∣∣∣∣ 1− λ 1
4 1− λ

∣∣∣∣ = −(λ+ 1)
(
(λ− 1)2 − 4

)
=− (λ+ 1)2(λ− 3).

Sopstvene vrednosti linearnog operatora L su −1 i 3. Sopstvene
vektore p ∈ R3[x] za sopstvenu vrednost λ = −1 tra�imo iz uslova

L(p)(x) = −p(x) + p(1)g = −p(x),

xto se svodi na p(1) = 0 (jer g nije nula-polinom). Zato je sopstveni
potprostor

Ker(L+ 1) =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(1) = 0
}
= L

(
1− x, 1− x2

)
.

I sliqno, sopstvene vektore p(x) = a + bx + cx2 ∈ R3[x] za sopstvenu
vrednost 3 tra�imo iz uslova

L(p) = p(1)g − p = 3p, tj. p(1)g = 4p,

koji se svodi na sistem jednaqina

a+ b+ c = 4a
2(a+ b+ c) = 4b

a+ b+ c = 4c

Oqigledno je rexe�e ovog sistema c = a i b = 2a, pa je

Ker(L− 3 · 1) =
{
a
(
1 + 2x+ x2

) ∣∣ a ∈ R
}
= L

(
1 + 2x+ x2

)
.

Drugi naqin da se ovo uradi (ili mo�da bo	e re�i drugi zapis) jeste
da prvo izraqunamo sopstvene potpostore matrice [L]e, a zatim odredimo
vektore qije su to koordinate u kanonskoj bazi e. Prvo, jasno je da se sistem

([L]e + E) v =

 1 1 1
2 2 2
1 1 1

 α
β
γ

 =

 0
0
0


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svodi na samo jednu jednaqinu qije je rexe�e

Ker ([L]e + E) = L

 1
−1
0

 ,

 1
0
−1

. Drugi sopstveni potprostor

dobijamo iz sistema

−3a + b + c = 0
2a − 2b + 2c = 0
a + b − 3c = 0

qije je rexe�e Ker ([L]e − 3E) = · · · = L

 1
2
1

. Odavde se lako mo�e

proqitati da je

Ker(L+ 1) = L
(
1− x, 1− x2

)
i Ker(L− 3 · 1) = L

(
1 + 2x+ x2

)
.

8.2 Teorema Kejli{Hamiltona

Da bismo formulisali Teoremu Kejli3{Hamiltona4 potrebno je da
znamo xta je polinom od matrice (linearnog operatora).

Prvo, za kvadratne matrice A imamo definisane stepene Ak. Zatim
imamo definisano mno�e�e skalarom i sabira�e αAk i βAl. To znaqi da
imamo i polinome od matrice. Neka je p(x) = αkx

k+αk−1x
k−1+· · ·+α1x+α0

polinom iz F [x] i neka je A matrica iz Mn(F ), imamo vrednost polinoma
p u matrici A definisanu sa

p(A) := αkA
k + αk−1A

k−1 + · · ·+ α1A+ α0E.

Naglaxavamo da uz slobodni qlan dodajemo jediniqnu matricu (kao nulti
stepen matrice A).

Zadatak 8.13. Izraqunati p(A) ako je

a) A =

(
3 −2
5 1

)
i p(x) = x3 + x2 + 3x+ 4.

b) A =

 −3 0 4
0 −1 0
−2 7 3

 i p(x) = −x3 + 2x2 + x− 5.

3Arthur Cayley (1821. - 1895.), britanski matematiqar
4Sir William Rowan Hamilton (1805. - 1865.), irski matematiqar, fiziqar i astronom
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Rexe�e. a) Direktnim raqunom dobijamo da je

p(A) =A3 +A2 + 3A+ 4

=

(
3 −2
5 1

)(
3 −2
5 1

)(
3 −2
5 1

)
+

(
3 −2
5 1

)(
3 −2
5 1

)
+ 3

(
3 −2
5 1

)
+ 4

(
1 0
0 1

)
=

(
−43 −6
15 −49

)
+

(
−1 −8
20 −9

)
+

(
9 −6
15 3

)
+

(
4 0
0 4

)
=

(
−31 −20
50 −51

)
.

b) Sliqno,

p(A) =−A3 + 2A2 +A− 5

=−

 −3 0 4
0 −1 0
−2 7 3

3

+ 2

 −3 0 4
0 −1 0
−2 7 3

2

+

 −3 0 4
0 −1 0
−2 7 3


− 5

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


=−

 −3 −28 4
0 −1 0
−2 −7 3

+ 2

 1 28 0
0 1 0
0 14 1

+

 −3 0 4
0 −1 0
−2 7 3


+

 −5 0 0
0 −5 0
0 0 −5


=

 −3 84 0
0 −3 0
0 42 −3

 .

Imamo analognu priqu i na jeziku operatora. I kod operatora imamo
definisano sabira�e i mno�e�e skalarom, a stepen operatora je u stvari
kompozicija Lk := L ◦ · · · ◦ L︸ ︷︷ ︸

k

. Neka je p(x) = αkx
k+αk−1x

k−1+· · ·+α1x+α0

polinom iz F [x] i neka je L linearni operator nekog vektorskog prostora
nad po	em F , imamo vrednost polinoma p u operatoru L definisanu sa

p(L) := αkL
k + αk−1L

k−1 + · · ·+ α1L+ α01.

Naglaxavamo da uz slobodni qlan dodajemo identiqki operator 1 (kao
nulti stepen operatora L).
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Zadatak 8.14. Izraqunati operator p(L) ako je

a) L : R3 −→ R3, L(a, b, c) = (a− b, 2b+ c, a+ b+ c) i p(x) = x2 − 3x+ 1.

b) L : R3[x] −→ R3[x], L
(
a+ bx+ cx2

)
= (−3a+ 4c)− bx+ (−2a+ 7b+ 3c)x2

i p(x) = −x3 + 2x2 + x− 5.

Rexe�e. a) Izraqunajmo najpre

L2(a, b, c)

= (L ◦ L)(a, b, c) = L(a− b, 2b+ c, a+ b+ c)

= ((a− b)− (2b+ c), 2(2b+ c) + (a+ b+ c), (a− b) + (2b+ c) + (a+ b+ c))

= (a− 3b− c, a+ 5b+ 3c, 2a+ 2b+ 2c).

Linearni operator p(L) je dat sa

p(L)(a, b, c) =
(
L2 − 3L+ 1

)
(a, b, c) = L2(a, b, c)− 3L(a, b, c) + 1(a, b, c)

=(a− 3b− c, a+ 5b+ 3c, 2a+ 2b+ 2c)

− 3(a− b, 2b+ c, a+ b+ c) + (a, b, c)

=(−a+ b, a,−a− b).

b) Ovde treba biti pa�	iv i ne mexati polinome kao vektore vektorskog
prostora R3[x] i polinom koji prime�ujemo na operator L. Prvo, imamo da
je

L2
(
a+ bx+ cx2

)
= L

(
(−3a+ 4c)− bx+ (−2a+ 7b+ 3c)x2

)
= (a+ 28b) + bx+ (14b+ c)x2

i

L3
(
a+ bx+ cx2

)
= L

(
(a+ 28b) + bx+ (14b+ c)x2

)
= (−3a− 28b+ 4c)− bx+ (−2a− 7b+ 3c)x2.

Sledi,(
−L3 + 2L2 + L− 5 · 1

) (
a+ bx+ cx2

)
= −

(
(−3a− 28b+ 4c)− bx+ (−2a− 7b+ 3c)x2

)
+ 2

(
(a+ 28b) + bx+ (14b+ c)x2

)
+
(
(−3a+ 4c)− bx+ (−2a+ 7b+ 3c)x2

)
− 5

(
a+ bx+ cx2

)
= (−3a+ 84b)− 3bx+ (42b− 3c)x2.

Drugi naqin da se ovo uradi jeste da prvo odredimo matricu

[L]e =

 −3 0 4
0 −1 0
−2 7 3

 linearnog operatora L u kanonskoj bazi e. Zatim

izraqunamo polinom
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p ([L]e) = −[L]3e + 2[L]2e + [L]e − 5E =

 −3 84 0
0 −3 0
0 42 −3


(xto smo ve� uradili u Zadatku 8.14.b)) i iskoristimo qi�enicu da je

[p(L)]e = −
[
L3 + 2L2 + L− 5 · 1

]
e
= −[L]3e + 2[L]2e + [L]e − 5E = p ([L]e) .

Dakle, p(L) je linearni operator koji u kanonskoj bazi ima matricu −3 84 0
0 −3 0
0 42 −3

, odnosno
p(L)

(
a+ bx+ cx2

)
= (−3a+ 84b)− 3bx+ (42b− 3c)x2.

Zadatak 8.15. Neka je L linearni operator i neka su p i q polinomi.
Pokazati da va�i p(L) ◦ q(L) = q(L) ◦ p(L).

Rexe�e. Neka je p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n =

n∑
i=0

aix
i i q(x) =

m∑
j=0

bjx
j .

Tada je

p(L) ◦ q(L) =

(
n∑

i=0

aiL
i

)
◦

 m∑
j=0

bjL
j

 =

n∑
i=0

aiL
i ◦

 m∑
j=0

bjL
j

 , (8.16)

gde je L0 = 1. Pritom smo u posled�oj jednakosti koristili da je
(αf + βg) ◦ h = αf ◦ h+ βg ◦ h, za sve funkcije f , g i h. Ovo sledi direktno
iz definicije sabira�a funkcija i mno�e�a skalarom jer je

((αf + βg) ◦ h)(x) = (αf + βg)(h(x)) = αf(h(x)) + βg(h(x))

= (αf ◦ h+ βg ◦ h)(x).

Ukoliko bismo �eleli da uradimo istu stvar i sa drugom zagradom u (8.16)
trebala bi nam analogna jednakost f◦(αg+βh) = αf◦g+βf◦h. Ova jednakost
va�i samo ukoliko je funkcija f linearna. U tom sluqaju je

(f ◦ (αg + βh))(x) = f((αg + βh)(x)) = f(αg(x) + βh(x))

= αf ◦ g(x) + βf ◦ h(x) = (αf ◦ g + βf ◦ h)(x).

Ovim (8.16) postaje

n∑
i=0

ai

m∑
j=0

bjL
i ◦ Lj =

n∑
i=0

ai

m∑
j=0

bjL
i+j =

m∑
j=0

bj

n∑
i=0

aiL
j ◦ Li. (8.17)

Posled�i izraz se na identiqan naqin svodi na q(L) ◦ p(L).
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Rexe�e prethodnog zadatka nam govori i vixe. Za proizvo	ne

polinome p(x) =
n∑

i=0

aix
i i q(x) =

m∑
j=0

bjx
j mo�emo definisati �ihov

proizvod sa (pq)(x) :=
n+m∑
k=0

 ∑
0⩽i⩽n
0⩽j⩽m
i+j=k

aibj

xk (xto do sada nismo formalno

uradili). Tada nam (8.17) ka�e da �e va�iti (pq)(L) = p(L) ◦ q(L)
(uz napomenu da ovo va�i samo za linearne operatore L, ne i
za proizvo	na preslikava�a). Odatle indukcijom sledi da va�i i(

n∏
i=1

pi

)
(L) = p1(L) ◦ p2(L) ◦ · · · ◦ pn(L), za sve n. Naravno, sve reqeno va�i

i ukoliko linearni operator L zamenimo kvadratnom matricom A. To
�e nam uskoro biti od velike pomo�i prilikom odre�iva�a minimalnog
polinoma matrica i linearnih operatora.

Zadatak 8.18. Neka je A kvadratna matrica takva da je −2 sopstvena
vrednost matrice A2 − 2A. Pokazati da je −4 sopstvena vrednost
matrice A4.

Rexe�e. Ako je v ̸= 0 sopstveni vektor matrice A2 − 2A za sopstvenu
vrednost −2. Tada iz

(
A2 − 2A

)
v = −2v sledi A2v = 2(A− E)v i

A4v = A2
(
A2v

)
= A2(2(A− E))v = 2(A3 −A2)v = 2(A− E)A2v

= 2(A− E) · 2(A− E)v = 4(A− E)2v.

Sada iz Zadatka 6.5 (jer je A(−E) = −A = (−E)A) sledi da je

A4v = 4
(
A2 − 2A+ E

)
v = 4(2(A− E)v + (−2A+ E)v) = 4(−E)v = −4v.

Drugim reqima, skup Ker
(
A4 + 4E

)
je netrivijalan, pa je −4 sopstvena

vrednost matrice A4.

Sada kada znamo xta je vrednost polinoma u matrici (linearnom
operatoru) mo�emo formulisati quvenu Kejli{Hamiltonovu teoremu. Za
potrebe te teoreme podrazumeva�emo da je po	e skalara F jednako R ili C
ili takvo da se karakteristiqni polinom matrice A (linearnog operatora
L) mo�e rastaviti na linearne faktore. Kako �e u svim zadacima ovaj
uslov biti trivijalno ispu�en to nada	e ne�emo naglaxavati.

Teorema 8.19. (1) (Teorema Kejli{Hamiltona za matrice) Za
proizvo	nu kvatratnu matricu A va�i χA(A) = O.

(2) (Teorema Kejli{Hamiltona za linearne operatore) Za proizvo	an
linearni operator L konaqno dimenzionalnog vektorskog prostora
va�i χL(L) = O.
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Drugim reqima, svaka matrica (linearni operator) je koren svog
karakteristiqnog polinoma.

Ovim smo pronaxli jedan polinom koji ponixtava matrica. Zapravo
to smo ve� i znali, kako je vektorski prostor matrica Mn(F ) dimenzije
n2, jasno je da matrice E,A, . . . , An moraju biti linearno zavisne, xto
daje jedan polinom stepena najvixe n2 qiji je koren matrica A. Ali
Teorema Kejli{Hamiltona tvrdi da postoji i polinom ,,mnogo ma�eg\
stepena n. Slede�e prirodno pita�e je da li je karakteristiqni polinom
zapravo polinom najma�eg stepena koji ponixtava matrica ili postoji
neki polinom jox ma�eg stepena?

Teorema 8.20. Neka je A ∈ Mn(F ) proizvo	na kvadratna matrica.
Postoji taqno jedan polinom p ∈ F [x] koji zadovo	ava slede�e tri
osobine:

(1) Polinom p je moniqan (tj. vode�i koeficijent mu je jedan).

(2) Matrica A ponixtava polinom p (tj. va�i p(A) = O).

(3) (∀q ∈ F [x]) q(A) = O ⇒ p|q (tj. (∃r ∈ F [x]) q = pr).

Definicija 8.21. Polinom p iz prethodne teoreme zovemo minimalni
polinom matrice A i oznaqavamo sa µA.

Iz ove definicije i Teoreme Kejli{Hamiltona sledi da minimalni
polinom µA deli karakteristiqni polinom χA. Specijalno, svaki prost
(nerastav	iv) delilac polinoma µA deli i polinom χA. Me�utim,
zanim	ivo je da va�i i obrnuto. O tome govori naredna teorema.

Teorema 8.22. Neka je χA = ±
k∏

i=1

pαi
i faktorizacija karakteristiqnog

polinoma na proste qinioce (gde su pi prosti polinomi i αi ∈ N). Tada

je µA =
k∏

i=1

pβi

i , gde je 1 ⩽ βi ⩽ αi, za sve 1 ⩽ i ⩽ k.

Dakle, minimalni polinom ima iste proste qinioce kao i
karakteristiqni polinom, samo eventualno ma�e vixestrukosti.

Minimalni polinom linearnog operatora se definixe analogno i
zadovo	ava analogna tvr�e�a.

Sada �emo prikazati nekoliko primena karakteristiqnog i
minimalnog polinoma. Iskoristi�emo matrice i operatore qije smo
karakteristiqne polinome ve� izraqunali.

Zadatak 8.23. Neka je A =

 −2 −3 −3
−5 4 −5
11 3 12

.
a) Pokazati da je matrica A invertibilna i izraqunati inverz A−1.
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b) Izraqunati stepen An, za sve n ∈ N.

v) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskog prostora
V = L

(
E,A,A2, A3, . . .

)
.

Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je

χA(λ) = −(λ− 1)(λ− 4)(λ− 9) = −λ3 + 14λ2 − 49λ+ 36,

xto smo ve� izraqunali u Zadatku 8.8.

a) Matrica A je invertibilna jer je detA = χA(0) = 36 ̸= 0. Prema Teoremi
Kejli{Hamiltona va�i χA(A) = −A3 + 14A2 − 49A+ 36E = 0, tj.

A(−A2 + 14A− 49E) = −A3 + 14A2 − 49A = −36E.

De	e�em ovog izraza sa −36 dobijamo inverz

A−1 =
1

36

(
A2 − 14A+ 49A

)
=

1

36

 −14 −15 −15
−65 16 −65
95 15 96

− 14

 −2 −3 −3
−5 4 −5
11 3 12


+49

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


=


7
4

3
4

3
4

5
36

1
4

5
36

− 59
36 − 3

4 − 23
36

 .

b) Iz χA(A) = −A3 + 14A2 − 49A+ 36E = 0 sledi da je

A3 = 14A2 − 49A+ 36E,

A4 = A
(
14A2 − 49A+ 36E

)
= 14A3 − 49A2 + 36A

= 14
(
14A2 − 49A+ 36E

)
− 49A2 + 36A,

... (8.24)

Ponav	a�em ovog postupka mo�emo zak	uqiti da su svi stepeni An

linearne kombinacije matrica E, A i A2. Samo treba odrediti skalare
u tim linearnim kombinacijama. U ovom trenutku ne vidimo neku
pravilnost na osnovu A3, A4, . . . .

Uze�emo polinom λn i podeliti ga karakteristiqnim polinomom χA(λ).
Dobi�emo neki koliqnik q(λ) i neki ostatak r(λ) (qiji je stepen ma�i od
stepena delioca χA, koji iznosi 3). Tada je

λn = χA(λ)q(λ) + aλ2 + bλ+ c,
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za neke skalare a, b, c ∈ R. Ali onda je

An = aA2 + bA+ cE,

po Kejli{Hamiltonovoj teoremi. Ovo smo suxtinski radili i u (8.24), samo
xto smo to malo drugaqije pisali.

Ostaje jox da odredimo koeficijente a, b i c. To �emo uraditi tako
xto me�amo λ sopstvenim vrednostima λ = 1, 4, 9. Svaka od �ih ponixtava
karakteristiqni polinom χA, te dobijamo sistem

a + b + c = 1
16a + 4b + c = 4n

81a + 9b + c = 9n

�egove determinante su

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
16 4 1
81 9 1

∣∣∣∣∣∣ = −120,

∆a =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
4n 4 1
9n 9 1

∣∣∣∣∣∣ = −5 + 8 · 4n − 3 · 9n,

∆b =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
16 4n 1
81 9n 1

∣∣∣∣∣∣ = 65− 80 · 4n + 15 · 9n,

∆c =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
16 4 4n

81 9 9n

∣∣∣∣∣∣ = −180 + 72 · 4n − 12 · 9n,

pa je

a =
5− 8 · 4n + 3 · 9n

120
,

b =
−65 + 80 · 4n − 15 · 9n

120
,

c =
180− 72 · 4n + 12 · 9n

120
.

Sada mo�emo izraqunati i

An = aA2 + bA+ cE = · · · =

 2− 4n 1− 4n 1− 4n

4n − 9n 4n 4n − 9n

−2 + 4n + 9n −1 + 4n −1 + 4n + 9n

 .

(8.25)

v) Iako je vektorski prostor V zadat preko beskonaqnog broja
generatora jasno je da on mora biti konaqne dimenzije kao potprostor
devetodimenzionalnog prostora M3(R).
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U prethodnom delu zadatka smo pokazali da je An ∈ L
(
E,A,A2

)
, za sve

n ∈ N. To znaqi da je skup
{
E,A,A2

}
generatrisa vektorskog prostora V .

Poka�imo da su ove tri matrice linearno nezavisne. To se mo�e uraditi
i direktnom proverom, ali je verovatno lakxe iskoristiti malo teorije.
Pretpostavimo da je αA2 + βA + γE = O, za neke skalare α, β, γ ∈ R.
Tada je polinom p(λ) = αλ2 + βλ+ γ de	iv polinomom µA (po definiciji
minimalnog polinoma). Sa druge strane, kako su sve nule karakteristiqnog
polinoma jednostruke po Teoremi 8.22 mora biti µA = −χA (jer je
minimalni polinom moniqan). Sada iz µA| p i deg p ⩽ 2 < 3 = degµA

sledi da je p nula-polinom, odnosno α = β = γ = 0. Dakle, skup
(
E,A,A2

)
je baza vektorskog prostora V , pa je dimV = 3.

Naglaxavamo da koeficijenti a, b i c i polinomi q i r koji se jav	aju u
prethodnom zadatku zavise od stepena n, pa je mo�da ispravnije (ali ma�e
pregledno) pisati an, bn, itd.

Prilikom odre�iva�a inverza smo imali de	e�e sa 36. Taj broj (do na
znak) predstav	a slobodan qlan u polinomu χA, a znamo da je slobodan
qlan jednak χA(0) = detA. Ovo de	e�e je potpuno oqekivano jer znamo da
je A−1 = 1

detA adjA.

Tako�e, primetimo i da smo prilikom odre�iva�a stepena u jednom
trenutku imali neke razlomke. To je oqekivano jer smo koeficijente a,
b i c tra�ili kao rexe�a sistema, a Kramerovo pravilo ka�e da �e ta
rexe�a qesto biti razlomci. Ipak, kraj�e rexe�e (8.25) mora imati sve
celobrojne koeficijente kao stepen matrice A koja je imala sve celobrojne
koeficijente.

Kao proveru, mo�emo zameniti n = 0, 1, 2 u (8.25) i uveriti se da zaista
dobijamo E,A,A2, redom.

Zadatak 8.26. Data je matrica A =

 4 −5 −6
−2 7 6
2 −5 −4

.
a) Izraqunati minimalni polinom matrice A.

b) Izraqunati inverz A−1.

v) Izraqunati stepen An, za sve n ∈ N.

Rexe�e. a) Karakteristiqni polinom

χA(λ) = −
(
λ3 − 7λ2 + 16λ− 12

)
= −(λ− 2)2(λ− 3)

smo izraqunali u Zadatku 8.9. Sada sa �im mo�emo ponoviti postupak
iz prethodnog zadatka za preostala dva dela zadatka. Me�utim, poxto
karakteristiqni polinom ima dvostruku nulu mogu�e je da minimalni
polinom ima ma�i stepen od degχA. Zato bi bilo praktiqnije da prvo
na�emo minimalni polinom µA, pa da onda radimo sa �im. (A ovo se i
svakako tra�i u zadatku.)
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Prema Teoremi 8.22 kandidati za minimalni polinom su
p(λ) = (λ− 2)(λ− 3) i q(λ) = (λ − 2)2(λ − 3). Me�u �ima tra�imo
onaj sa najma�im stepenom koji ponixtava A. Zato �emo proveriti da li
je p(A) = O:

p(A) = (A− 2E)(A− 3E) =

 2 −5 −6
−2 5 6
2 −5 −6

 1 −5 −6
−2 4 6
2 −5 −7

 = O.

(Ovde smo iskoristili napomenu iza Zadatka 8.15.) Dakle, minimalni
polinom je µA(λ) = p(λ) = λ2 − 5λ+ 6.

b) Iz A2 − 5A+ 6E = 0 sledi da je A(A− 5E) = −6E, pa je inverz

A−1 = −1

6
(A− 5E) =


1
6

5
6 1

1
3 − 1

3 −1

− 1
3

5
6

3
2

 .

v) Ukoliko polinom λn podelimo minimalnim polinom µA dobi�emo
koliqnik q i ostatak r qiji je stepen ma�i od degµA = 2. Dakle,

λn = q(λ)µA(λ) + aλ+ b,

za neke a, b ∈ R. Zamenom λ = 2 i λ = 3 dobijamo sistem

2a + b = 2n

3a + b = 3n

qije je rexe�e a = −2n + 3n i b = 3 · 2n − 2 · 3n. Zato je

An = q(A)µA(A) + aA+ b

= (−2n + 3n)

 4 −5 −6
−2 7 6
2 −5 −4

+ (3 · 2n − 2 · 3n)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


=

 −2n + 2 · 3n 5 (2n − 3n) 6 (2n − 3n)
2 (2n − 3n) −4 · 2n + 5 · 3n 6 (−2n + 3n)
2 (−2n + 3n) 5 (2n − 3n) 7 · 2n − 6 · 3n

 .

U posled�em zadatku smo radili sa minimalnim polinomom (a ne sa
karakteristiqnim) kako bi raqun bio jednostavniji. Ali tu postoji i drugi
razlog. Da smo radili sa karakteristiqnim polinomom, umesto parametara
a i b bismo imali tri nepoznata parametra, koja potom ne bismo mogli
jednoznaqno da odredimo iz dve jednaqine. Postoji naqin da i se to razrexi
(vide�emo kako u Zadatku 8.31), ali svakako je znatno komplikovanije od
rexe�a koje smo upravo izlo�ili.
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Zadatak 8.27. Dat je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p(1)g − p,

gde je g(x) = 1 + 2x+ x2 ∈ R3[x].

a) Odrediti linearni operator Ln, za sve n ∈ N.

b) Pokazati da je operator L invertibilan i odrediti linearni
operator L−1.

Rexe�e. U Zadatku 8.12 smo videli da je karakteristiqni polinom
linearnog operatora L jednak χL(λ) = −(λ+1)2(λ−3). Zato �e minimalni
polinom ovog operatora biti ili (λ+1)(λ−3) ili (λ+1)2(λ−3). Proverimo
da li je prvi pomenuti polinom minimalni. Iz

(L+ 1)p = Lp+ 1p = p(1)g − p+ p = p(1)g

i
(L− 3 · 1)p = Lp− 3 · 1p = p(1)g − p− 3p = p(1)g − 4p

sledi da je

((L+ 1) ◦ (L− 3 · 1))p = (L+ 1)(p(1)g − 4p) = (p(1)g − 4p)(1)g

= (p(1)g(1)− 4p(1))g = (p(1) · 4− 4p(1))g = 0 = Op.

To znaqi da je µL(λ) = (λ + 1)(λ − 3) minimalni polinom linearnog
operatora L.

a) Prime�ujemo isti trik kao sa matricama. Prvo polinom λn podelimo
minimalnim polinomom µL. Dobijamo da je

λn = µL(λ)q(λ) + aλ+ b,

za neke skalare a, b ∈ R. Zamenom sopstvenih vrednosti u prethodnoj
relaciji dobijamo sistem

(−1)n = −a + b
3n = 3a + b

qije je rexe�e a = 3n−(−1)n

4 i b = 3n+3(−1)n

4 . Na kraju zamenom λ = L
dobijamo da je

Ln = µL(L)q(L) + aL+ b · 1 =
3n − (−1)n

4
L+

3n + 3(−1)n

4
1,

odnosno

Lnp =
3n − (−1)n

4
Lp+

3n + 3(−1)n

4
1p

=
3n − (−1)n

4
(p(1)g − p) +

3n + 3(−1)n

4
p =

3n − (−1)n

4
p(1)g + (−1)np.
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b) Iz L2 − 2L − 3 · 1 = (L + 1) ◦ (L − 3 · 1) = O sledi da je
L ◦ (L− 2 · 1) = 3 · 1, odnosno L◦

(
1
3L− 2

3 · 1
)
= 1. Na isti naqin se pokazuje

i da je
(
1
3L− 2

3 · 1
)
◦ L = 1 (a i sledi iz prethodnog i iz Zadatka 8.15). To

znaqi da je operator L invertibilan, kao i da je �egov inverz jednak

L−1p =

(
1

3
L− 2

3
· 1
)
p =

1

3
Lp− 2

3
· 1p =

1

3
(p(1)g − p)− 2

3
p =

1

3
p(1)g − p.

Naglaxavamo da smo prethodni zadatak mogli uraditi i tako xto prvo
odredimo inverz i stepen matrice [L]e, pa potom na�emo linearne operatore
qije su to matrice.

Zadatak 8.28. Neka je A ∈ M3(R) qija je determinanta 8, trag 7, a jedna
sopstvena vrednost 1.

a) Odrediti sve sopstvene vrednosti matrice A.

b) Pokazati da je B =
{
E,A,A2

}
baza vektorskog prostora

V = L
(
E,A,A2, A3, . . .

)
i odrediti koordinate matrice A2021 u bazi B.

Rexe�e. a) Iz osobina karakteristiqnog polinoma znamo da je

χA(λ) = −λ3 + (TrA)λ2 + . . . λ+ detA = −λ3 + 7λ2 + . . . λ+ 8.

Kako je jedna nula ovog polinoma λ = 1 preostale dve nule mo�emo na�i
iz Vijetovih pravila

λ1 + λ2 + 1 = 7 i λ1λ2 · 1 = 8.

Odavde dobijamo da je λ1 = 2 i λ2 = 4 (ili obrnuto). Sada je
karakteristiqni polinom (opet po Vijetovim pravilima)

χA(λ) = −λ3 + 7λ2 − (1 · 2 + 1 · 4 + 2 · 4)λ+ 8 = −λ3 + 7λ2 − 14λ+ 8.

b) De	e�em polinoma λn karakteristiqnim polinomom dobijamo da je

λn = χA(λ)q(λ) + aλ2 + bλ+ c, (8.29)

za neke skalare a, b, c ∈ R. Specijalno, to znaqi da je

An = aA2 + bA+ cE ∈ L (B), (8.30)

za sve n ∈ N. Dakle, skup B generixe vektorski prostor V , pa ostaje
jox da poka�emo da je linearno nezavisan. Neka su α, β, γ ∈ R skalari
za koje je αA2 + βA + γE = 0. Onda polinom p(λ) = αλ2 + βλ + γ mora
biti de	iv minimalnim polinomom µA(λ). Kako karakteristiqni polinom
nema vixestruke nule, minimalni polinom �e biti µA = −χA (zbog
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moniqnosti). Iz µA| p i degµA > deg p sledi da je p = O, tj. α = β = γ = 0.
Sve zajedno znaqi da je B baza vektorskog prostora V .

Koordinate matrice An, n = 2021, u bazi B su skalari a, b i c iz (8.30).
Zamenom λ = 1, 2, 4 u (8.29) dolazimo do sistema

a + b + c = 1 /(−1)

4a + 2b + c = 2n

16a + 4b + c = 4n

a + b + c = 1
3 a + b = 2n − 1 /(−5)

15a + 3b = 4n − 1

qije je rexe�e b = − 1
24

n + 5
22

n − 2, a = 1
64

n − 1
22

n + 1
3 i c = 1

34
n − 2 · 2n + 8

3 .

Drugim reqima, [A]e =


1
64

2021 − 22020 + 1
3

− 1
24

2021 + 5 · 22020 − 2
1
34

2021 − 22022 + 8
3

.
Zadatak 8.31. Dat je linearni operator

L : M2(R) −→ M2(R), LX = AXA−1,

gde je A =

(
1 0
−2 1

)
.

a) Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene potprostore linearnog
operatora L.

b) Odrediti operator Ln, za sve n ∈ N.

Rexe�e. a) Linearni operator

L

(
x y
z t

)
=

(
1 0
−2 1

)(
x y
z t

)(
1 0
2 1

)
=

(
x+ 2y y

−2x− 4y + z + 2t −2y + t

)

u kanonskoj bazi e vektorskog prostora M2(R) ima matricu

[L]e =


1 2 0 0
0 1 0 0
−2 −4 1 2
0 −2 0 1

 .

Zato je karakteristiqni polinom ovog operatora jednak
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χL(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 0 0
0 1− λ 0 0
−2 −4 1− λ 2
0 −2 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0
−2 1− λ 2
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)2

∣∣∣∣ 1− λ 0
−2 1− λ

∣∣∣∣ = (λ− 1)4.

Jedini sopstveni potprostor sadr�i matrice

(
x y
z t

)
za koje va�i

(
x+ 2y −y

−2x− 4y + z + 2t −2y + t

)
=

(
x y
z t

)
.

Dakle,

Ker(L− 1) =
{(

x 0
z x

) ∣∣∣∣ x, z ∈ R
}

= L

((
1 0
0 1

)
,

(
0 0
1 0

))
.

b) Kandidati za minimalni polinom su (λ − 1)i, za i = 1, 2, 3, 4. Krenimo
redom,

(L− 1)
(

x y
z t

)
=

(
2y 0

−2x− 4y + 2t −2y

)
,

(L− 1)2
(

x y
z t

)
= (L− 1)

(
2y 0

−2x− 4y + 2t −2y

)
=

(
0 0

−8y 0

)
,

(L− 1)3
(

x y
z t

)
= (L− 1)

(
0 0

−8y 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,

pa je µL(λ) = (λ− 1)3.

Stepen odre�ujemo standrardnim trikom. Iz

λn = µL(λ)q(L) + aλ2 + bλ+ c, (8.32)

za neke a, b, c ∈ R, sledi da je

Ln = aL2 + bL+ c1.

Me�utim, sada je problem kako pomo�u (8.32) odrediti sva tri
koeficijenta a, b i c kada imamo samo jednu sopstvenu vrednost λ = 1.
Kako je 1 trostruka nula µL ona mora biti nula i �egovih izvoda µ′

L i µ′′
L.

Diferencira�em (8.32) po λ dobijamo

nλn−1 = µ′
L(λ)q(L) + µL(λ)q

′(L) + 2aλ+ b
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i
n(n− 1)λn−2 = µ′′

L(λ)q(L) + 2µ′
L(λ)q

′(L) + µL(λ)q
′′(L) + 2a.

Zamenom λ = 1 u posled�e dve jednakosti i u (8.32) dolazimo do sistema

a + b + c = 1
2a + b = n
2a = n(n− 1)

qije je rexe�e a = n(n−1)
2 , b = −n(n − 2) i c = 1 + n(n−3)

2 = (n−1)(n−2)
2 .

Sledi,

LnX =
n(n− 1)

2
L2X − n(n− 2)LX +

(n− 1)(n− 2)

2
1X

=
n(n− 1)

2
A2X

(
A−1

)2 − n(n− 2)AXA−1 +
(n− 1)(n− 2)

2
X,

za sve n ∈ N, ili u koordinatama

Ln

(
x y
z t

)
=

n(n− 1)

2

(
x+ 4y y

−4x− 16y + z + 4t −4y + t

)
− n(n− 2)

(
x+ 2y y

−2x− 4y + z + 2t −2y + t

)
+

(n− 1)(n− 2)

2

(
x y
z t

)
=

(
x+ 2ny y

−2nx− 4ny + z + 2nt −2ny + t

)
.

U prethodnom zadatku smo videli dva fenomena (koja nismo imali u
prethodnim primerima). Prvo, minimalni polinom je imao vixestruku
nulu. Drugo, imamo (strogo) ma�e sopstvenih vektora od dimenzije
vektorskog prostora, tj. va�i Ker(L − 1) ≨ M2(R). Uskoro �emo videti
da su ove dve stvari povezane.

8.3 Dijagonalizacija matrica i operatora

Vratimo se za trenutak na Zadatak 8.12 i linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p(1)g − p,

gde je g(x) = 1 + 2x+ x2 ∈ R3[x]. Tu smo pokazali da se vektorski prostor
R3[x] mo�e zapisati kao

R3[x] = Ker(L+ 1)⊕Ker(L− 3 · 1) = L
(
1− x, 1− x2

)
⊕ L

(
1 + 2x+ x2

)
,
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tj. kao direktna suma sopstvenih potprostora. Neka je

f =
{
f1(x) = 1− x, f2(x) = 1− x2, f3(x) = 1 + 2x+ x2

}
baza vektorskog prostora R3[x] sastav	ena od sopstvenih vektora operatora
L. Kada radimo sa operatorom L mnogo je lakxe i prirodnije umesto
kanonske baze e =

{
1, x, x2

}
izabrati bax ovu bazu f . Npr. iz

L (f1) = −f1, L (f2) = −f2 i L (f3) = 3f3

sledi da operator L u bazi f ima dijagonalnu matricu

[L]f =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 3

 .

Ovo razmatra�e nam omogu�ava da lako odredimo stepen preslikava�a
Ln, za sve n ∈ N, tako xto prvo odredimo �egovu matricu

[Ln]f = [L]nf =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 3

n

=

 (−1)n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 3n

 ,

na osnovu pravila (6.2) za mno�e�e dijagonalnih matrica. Da bismo
otkrili operator qija je ovo matrica treba�e nam matrica prelaska

Pe,f =

 1 1 1
−1 0 2
0 −1 1


i �en inverz

P−1
e,f = Pf,e =


1
2 − 1

2
1
2

1
4

1
4 − 3

4
1
4

1
4

1
4

 .

Onda je matrica linearnog operatora L u kanonskoj bazi e jednaka

[Ln]e = Pe,f [L
n]f P

−1
e,f

=

 1 1 1
−1 0 2
0 −1 1

 (−1)n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 3n




1
2 − 1

2
1
2

1
4

1
4 − 3

4
1
4

1
4

1
4


=

 (−1)n (−1)n 3n

−(−1)n 0 2 · 3n
0 −(−1)n 3n




1
2 − 1

2
1
2

1
4

1
4 − 3

4
1
4

1
4

1
4



=


3(−1)n+3n

4
−(−1)n+3n

4
−(−1)n+3n

4
−(−1)n+3n

2
(−1)n+3n

2
−(−1)n+3n

2
−(−1)n+3n

4
−(−1)n+3n

4
3(−1)n+3n

4

 .
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Konaqno, stepen operatora L je dat sa

Ln
(
a+ bx+ cx2

)
=

(
3(−1)n + 3n

4
a+

−(−1)n + 3n

4
b+

−(−1)n + 3n

4
c

)
+

(
−(−1)n + 3n

2
a+

(−1)n + 3n

2
b+

−(−1)n + 3n

2
c

)
x

+

(
−(−1)n + 3n

4
a+

−(−1)n + 3n

4
b+

3(−1)n + 3n

4
c

)
x2,

xto se poklapa sa rezultatom iz Zadatka 8.27.a) (samo je drugaqije
zapisano).

Naravno, mogli smo linaerni operator Ln odrediti i bez prelaska na
matriqni zapis. Znaju�i da je

Lnf1 = Ln−1 (−f1) = −Ln−1f1 = (−1)2Ln−2f1 = · · · = (−1)nf1

i sliqno, Lnf2 = (−1)nf2 i Lnf3 = 3nf3 dobijamo

Ln
(
a+ b+ cx2

)
= Ln

(
a

4
(2f1 + f2 + f3) +

b

4
(−2f1 + f2 + f3) +

c

4
(2f1 − 3f2 + f3)

)
= Ln

(
a− b+ c

2
f1 +

a+ b− 3c

4
f2 +

a+ b+ c

4
f3

)
=

a− b+ c

2
Lnf1 +

a+ b− 3c

4
Lnf2 +

a+ b+ c

4
Lnf3

=
a− b+ c

2
(−1)nf1 +

a+ b− 3c

4
(−1)nf2 +

a+ b+ c

4
3nf3

=

(
3(−1)n + 3n

4
a+

−(−1)n + 3n

4
b+

−(−1)n + 3n

4
c

)
+

(
−(−1)n + 3n

2
a+

(−1)n + 3n

2
b+

−(−1)n + 3n

2
c

)
x

+

(
−(−1)n + 3n

4
a+

−(−1)n + 3n

4
b+

3(−1)n + 3n

4
c

)
x2.

Na sliqan naqin smo mogli odrediti i inverz L−1 jer je[
L−1

]
e
= Pe,f

[
L−1

]
f
P−1
e,f = Pe,f [L]

−1
f P−1

e,f ,

gde je

[L]−1
f =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

3

 .

Postav	a se pita�e da li mo�emo uraditi istu stvar sa bilo kojim
operatorom, tj. da li postoji baza sastav	ena samo od sopstvenih vektora?
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Odgovor je ne, a o tome svedoqi i linearni operator iz Zadatka 8.31.
Zato je zgodno izdvojiti linearne operatore koji imaju pomenutu bazu, ili
ekvivalentno, bazu u kojoj operator ima dijagonalnu matricu.

Definicija 8.33. Ka�emo da je linearni operator L : V −→ V konaqno
dimenzionalnog prostora V dijagonalnog tipa (dijagonalizabilan)
ukoliko postoji baza f vektorskog prostora V u kojoj linearni operator
L ima dijagonalnu matricu.

Nakon Zadatka 8.31 smo napomenuli je vixestrukog nule kod
minimalnog polinoma u vezi sa tim da nema ,,dovo	no\ sopstvenih vektora.
Ispostavi�e se da to nije sluqajnost i da upravo od toga zavisi da li �e
operator biti dijagonalnog tipa.

Teorema 8.34. Neka je L : V −→ V linearni operator konaqno
dimenzionalnog prostora V . Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) Linearni operator L je dijagonalnog tipa.

(2) Vektorski prostor V je direktna suma sopstvenih potprostora.

(3) Vektorski prostor V ima bazu sastav	enu od sopstvenih vektora.

(4) Karakteristiqni polinom χL se faktorixe na linearne faktore i
minimalni polinom µL nema vixestruke nule.

Sada �emo celu priqu prebaciti i na jezik matrica.

Definicija 8.35. Ka�emo da je kvadratna matrica A dijagonalnog
tipa (dijagonalizabilna) ukoliko postoje invertibilna matrica P i
dijagonalna matrica D takve da je A = PDP−1.

Iako to nije eksplicitno reqeno u prethodnoj definiciji jasno je da
iz formulacije sledi da su matrice P i D kvadratne i iste dimenzije kao
i poqetna matrica A.

Veza sa linearnim operatorima dijagonalnog tipa je slede�a. Neka je
L : Fn −→ Fn, Lv = Av. Tada je A = [L]e matrica operatora L u kanonskoj
bazi e prostora Fn, D = [L]f matrica operatora L u bazi Fn sastav	enoj
od sopstvenih vektora, a P = Pe,f matrica prelaska sa baze e na bazu f . Ovo
objax�ava zaxto smo matrice dijagonalnog tipa definisali bax na ovakav
naqin, Definicija 8.35 se svodi na poznatu formulu [L]e = Pe,f [L]fP

−1
e,f .

Imamo analogno tvrde�e i na jeziku matrica (koje sledi iz Teoreme 8.34).

Teorema 8.36. Neka je A ∈ Mn(F ) kvadratna matrica. Slede�i uslovi
su ekvivalentni:

(1) Matrica A je dijagonalnog tipa.
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(2) Vektorski prostor Fn je direktna suma sopstvenih potprostora.

(3) Vektorski prostor Fn ima bazu f sastav	enu od sopstvenih
vektora.

(4) Karakteristiqni polinom χA se faktorixe na linearne faktore i
minimalni polinom µA nema vixestruke nule.

U tom sluqaju va�i A = PDP−1, gde su kolone matrice P sopstveni
vektori matrice A koji formiraju bazu f , a na dijagonali matrice D se
nalaze odgovaraju�e sopstvene vrednosti matrice A. (Ovde ,,odgovaraju�e\
znaqi da je vektor P↓i sopstveni za sopstvenu vrednost dii.)

Zadatak 8.37. Data je matrica A =

 −2 −3 −3
−5 4 −5
11 3 12

.
a) Pokazati da je matrica A dijagonalnog tipa i odrediti bar po
jednu dijagonalnu matricu D i invertibilnu matricu P za koje va�i
A = PDP−1.

b) Izraqunati An, za sve n ∈ N.

v) Odrediti bar jednu matricu B takvu da je A = B2.

Rexe�e. a) Prema Teoremi 8.36 matrica A je dijagonalnog tipa
jer minimalni polinom µA(λ) = −χA(λ) = (λ− 1)(λ− 4)(λ− 9) nema
vixestruke nule, xto smo videli u Zadacima 8.8 i 8.23. Drugo
obrazlo�e�e bi bilo: matrica A je dijagonalnog tipa jer je
R3 = Ker(A− E)⊕Ker(A− 4E)⊕Ker(A− 9E), xto smo isto videli u
Zadatku 8.8.

Prema Teoremi 8.36 tra�ene matrice su

D =

 1 0 0
0 4 0
0 0 9

 i P =

 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

 .

Dakle, na dijagonali matrice D se nalaze sopstvene vrednosti 1, 4 i 9, a u
kolonama matrice P su sopstveni vektori. Pritom u prvoj koloni P imamo
sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti 1 (prvoj na dijagonali
D), zatim u drugoj koloni P sopstveni vektor koji odgovara vrednosti 4,
itd. Naravno, rexe�e nije jedinstveno. Vrednosti na dijagonaliD mo�emo
permutovati, ali onda to mora biti propra�eno i istim permutova�em

kolonama matrice P . Drugo, u prvoj koloni smo mogli umesto

 1
0
−1


staviti i

 2
0
−2

 ili

 −5
0
5

, itd.
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b) Stepen �emo lako na�i pomo�u prethodnog dela zadatka:

An =
(
PDP−1

)n
= PDP−1P︸ ︷︷ ︸

=E

DP−1P︸ ︷︷ ︸
=E

DP−1 . . . PDP−1 = PDnP−1

=

 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

 1 0 0
0 4 0
0 0 9

n 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

−1

=

 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

 1 0 0
0 4n 0
0 0 9n

 2 1 1
−1 −1 −1
−1 0 −1


=

 1 4n 0
0 −4n 9n

−1 −4n −9n

 2 1 1
−1 −1 −1
−1 0 −1


=

 2− 4n 1− 4n 1− 4n

4n − 9n 4n 4n − 9n

−2 + 4n + 9n −1 + 4n −1 + 4n + 9n

 ,

kao xto smo ve� izraqunali u Zadatku 8.23.b).

v) Neformalno, ovde se tra�i koren matrice A. Poxto smo nauqili kako
se stepenuje matrica, pokuxa�emo na isti i da je ,,korenujemo\. Neka je

C =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 ,,koren\ dijagonalne matrice D. Tada matrica

B := PCP−1 =

 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 2 1 1
−1 −1 −1
−1 0 −1


=

 1 2 0
0 −2 3
−1 −2 −3

 2 1 1
−1 −1 −1
−1 0 −1

 =

 0 −1 −1
−1 2 −1
3 1 4


zadovo	ava uslove zadatke jer je

B2 = PC P−1P︸ ︷︷ ︸
=E

CP−1 = PC2P−1 = PDP−1 = A.

Drugo rexe�e iste jednaqine je naravno −B. Tre�e rexe�e ukoliko
u matrici C zamenimo 1 sa −1, itd. Dakle, ova kvadratna matriqna
jednaqina ima vixe od dva rexe�a (xto nije sluqaj sa kvadratnom
jednaqinom nad R). Me�aju�i znakove na dijagonali mo�emo dobiti ukupno
osam rexe�a, a ne mo�emo tvrditi i da su to jedina rexe�a.

Trik sa stepenova�em koji smo koristili u delu b) prethodnog zadatka
je potpuno oqekivan. Ukoliko se prisetimo prethodne teorije matrica
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An �e biti jednaka [Ln]e gde je je L : R3 −→ R3, Lv = Av, a e
kanonska baza R3. Tada je Dn = [Ln]f matrica operatora Ln u bazi

f =


 1

0
−1

 ,

 1
−1
−1

 ,

 0
1
−1

, a P = Pe,f matrica prelaska sa baze

e na bazu f , te je An = PDnP−1.

Ovde smo na sliqan naqin mogli izraqunati i inverz

A−1 =
(
PDP−1

)−1
=
(
P−1

)−1
D−1P−1 = PD−1P−1

=

 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

 1 0 0
0 1

4 0

0 0 1
9

 1 1 0
0 −1 1
−1 −1 −1

−1

= . . .

Doduxe, ovde smo problem izraqunava�a A−1 sveli na izraqunava�e
P−1, pa deluje da nismo nixta uradili. Ali P−1 ve� imamo izraqunato
(za potrebe An) pa je mo�da ovako br�e. A mo�e se izraqunati i kao
P−1 = P−1

e,f = Pf,e xto vixe nije inverz.

Zadatak 8.38. Neka je A =

 4 −5 −6
−2 7 6
2 −5 −4

.
a) Pokazati da je matrica A dijagonalnog tipa i odrediti bar po
jednu dijagonalnu matricu D i invertibilnu matricu P za koje va�i
A = PDP−1.

b) Izraqunati An, za sve n ∈ N.

Rexe�e. a) Matrica A jeste dijagonalnog tipa jer je
χA(λ) = −(λ− 2)2(λ− 3) i µA(λ) = (λ − 2)(λ − 3), prema Zadacima
8.9 i 8.26. Tra�ene matrice su

D =

 2 0 0
0 2 0
0 0 3

 i P =

 5 3 1
2 0 −1
0 1 1

 .

b) Stepen matrice A je

An =
(
PDP−1

)
= PDP−1P︸ ︷︷ ︸

=E

DP−1P︸ ︷︷ ︸
=E

DP−1 . . . PDP−1 = PDnP−1

=

 5 3 1
2 0 −1
0 1 1

 2 0 0
0 2 0
0 0 3

n 5 3 1
2 0 −1
0 1 1

−1

=

 5 3 1
2 0 −1
0 1 1

 2n 0 0
0 2n 0
0 0 3n

 1 −2 −3
−2 5 7
2 −5 −6


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=

 5 · 2n 3 · 2n 3n

2 · 2n 0 −3n

0 2n 3n

 1 −2 −3
−2 5 7
2 −5 −6


=

 −2n + 2 · 3n 5 (2n − 3n) 6 (2n − 3n)
2 (2n − 3n) −4 · 2n + 5 · 3n 6 (−2n + 3n)
2 (−2n + 3n) 5 (2n − 3n) 7 · 2n − 6 · 3n

 .

U svim dosadax�im primerima smo imali karakteristiqni polinom
koji se mo�e rastaviti na linearne qinioce. Znamo da postoje polinomi
sa realnim koeficijentima koji se ne mogu rastaviti na linearne qinioce,
npr. λ2 + 1. Sa druge strane, znamo da se nad po	em kompleksnih brojeva
svaki polinom mo�e rastaviti na linearne qinioce. Me�utim, tada
poninom χA mo�e imati i kompleksne korene (qak i u sluqaju da ima sve
realne koeficijente). Specijalno, za A ∈ Mn(R), polinom χA �e imati sve
realne koeficijente i eventualni kompleksni koreni �e se uvek jav	ati u
konjugovano kompleksnim parovima.

Zadatak 8.39. Odrediti sve (kompleksne) sopstvene vrednosti i

sopstvene vektore matrice A =

 −2 −2 −9
−1 1 −3
1 1 4

 ∈ M3(C). Pokazati

da je matrica A dijagonalnog tipa i odrediti bar po jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu matricu D takve da je A = PDP−1.

Rexe�e. Prema Sarusovom pravilu je

χA(λ) =det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −2 −9
−1 1− λ −3
1 1 4− λ

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −2
−1 1− λ
1 1

=(−2− λ)(1− λ)(4− λ) + 6 + 9 + 9(1− λ) + 3(−2− λ)− 2(4− λ)

=− λ3 + 3λ2 − 4λ+ 2.

Po Bezuovom stavu kandidati za celobrojne nule χA su ±1 i ±2. Proverom
vidimo da je λ = 1 jedna nula χA. Dakle,

χA(λ) = −λ3 + 3λ2 − 4λ+ 2 = −(λ− 1)
(
λ2 − 2λ+ 2

)
= −(λ− 1)(λ− 1− i)(λ− 1 + i).

Sopstvene vrednosti su 1, 1 + i i 1− i.

Odredimo sve sopstvene vektore za sopstvenu vrednost 1. Tra�imo sva
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rexe�a v =

 x
y
z

 ∈ C3 sistema jednaqina (A− E)v = O:

−3x − 2y − 9z = 0
− x − 3z = 0 /(−3)

x + y + 3z = 0
−x − 3z = 0

− 2y = 0
y = 0

Dakle, Ker(A− E) =


 −3α

0
α

∣∣∣∣∣∣ α ∈ C

 = LC

 3
0
−1

.
Odredimo sada sve sopstvene vektore za sopstvenu vrednost 1 + i. To su

rexe�a v =

 x
y
z

 ∈ C3 sistema jednaqina (A− (1 + i)E)v = O:

(−3− i)x − 2y − 9z = 0
− x − iy − 3z = 0 (−3− i)

x + y + (3− i)z = 0
−x − iy − 3z = 0

(1− i)y − iz = 0
(−3 + 3i)xy + 3iz = 0

Dakle, y = α, α ∈ C proizvo	no, z = 1−i
i α = (−1 − i)α i

x = −iα− 3(−1− i)α = (3 + 2i)α, pa je

Ker(A− (1 + i)E) =


 (3 + 2i)α

α
(−1− i)α

∣∣∣∣∣∣ α ∈ C

 = LC

 3 + 2i
1

−1− i

 .

Sada mo�emo da ponovimo postupak za sopstvenu vrednost 1 − i. A
mo�emo i izbe�i raqun i prosto primetiti da je

(A− (1− i)E)v = (A− (1 + i)E)v = (A− (1 + i)E)v = (A− (1 + i)E)v,

jer je matrica A realna. To znaqi da je sistem (A − (1 − i)E)v = O je
ekvivalentan sa sistemom (A− (1 + i)E)v = O = O. Sledi,

Ker(A− (1− i)E) = Ker(A− (1 + i)E) = LC

 3− 2i
1

−1 + i

 .

Matrica A je dijagonalnog tipa jer minimalni polinom µA nema
vixestruke nule (jer χA nema vixestruke nule). Drugi razlog je to xto A
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ima 3 linearno nezavisna sopstvena vektora (koji odgovaraju razliqitim
sopstvenim vrednostima). Tra�ene matrice su

D =

 1 0 0
0 1 + i 0
0 0 1− i

 i P =

 3 3 + 2i 3− 2i
0 1 1
−1 −1− i −1 + i

 .

Matrica iz prethodnog zadatka je dijagonalnog tipa nad C, ali
nije dijagonalnog tipa nad R (jer karakteristiqni polinom χA ima
nerastav	iv qinilac λ2 − 2λ + 2 stepena 2). Me�utim, kako je matrica
A realna hteli bismo da uradimo i nexto sliqno dijagonalizaciji nad R.
Imamo par konjugovano kompleksnih nula λ = 1 + i i λ i par konjugovano

kompleksnih sopstvenih vektora v =

 3− 2i
1

−1 + i

 i v. Ako je L : R3 −→ R3,

LX = AX, tada je

L(ℜv) = A(ℜv) = A

(
1

2
v +

1

2
v

)
=

1

2
Av +

1

2
Av

=
1

2
λv +

1

2
λv = ℜ(λv) = ℜλℜv −ℑλℑv

i

L(ℑv) = A(ℑv) = A

(
1

2
v − 1

2
v

)
=

1

2
Av − 1

2
Av

=
1

2
λv − 1

2
λv = ℑ(λv) = ℑλℜv + ℜλℑv.

Matrica ovog preslikava�a u kanonskoj bazi e je A = [L]e,

a u bazi f =


 3

0
−1

 ,ℜv =

 3
1
−1

 ,ℑv =

 2
0
−1

 je

D := [L]f =

 1 0 0
0 ℜλ ℑλ
0 −ℑλ ℜλ

 =

 1 0 0
0 1 1
0 −1 1

. Kako je matrica

prelaska jednaka P := Pe,f =

 3 3 2
0 1 0
−1 −1 −1

 bi�e A = PDP−1.

I generalno, kad god imamo realnu matricu sa kompleksnim sopstvenim
vrednostima, sopstvene vrednosti i vektori �e se pojav	ivati u
konjugovano kompleksnim parovima. Tada pored realne imamo i kompleksnu
dijagonalizaciju. Za svaki par λ i λ razliqitih konjugovanih sopstvenih
vrednosti i par v i v odgovaraju�ih sopstvenih vektora u matrici D

blok

(
λ 0

0 λ

)
na dijagonali treba zameniti blokom

(
ℜλ ℑλ
−ℑλ ℜλ

)
, a par
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kolona
(
v v

)
u matrici P treba zameniti parom kolona

(
ℜv ℑv

)
. Za

ovakvu matricu D ka�emo da je blok dijagonalna.

Ako sopstvenu vrednost zapixemo u trigonometrijskom

obliku λ = r(cos θ + i sin θ) blok

(
ℜλ ℑλ
−ℑλ ℜλ

)
postaje(

r cos θ r sin θ
−r sin θ r cos θ

)
= r

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Zadatak 8.40. Pokazati da je(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)n

=

(
cos(nθ) sin(nθ)
− sin(nθ) cos(nθ)

)
,

za sve θ ∈ R i n ∈ N.

Rexe�e. Tvr�e�e pokazujemo indukcijom, za n = 1 trivijalno va�i.
Pretpostavimo da va�i i za n, tada je(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)n+1

=

(
cos(nθ) sin(nθ)
− sin(nθ) cos(nθ)

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
=

(
cos(nθ) cos θ − sin(nθ) sin θ) cos(nθ) sin θ + sin(nθ) cos θ
− sin(nθ) cos θ − cos(nθ) sin θ − sin(nθ) sin θ + cos(nθ) cos θ

)
=

(
cos((n+ 1)θ) sin((n+ 1)θ)
− sin((n+ 1)θ) cos((n+ 1)θ)

)
.

Geometrijski gledano, preslikava�e

(
x
y

)
7→
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
x
y

)
predstav	a rotaciju ravni R2 oko koordinatnog poqetka za ugao −θ (prema
Zadatku 5.16.v)), pa prethodni zadatak ka�e da n rotacija za ugao −θ
odgovara rotaciji za ugao −nθ.

Iz prethodnog zadatka sledi i(
r cos θ r sin θ
−r sin θ r cos θ

)n

=

(
rn cos(nθ) rn sin(nθ)
−rn sin(nθ) rn cos(nθ)

)
.

Zadatak 8.41. Neka je A =

 −2 −2 −9
−1 1 −3
1 1 4

 (matrica iz Zadatka 8.39).

Izraquti stepen An, za sve n ∈ N.

Rexe�e. Zapisa�emo matricu A kao PDP−1, gde je D =

 1 0 0
0 1 1
0 −1 1

,
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P =

 3 3 2
0 1 0
−1 −1 −1

 i P−1 = · · · =

 1 −1 2
0 1 0
−1 0 −3

, i iskoristi�emo
dobro poznati trik An =

(
PDP−1

)n
= PDnP−1. Stepen dijagonalne

matrice mo�emo izraqunati pomo�u prethodnog zadatka:

Dn =

 1 0 0

0
√
2 cos π

4

√
2 sin π

4

0 −
√
2 sin π

4

√
2 cos π

4


n

=

 1n 0 0

0
0

( √
2 cos π

4

√
2 sin π

4

−
√
2 sin π

4

√
2 cos π

4

)n



=

 1 0 0

0 2
n
2 cos nπ

4 2
n
2 sin nπ

4

0 −2
n
2 sin nπ

4 2
n
2 cos nπ

4

 .

Onda je

An = PDnP−1

=

 3 3 2
0 1 0
−1 −1 −1


 1 0 0

0 2
n
2 cos nπ

4 2
n
2 sin nπ

4

0 −2
n
2 sin nπ

4 2
n
2 cos nπ

4


 1 −1 2

0 1 0
−1 0 −3



=


−2

n
2

(
2 cos nπ

4 + 3 sin nπ
4

)
+ 3 2

n
2

(
3 cos nπ

4 − 2 sin nπ
4

)
− 3 −3 · 2n

2

(
2 cos nπ

4 + 3 sin nπ
4

)
+ 6

−2
n
2 sin nπ

4 2
n
2 cos nπ

4 −3 · 2n
2 sin nπ

4

2
n
2

(
cos nπ

4 + sin nπ
4

)
− 1 2

n
2

(
− cos nπ

4 + sin nπ
4

)
+ 1 3 · 2n

2

(
cos nπ

4 + sin nπ
4

)
− 2

 .

(8.42)

Naravno, isti rezultat smo mogli dobiti i pomo�u kompleksnih
matrica iz Zadatka 8.39:

An =

 3 3 + 2i 3− 2i
0 1 1
−1 −1− i −1 + i

 1 0 0
0 1 + i 0
0 0 1− i

n 3 3 + 2i 3− 2i
0 1 1
−1 −1− i −1 + i

−1

=

 3 3 + 2i 3− 2i
0 1 1
−1 −1− i −1 + i

 1 0 0
0 (1 + i)n 0
0 0 (1− i)n

 1 −1 2
i
2

1
2

3
2 i

− i
2

1
2 − 3

2 i


=

 3 + ℜ ((−2 + 3i)(1 + i)n) −3 + ℜ ((3 + 2i)(1 + i)n) 6 + ℜ ((−6 + 9i)(1 + i)n)
−ℑ ((1 + i)n) ℜ ((1 + i)n) −3ℑ ((1 + i)n)

−1 + ℜ ((1− i)(1 + i)n) 1−ℜ
(
(1 + i)n+1

)
−2 + 3ℜ ((1− i)(1 + i)n)

 ,

(8.43)
pri qemu smo u posled�em koraku koristili poznatu jednakost(
−1 + 3

2 i
)
(1 + i)n +

(
−1− 3

2 i
)
(1 + i)n = ℜ ((−2 + 3i)(1 + i)n), itd. Rezultat
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(8.43) je jednak (8.42) jer je

ℜ ((−2 + 3i)(1 + i)n) = ℜ
(
(−2 + 3i)

(√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

))n)
= 2

n
2 ℜ
(
(−2 + 3i)

(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

))
= 2

n
2

(
−2 cos

nπ

4
− 3 sin

nπ

4

)
,

a sliqno va�i i za ostale koeficijente.

Zadatak 8.44. Dat je linearni operator

L : M2 (Z5) −→ M2 (Z5) , LX = CXCT + 4XT ,

gde je C =

(
1 2
0 1

)
.

a) Da li je operator L dijagonalnog tipa?

b) Odrediti Ln, za sve n ∈ N.

Rexe�e. a) Prvo �emo operator L zapisati u obliku

L

(
x y
z t

)
=

(
2y + 2z + 4t y + 4z + 2t
4y + z + 2t 0

)
,

da bismo videli da je �egova matrica u kanonskoj bazi M2 (Z5) jednaka

[L]e =


0 2 2 4
0 1 4 2
0 4 1 2
0 0 0 0

 .

Onda je �egov karakteristiqni polinom

χL(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 2 2 4
0 1− λ 4 2
0 4 1− λ 2
0 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −λ

∣∣∣∣∣∣
1− λ 4 2
4 1− λ 2
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2

∣∣∣∣ 1− λ 4
4 1− λ

∣∣∣∣ = λ2
(
λ2 − 2λ+ 1− 16

)
= λ3(λ− 2) = λ3(λ+ 3)

(ovde naravno −1 oznaqava 4, itd). Ovde je bitno naglasiti da se
karakteristiqni polinom rastav	a na linearne faktore (jer je po	e
Z5) da bi uopxte imalo smisla priqati o dijagonalizabilnosti preko
minimalnog polinoma. Kandidati za minimalni polinom su λ(λ+ 3),
λ2(λ + 3) i λ3(λ + 3). Ono xto nas zanima, linearni operator L
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je dijagonalnog tipa ako i samo ako je µL(λ) = λ(λ + 3), odnosno
L ◦ (L+ 3 · 1) = O. Sa druge strane, lako se proverava da je

(L ◦ (L+ 3 · 1))
(

x y
z t

)
= L

(
3x+ 2y + 2z + 4t 4y + 4z + 2t

4y + 4z + 2t 3t

)
=

(
y + z . . .
. . . . . .

)
̸=
(

0 0
0 0

)
,

xto znaqi da operator L nije dijagonalnog tipa.

b) Kako operator L nije dijagonalnog tipa ne�emo mo�i da ga stepenujemo
koriste�i dijagonalizaciju. Ovde �emo pokazati jedan trik za stepenova�e
koristi to da imamo ,,lep\ karakteristiqni polinom χL(λ) = λ4 + 3λ3.
Teorema Kejli{Hamiltona ka�e da je tada L4 = 2L3, pa je

Ln = L4 ◦ Ln−4 = (2L3) ◦ Ln−4 = 2Ln−1 = 22Ln−2 = 23Ln−3 = 24Ln−4

= · · · = 2n−3L3 =


2L3, ako je n ≡ 0 (mod 4),
4L3, ako je n ≡ 1 (mod 4),
3L3, ako je n ≡ 2 (mod 4),
L3, ako je n ≡ 3 (mod 4),

(8.45)

za n ⩾ 3. (Naglaxavamo da posled�i izraz nije jednak 2n−2L2.)

Isti rezultat bismo dobili i ukoliko λn zapixemo kao

λn = χL(λ)q(λ) + aλ3 + bλ2 + cλ+ d. (8.46)

Tada je Ln = aL3+bL2+cL+d1. Koeficijente mo�emo na�i zamenom λ = 0
u (8.46) i �enom prvom i drugom izvodu, xto daje b = c = d = 0. Zatim
zamenom λ = 2 u (8.46) dobijamo a = 1

8 . Ovde bi se pojavio uslov n ⩾ 2,
jer u suprotnom izvodi leve strane (8.46) tj. nλn−1 i n(n − 1)λn−2 nisu
definisani za λ = 0. Doduxe, u (8.45) stoji uslov n ⩾ 3, ali vidimo da ta
formula trivijalno va�i i za n = 3.

U posled�em delu prethodnog zadatka smo koristili izvod polinoma
iz Z5[x]. Tu naravno nema smisla standardna definicija izvoda preko
limesa kao u sluqaju realnih brojeva. Umesto toga, na Z5[x] (ili opxtije,
na F [x], gde je F proizvo	no po	e) izvod definixemo kao Z5-linearni
(odnosno F -linearni) operator koji je na kanonskoj bazi dat sa 1′ = 0 i
(xn)

′
= nxn−1, za n ⩾ 1. Lako se proverava da ovaj operator zadovo	ava

(pq)′ = p′q + pq′, za proizvo	ne polinome p i q, xto je korix�eno u
prethodnom zadatku. Naglaxavamo da se izvod na ovaj naqin mo�e
definisati samo na polinomima, ne i na proizvo	nim funkcijama.

8.4 Diferencne jednaqine

Jedna zanim	iva primena stepena matrica je rexava�e linearnih
homogenih diferencnih (rekurentnih) jednaqina i �ihovih sistema. To
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su jednaqine oblika

akxn+k + ak−1xn+k−1 + . . . a1xn+1 + a0xn = 0,

za sve n ∈ N, gde su a0, a1, . . . , ak ∈ R skalari, a0, ak ̸= 0, a
(xn)n∈N je nepoznat realni niz. Broj k zovemo red diferencne jednaqine.
Diferencnoj jednaqini se obiqno dodaju i poqetni uslovi koji obezbe�uju
jedinstvenost rexe�a. Nizove �emo qesto indeksirati od nule (radi
jednostavnijeg raquna, to ne me�a nixta suxtinski).

Diferencne jednaqine prvog reda se elementarno rexavaju, ali ve�
rexava�e jednaqine drugog reda mo�e da bude problem. Ideja za rexava�e
diferencnih jednaqina vixeg reda dolazi iz sistema jednaqina prvog
reda, a kako se rexava takav sistem vide�emo u narednom primeru.

Zadatak 8.47. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn+1 = 2yn − 2zn
yn+1 = 2xn + 3yn − 4zn
zn+1 = −2xn − 4yn + 3zn

sa poqetnim uslovima x0 = 1, y0 = −1 i z0 = 1.

Rexe�e. Neka je Xn =

 xn

yn
zn

 kolona nepoznatih. Zapisa�emo nax

sistem u matriqnom obliku Xn+1 = AXn, gde je A =

 0 2 −2
2 3 −4
−2 −4 3

.
Tada je

Xn = AXn−1 = A2Xn−2 = A3Xn−3 = · · · = AnX0.

Znamo da je X0 =

 x0

y0
z0

 =

 1
−1
1

.
Ostaje jox da se izraquna stepen matrice An xto znamo da uradimo (na

dva naqina), a za ovu konkretnu matricu je taj stepen jednak

An = · · · = 1

9

 8n + 8(−1)n 2 · 8n − 2(−1)n −2 · 8n + 2(−1)n

2 · 8n − 2(−1)n 4 · 8n + 5(−1)n −4 · 8n + 4(−1)n

−2 · 8n + 2(−1)n −4 · 8n + 4(−1)n 4 · 8n + 5(−1)n

 .

To znaqi da je rexe�e naxeg sistema xn

yn
zn

 = AnX0
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=
1

9

 8n + 8(−1)n 2 · 8n − 2(−1)n −2 · 8n + 2(−1)n

2 · 8n − 2(−1)n 4 · 8n + 5(−1)n −4 · 8n + 4(−1)n

−2 · 8n + 2(−1)n −4 · 8n + 4(−1)n 4 · 8n + 5(−1)n

 1
−1
1



=


−8n+4(−1)n

3
−2·8n−(−1)n

3
2·8n+(−1)n

3

 .

Zadatak 8.48. Rexiti diferencnu jednaqinu xn+3 = −xn+2+4xn+1+4xn,
sa poqetnim uslovima x0 = 3, x1 = 8 i x2 = 6.

Rexe�e. Osnovni trik je da se jednaqina tre�eg reda svede na sistem
jednaqina prvog reda koji sada znamo da reximo. Uvedimo dve nove
fiktivne promen	ive yn = xn+1 i zn = yn+1. Tada je naxa jednaqina
ekvivalentna sa sistemom

xn+1 = yn
yn+1 = zn
zn+1 = 4xn + 4yn − zn

ili u matriqnom zapisu Xn+1 = AXn, gde je A =

 0 1 0
0 0 1
4 4 −1

 i

Xn =

 xn

yn
zn

. Sledi, Xn = AXn−1 = A2Xn−2 = · · · = AnX0, gde je

X0 =

 x0

y0
z0

 =

 x0

x1

x2

 =

 3
8
6

.
Ostaje da se izraquna An, a dovo	no je i samo na�i prvu vrstu An poxto

tra�imo samo niz xn. Karakteristiqi polinom matrice A je

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

0 −λ 1
4 4 −1

/λ

− λ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
0 0 1
4 −λ2 −

/λ

λ+ 4 −1− λ

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 0 1

−λ3 − λ2 + 4λ+ 4 −λ2 − λ+ 4 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣ 0 1
−λ3 − λ2 + 4λ+ 4 −1− λ

∣∣∣∣ = −
(
λ3 + λ2 − 4λ− 4

)
= −(λ+ 1)(λ− 2)(λ+ 2). (8.49)

(Primetimo da se koeficijenti polinoma ±χA poklapaju sa
koeficijentima iz jednaqine xn+3 + xn+2 − 4xn+1 − 4xn = 0.) Neka
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je λn = χA(λ)q(λ) + aλ2 + bλ + c. Tada je An = aA2 + bA + cE, gde
koeficijente a, b i c tra�imo kao rexe�e sistema

a − b + c = (−1)n

4a + 2b + c = 2n

4a − 2b + c = (−2)n

Jasno je da je b = 2n−(−2)n

4 , a + c = (−1)n + 2n−(−2)n

4 i 4a + c = 2n+(−2)n

2 ,

odnosno a = − (−1)n

3 + 2n

12 + (−2)n

4 i c = 4
3 (−1)n + 2n

6 − (−2)n

2 . Odredimo prvu
vrstu matrice An:

An = aA2 + bA+ cE

= a

(
0 0 1
. . . . . . .

)
+ b

(
0 1 0
. . . . . . .

)
+ c

(
1 0 0
. . . . . . .

)
=

(
c b a
. . . . . . .

)
=

(
4
3 (−1)n + 2n

6 − (−2)n

2
2n−(−2)n

4 − (−1)n

3 + 2n

12 + (−2)n

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

)
.

Sledi,

xn = (An)1→ X0

=
(

4
3 (−1)n + 2n

6 − (−2)n

2
2n−(−2)n

4 − (−1)n

3 + 2n

12 + (−2)n

4

) 3
8
6


= 2(−1)n + 3 · 2n − 2(−2)n.

Drugi naqin da se ovo uradi je da prvo odredimo sopstvene vrednosti
−1, 2 i −2 matrice A i zapixemo An kao aA2+bA+cE. Zatim bez rexava�a
sistema ka�emo da su a, b i c linearne kombinacije (−1)n, 2n i (−2)n. Onda
�e isto va�iti i za sve koordinate matrice An, pa i za rexe�e xn. Neka
je xn = α(−1)n + β2n + γ(−2)n gde skalare α, β i γ tra�imo kao rexe�e
sistema

x0 = α + β + γ = 3
x1 = −α + 2β − 2γ = 8
x2 = α + 4β + 4γ = 6

Vidi se da je α = 2 xto povlaqi β = 3, γ = −2 i xn = 2(−1)n + 3 · 2n
−2(−2)n.

Primetimo da postupak izlo�en u prethodnom primeru radi za
proizvo	nu linearnu homogenu diferencnu jednaqinu. Iz postupka za
izraqunava�e karateristiqnog polinoma u (8.49) je jasno da taj polinom
(koji se qesto naziva i karakteristiqni polinom diferencne jednaqine)
ima iste koeficijente kao i poqetna jednaqina (do na znak xto
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je nebitno jer samo tra�imo �egove nule). Zato mo�emo preskoqiti
izraqunava�e karakteristiqnog polinoma i samo re�i da je χA(λ) = 0
ekvivalentno jednaqinom u kojoj je qlan xn+k zame�em sa λk. Ovde bi
jedno (eventualno) pobo	xa�e bilo da umesto karakteristiqnog polinoma
koristimo minimalni, ali on nema ovako elegantan zapis, ve� bi morao da
se izraquna standardnim putem.

Ovde smo videli primer kada karakteristiqni polinom ima samo
jednostruke nule. Ukoliko bismo imali i vixestruke nule ovde bi se pored
vrednosti λn pojav	ivali i izvodi nλn−1, n(n−1)λn−2, itd (xto smo imali
u Zadatku 8.31.b)). Poxto priqamo o linearnim kombinacijama nebitno je
da li ovde stoji nλn−1 ili nλn, n(n−1)λn−2 ili n(n−1)λn ili

(
n
2

)
λn, itd.

U sluqaju da se pojave i kompleksne sopstvene vrednosti
λ = r(cos θ + i sin θ) i λ = r(cos θ − i sin θ) (koje uvek idu u parovima)
u rexe�u bi se pojav	ivali rn cos(nθ) i rn sin(nθ). To smo videli u
Zadatku 8.41.

Sve zajedno daje slede�u teoremu.

Teorema 8.50. Neka je

akxn+k + ak−1xn+k−1 + . . . a1xn+1 + a0xn = 0,

diferencna jednaqina, gde su a0, a1, . . . , ak ∈ R i a0, ak ̸= 0, i neka
su λi realni koreni vixestrukosti si i µj = rj (cos θj + i sin θj) i
µj = rj (cos θj − i sin θj) parovi kompleksnih korena vixestrukosti tj
karakteristiqnog polinoma diferencne jednaqine

χ(λ) = akλ
k + ak−1λ

k−1 + . . . a1λ+ a0.

Tada su sva rexe�a xn prethodne diferencne jednaqine linearne
kombinacije λi

n, nλi
n, . . . , nsi−1λi

n, rj
n cos (nθj), nrj

n cos (nθj), . . . ,
ntj−1rj

n cos (nθj), rj
n sin (nθj), nrj

n sin (nθj), . . . , ntj−1rj
n sin (nθj), za sve

i i j.

Zadatak 8.51. Rexiti diferencnu jednaqinu xn+3 = xn+2+8xn+1−12xn,
sa poqetnim uslovima x0 = 3, x1 = −5 i x2 = −7.

Rexe�e. Karakteristiqni polinom ove diferencne jednaqine je

λ3 − λ2 − 8λ+ 12 = (λ− 2)2(λ+ 3),

xto znaqi da je rexe�e ove jednaqine xn = α2n + βn2n + γ(−3)n, za neke
α, β, γ ∈ R. Iz poqetnih uslova

x0 = α + γ = 3
x1 = 2α + 2β − 3γ = −5
x2 = 4α + 8β + 9γ = −7

nalazimo skalare α = 2, β = −3 i γ = 1. Konaqno, rexe�e diferencne
jednaqine je xn = 2n+1 − 3n2n + (−3)n.
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Vrati�emo se na trenutak na determinante. Postoje determinante koje
se mogu izraqunati rekurzivno tj. svo�e�em na diferencne jednaqine (i
koje tada nismo mogli ali sada mo�emo da izraqunamo). Jednu takvu
determinantu smo imali u Zadatku 7.34, ali je tada dobijena diferencna
jednaqina bila prvog reda pa smo jox onda mogli da je reximo.

Zadatak 8.52. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3
2 5 3

2 5
. . .

. . .
. . . 3
2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Ako oznaqimo poqetnu determinantu sa ∆n ima�emo

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3
2 5 3

2 5
. . .

. . .
. . . 3
2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3
2 5 3

2 5
. . .

. . .
. . . 3
2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3

5 3

2 5
. . .

. . .
. . . 3
2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5∆n−1 − 6∆n−2.

(8.53)

Pomera�em indeksa dolazimo do diferencne jednaqine

∆n+2 − 5∆n+1 + 6∆n = 0. (8.54)

Ovo pomera�e indeksa je znaqajno (sem xto daje isti oblik kao u Teoremi
8.50) zbog toga xto (8.53) va�i za n ⩾ 3 (da bi ∆n−2 bilo definisano),
a posle pomera�a (8.54) va�i za sve n ∈ N. Karakteristiqni polinom
diferencne jednaqine (8.54) je

λ2 − 5λ+ 6 = (λ− 2)(λ− 3).

Sledi, ∆n = α2n + β3n, a skalare α i β �emo na�i iz uslova

∆1 = 2α+ 3β = |5| = 5,

∆2 = 4α+ 9β =

∣∣∣∣ 5 3
2 5

∣∣∣∣ = 19.

Odatle je β = 3, α = −2 i ∆n = 3n+1 − 2n+1.
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Zadatak 8.55. U zavisnosti od realnih parametara α i β izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ
1 α+ β αβ

1 α+ β
. . .

. . .
. . . αβ
1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexe�e. Ako oznaqimo poqetnu determinantu sa ∆n ima�emo

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α+ β αβ
1 α+ β αβ

1 α+ β
. . .

. . .
. . . αβ
1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(α+ β)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α+ β αβ
1 α+ β αβ

1 α+ β
. . .

. . .
. . . αβ
1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− αβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 αβ

α+ β αβ

1 α+ β
. . .

. . .
. . . αβ
1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(α+ β)∆n−1 − αβ∆n−2.

Dakle, naxa determinanta je rexe�e diferencne jednaqine

∆n+2 − (α+ β)∆n+1 + αβ∆n = 0. (8.56)

Red ove jednaqine zavisi od toga da li je neki od brojeva α i β jednak nuli,
te �emo imati nekoliko sluqajeva.

(1) Ako je α = β = 0, tada je ∆ = 0, za sve n ∈ N.

(2) Ako je α ̸= 0 i β = 0, diferencna jednaqina (8.56) postaje
∆n+2 − α∆n+1 = 0, tj. ∆n+1 = α∆n, qije je rexe�e

∆n = αn−1∆1 = αn−1|α| = αn.

(3) Ako je α = 0 i β ̸= 0, sliqno dolazimo do ∆n = βn.
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(4) Ako je α, β ̸= 0 diferencna jednaqina (8.56) je drugog reda, a koreni
�enog karakteristiqnog polinoma λ2 − (α+ β)λ+ αβ su α i β. Sada
�emo opet imati dva sluqaja u zavisnosti od toga da li su ovi koreni
jednaki ili ne.

(4.1) Ako je α = β, determinanta ∆n je jednaka aαn + bnαn, za neke
skalare a, b ∈ R koje �emo odrediti iz poqetnih uslova

∆1 = aα+ bα = |2α| = 2α,

∆2 = aα2 + 2bα2 =

∣∣∣∣ 2α α2

1 2α

∣∣∣∣ = 3α2.

Skratimo α (koje nije nula) qime dolazimo do sistema a+ b = 2,
a+ 2b = 3. Dakle, a = b = 1, pa je ∆n = (n+ 1)αn

(4.2) Ako je α ̸= β, determinanta ∆n je jednaka aαn + nβn, za neke
skalare a, b ∈ R koje �emo odrediti iz poqetnih uslova

∆1 = aα+ bβ = |α+ β| = α+ β,

∆2 = aα2 + bβ2 =

∣∣∣∣ 2α+ β αβ
1 α+ β

∣∣∣∣ = α2 + β2 + αβ.

Ovo je sistem jednaqina po promen	ivim a i b sa parametrima
α i β. �egove determinante su

δ =

∣∣∣∣ α β
α2 β2

∣∣∣∣ = αβ(β − α) ̸= 0,

δa =

∣∣∣∣ α+ β β
α2 + β2 + αβ β2

∣∣∣∣ = −α2β,

δb =

∣∣∣∣ α α+ β
α2 α2 + β2 + αβ

∣∣∣∣ = αβ2.

Onda Kramerovo pravilo ka�e da je a = δa
δ = α

α−β ,

b = δb
δ = − β

α−β i ∆n = αn+1−βn+1

α−β .

Zadatak 8.57. U zavisnosti od realnog parametra α izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα 1
1 2 cosα 1

1 2 cosα
. . .

. . .
. . . 1
1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Rexe�e. I ovde �emo primeniti trik sa rekurentnim izraqunava�em
determinante. Jedino xto nam se ova determinanta (oznaqimo je sa ∆n)
malo razlikuje u gor�em levom �oxku pa razvoj po prvoj vrsti (koloni) ne
bi dao determinantu ∆n−1. Zato je bo	e krenuti iz do�eg desnog �oxka i
dobiti

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα 1

1 2 cosα
. . .

. . .
. . . 1
1 2 cosα 1

1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=2(cosα)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα 1

1 2 cosα
. . .

. . .
. . . 1
1 2 cosα 1

1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα 1

1 2 cosα
. . .

. . .
. . . 1
1 2 cosα

1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=2(cosα)∆n−1 −∆n−2.

Dakle, naxa determinanta je rexe�e diferencne jednaqine

∆n+2 − 2(cosα)∆n+1 +∆n = 0,

qiji je karakteristiqni polinom λ2 − 2(cosα)λ + 1 = 0. Koreni ovog
polinoma su λ1,2 = cosα± i sinα. Ovde �emo imati dva sluqaja.

(1) Ako α ̸∈ πZ, ima�emo dva kompleksna korena λ1 i λ2 = λ1. Tada je

∆n = a cos(nα) + b sin(nα),

za neke skalare a, b ∈ R koje mo�emo odrediti iz uslova

∆1 = a cosα+ b sinα = | cosα| = cosα,

∆2 = a cos(2α) + b sin(2α) =

∣∣∣∣ cosα 1
1 2 cosα

∣∣∣∣ = 2 cos2 α− 1 = cos(2α),

Ovde su promen	ive a i b, a α je parametar. Oqigledno je rexe�e ovog
sistema a = 1, b = 0, pa �e tra�ena determinanta biti ∆n = cos(nα).

(2) Ako je α ∈ πZ, koreni λ1 i λ2 su realni i jednaki i iznose cosα = ±1.
Tada je ∆n = a(cosα)n + bn(cosα)n = (a+ bn)(cosα)n, za neke skalare



8.4. DIFERENCNE JEDNAQINE 203

a, b ∈ R koje mo�emo odrediti iz uslova

∆1 = (a+ b) cosα = cosα,

∆2 = (a+ 2b) (cosα)2︸ ︷︷ ︸
=1

= cos(2α) = 1.

Nakon de	e�a prve jednaqine sa cosα = ±1 lako dobijamo a = 1 i
b = 0. Sledi, ∆n = (cosα)n.

Ovde je zanim	ivo da za α ∈ πZ va�i

cos(nα) = (cosα)n =

{
1, ako je n parno,
cosα, ako je n neparno.

Zato mo�emo re�i da va�i ∆n = cos(nα), za sve α ∈ R.

Sada �emo prikazati jox jednu (ve� vi�enu) ideju kako ,,rexiti
problem\ xto se na glavnoj prva vrednost razlikuje od ostalih.
Determinantu s poqetka mo�emo zapisati kao∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 cosα− cosα 1
1 + 0 2 cosα 1

1 2 cosα
. . .

. . .
. . . 1
1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zbog aditivnosti po prvoj koloni prethodna determinanta je jednaka zbiru
determinante

δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cosα 1

1 2 cosα 1

1 2 cosα
. . .

. . .
. . . 1
1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i jox jedne determinante koja �e nakon Laplasovog razvoja po prvoj koloni
postati −(cosα)δn−1. A determinantu δn mo�emo izraqunati sliqno kao u
prethodna dva zadatka.
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Glava 9

�ordanova normalna

forma

Videli smo koliko dijagonalizacija mo�e da bude korisna (npr.
za nala�e�e stepena). Me�utim, sve xto smo do sada radili bilo je
ograniqeno samo na matrice (linearne operatore) dijagonalnog tipa.
�ordanova1 normalna forma nam omogu�ava da sve to uopxtimo
na proizvo	ne kvadratne matrice (linearne operatore konaqno
dimenzionalnog prostora). Malo �emo oslabiti uslov dijagonalnosti
xto �e nam omogu�iti pomenutu primenu. Za poqetak, ilustrujmo sve na
jednom primeru.

Neka je

L : R3 −→ R3, L

 x
y
z

 =

 3x+ z
4y

−x+ z

 (9.1)

linearni operator vektorskog prostora R3. �egova matrica u kanonskoj

bazi e prostora R3 je [L]e =

 3 0 1
0 4 0
−1 0 1

, pa �e karakteristiqni

polinom biti

χL(λ) = det ([L]e − λE) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 0 1
0 4− λ 0
−1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (4− λ)

∣∣∣∣ 3− λ 1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = (4− λ)
(
3− 3λ− λ+ λ2 + 1

)
= −(λ− 4)(λ− 2)2.

1Marie Ennemond Camille Jordan (1838. - 1922.), francuski matematiqar

205
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Sopstveni potprostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ1 = 4 je skup
rexe�a jednaqine (L− 4 · 1)v = O, tj.

−x + z = 0
0 = 0

−x − 3z = 0

Dakle, z = 0 i x = 0, pa je Ker(L− 4 · 1) = L (v1), gde je v1 =

 0
1
0

.
Sopstveni potprostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ2 = 2 je skup

rexe�a jednaqine (L− 2 · 1)v = O, tj.

x + z = 0
2y = 0

−x − z = 0

Dakle, y = 0 i z = −x, pa je Ker(L− 2 · 1) = L (v2), gde je v2 =

 1
0
−1

.
Operator L nije dijagonalnog tipa jer je Ker(L−4·1)⊕Ker(L−2·1) ≨ R3.

Suxtinski, ovde nam nedostaje jox jedan sopstveni vektor za dvostruku
sopstvenu vrednost λ2 = 2. Umesto toga ima�emo tzv. uopxteni sopstveni
vektor koji tra�imo kao rexe�e jednaqine (L− λ2) v = v2, tj.

x + z = 1
2y = 0

−x − z = −1

Dakle, y = 0 i z = 1− x. Izaberimo jedno rexe�e npr. v3 =

 1
0
0

.
Ukratko, uopxteni sopstveni vektor v3 smo tra�ili u Ker (L− λ2 · 1)2,

jer je (L− λ2)
2
v3 = (L− λ2) v2 = O. Preciznije, v3 smo tra�ili iz

Ker (L− λ2 · 1)2 \Ker (L− λ2 · 1) jer je (L− λ2) v3 = v2 ̸= O.

Prema prethodnom imamo bazu f = {v1, v2, v3} za koju va�i

Lv1 = λ1v1, Lv2 = λ2v2 i Lv3 = v2 + λ2v3.

Tada linearni operator L u bazi f ima matricu

[L]f =

 λ1 0 0
0
0

λ2 1
0 λ2

 =

 4 0 0
0
0

2 1
0 2

 .
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Svaki od uokvirenih blokova (koje �emo zvati �ordanovi blokovi)
ima sopstvene vrednosti na glavnoj dijagonali, jedinice iznad glavne
dijagonale i nule na svim ostalim mestima.

Napomi�emo da je tada [L]e = Pe,f [L]fP
−1
e,f , gde je Pe,f =

 0 1 1
1 0 0
0 −1 0

.
Sada �emo prethodnu priqu uopxtiti na proizvo	an linearni operator

(kvadratnu matricu). U prethodnom primeru smo uopxteni sopstveni
vektor v3 dobili pomo�u sopstvenog vektora v2. Da se desilo da broj
uopxtenih sopstvenih vektora (koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti λ2)
nije bio dovo	an, naredni bismo tra�ili pomo�u v3, tj. iz uslova
(L− λ2) v = v3, itd.

Definicija 9.2. Matricu

J(λ) =



λ 1
λ 1

λ 1
. . .

. . .

λ 1
λ


zovemo �ordanov blok ili �ordanova matrica.

Teorema 9.3. (1) Za svaki linearni operator L : V −→ V
konaqno dimenzionalnog prostora V postoji baza f
vektorskog prostora V u kojoj operator L ima matricu

[L]f = J =


J (λ1)

J (λ2)
. . .

J (λm)

.
(2) Za svaku kvadratnu matricu A ∈ Mn(F ) postoji invertibilna

matrica P i blok matrica J =

 J (λ1)
. . .

J (λm)

 takve da

je A = PJP−1.

Dodatno, λi su sopstvene vrednosti operatora L (matrice A). U bazi
f (u kolonama matrice P ) na mestima koja odgovaraju J(λ) u J , se nalaze
vektori v1, . . . , vk, gde je k = dim J(λ), koji se dobijaju kao rexe�a sistema

(L− λ1)v1 = O i (L− λ1)vi = vi−1

(odnosno (A− λE)v1 = O i (A− λE)vi = vi−1), za 2 ⩽ i ⩽ k.
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Definicija 9.4. Matricu J iz prethodne teoreme zovemo �ordanova
(normalna) forma linearnog operatora L (matrice A), a vektore vi
zovemo uopxteni sopstveni vektori.

Napomi�emo da je �ordanova forma odre�ena jedinstveno do na
permutaciju blokova. Sa druge strane, baza f (odnosno matrica P ) koja
se pomi�e u prethodnoj teoremi nije jedinstvena.

Specijalno, linearni operator L je dijagonalnog tipa ako i samo
ako su svi blokovi J (λi)-ovi dimenzije 1 × 1, tj. �ordanova forma je
dijagonalna matrica. U tom sluqaju su uopxteni sopstveni vektori bax
jednaki sopstvenim vektorima. (A generalno, postoje i uopxteni sopstveni
vektori koji nisu sopstveni, xto smo videli u uvodnom primeru.)

Zadatak 9.5. Odrediti �ordanovu normalnu formu J matrice

A =

 3 1 −1
0 2 0
1 1 1

, kao i bar jednu invertibilnu matricu P , takvu da

je A = PJP−1.

Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1
0 2− λ 0
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)

∣∣∣∣ 3− λ −1
1 1− λ

∣∣∣∣
= −(λ− 2)

(
λ2 − 4λ+ 4

)
= −(λ− 2)3.

Sopstveni potprostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti 2 je skup
rexe�a jednaqine (A− 2E)v = O, tj.

x + y − z = 0
0 = 0

x + y − z = 0

Dakle, z = x+y i Ker(A−2E) = L (v1, v2), gde je v1 =

 1
0
1

 i v2 =

 0
1
1

.
Tra�imo jox jedan uopxteni sopstveni vektor kao rexe�e sistema

(A− 2E)v = v1. (Na desnoj strani jednaqine mo�e da bude i = v2 i = v1+v2
i = v1 + 3v2 itd. jer su to sve sopstveni vektori. Ovo mo�e da da vixe
razliqitih rexe�a. A mo�da i neka od ovih jednaqina nema rexe�e kao
npr. = v2, pa treba probati sa nekom drugom.) Iz

x + y − z = 1
0 = 0

x + y − z = 1
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Npr. mo�emo izabrati v3 =

 1
0
0

.
Ima�emo jedan blok

(
2 1
0 2

)
koji odgovara sopstvenoj vrednosti 2 i

sopstvenim vektorima v1 i v3 i jedan blok (2) koji odgovara sopstvenoj
vrednosti 2 i sopstvenom vektoru v2. Zato je

J =

 2 1
0 2

0
0

0 0 2

 i P =

 1 1 0
0 0 1
1 0 1

 .

Naravno, prethodno rexe�e nije jedinstveno. Npr. mogli smo umesto
v2 da uzmemo 2v2 i dobili bismo drugaqiju matricu P . Jedino na xta
treba obratiti pa��u je redosled kolona matrice P . Odmah iza sopstvenog
vektora v1 mora stajati uopxteni sopstveni vektor v3 koji je dobijen od
v1.

Zadatak 9.6. Neka je

L : M2 (R) −→ M2 (R) , L

(
x y
z t

)
=

(
x+ 2y y

−2x− 4y + z + 2t −2y + t

)
.

Odrediti �ordanovu normalnu formu J operatora L i bar jednu bazu
vektorskog f prostora M2 (R) takvu da je [L]f = J .

Rexe�e. Matrica ovog operatora u kanonskoj bazi e je

[L]e =


1 2 0 0
0 1 0 0
−2 −4 1 2
0 −2 0 1

 ,

pa �e karakteristiqni polinom biti

χL(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 0 0
0 1− λ 0 0
−2 −4 1− λ 2
0 −2 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · = (λ− 1)4.

Jedina sopstvena vrednost operatora L je 1, a �eni sopstveni vektori

su X =

(
x y
z t

)
takvi da je (L− 1)X = O tj.

(
2y 0

−2x− 4y + 2t −2y

)
=

(
0 0
0 0

)
,



210 GLAVA 9. �ORDANOVA NORMALNA FORMA

xto se svodi na y = 0 i t = x. Sopstveni potprostor je

Ker(L− 1) =
{(

x 0
z x

) ∣∣∣∣ x, z ∈ R
}

= L (v1, v2), gde je v1 =

(
1 0
0 1

)
i

v2 =

(
0 0
1 0

)
.

Potra�imo jox dva uopxtena sopstvena vektora v3 i v4. Sad tu imamo
dve mogu�nosti. Jedna je da v3 dobijemo od v1 (kao rexe�e jednaqine
(L− 1)v = v1), a v4 od v2. Ili, opxtije, da v3 i v4 dobijemo od nekih
razliqitih linearnih kombinacija v1 i v2. Druga (suxtinski razliqita)
mogu�nost je da v3 dobijemo npr. od v1, potom v4 od v3.

Jasno je da jednaqina (L− 1)X = v1 nema rexe�e, a isto va�i i ukoliko
v1 zamenimo bilo kojom linearnom kombinacijom v1 i v2, pa je ovo druga
od dve pomenute mogu�nosti. Zato �emo v3 tra�iti kao rexe�e jednaqine
(L− 1)X = v2, tj. (

2y 0
−2x− 4y + 2t −2y

)
=

(
0 0
1 0

)
.

Biramo jedno rexe�e v3 ovog sistema i pazimo da jednaqina (L− 1)X = v3
ima rexe�e (jer je to jedini naqin da u slede�em koraku na�emo jox

jedan uopxteni sopstveni vektor). Npr. mo�emo uzeti v3 =

(
− 1

4 0

0 1
4

)
.

I na kraju tra�imo posled�i uopxteni sopstveni vektor v4 kao rexe�e
jednaqine (L− 1)X = v3, tj.(

2y 0
−2x− 4y + 2t −2y

)
=

(
− 1

4 0

0 1
4

)
.

Npr. neka je v4 =

(
1
4 − 1

8

0 0

)
.

Sada mo�emo zak	uqiti da je �ordanova forma operatora L jednaka

J =


1 0 0 0
0
0
0

1 1 0
0 1 1
0 0 1


i ona predstav	a matricu operatora L u bazi f = {v1, v2, v3, v4}.

Dakle, imamo precizan algoritam za odre�iva�e �ordanove forme.
Neka je λ sopstvena vrednost matrice A i neka je v1 ∈ Ker(A− λE)
sopstveni vektor. Uopxteni sopstveni vektor v2 smo tra�ili iz
Ker(A− λE)2 \Ker(A− λE), jer je

(A− λE)2v2 = (A− λE)v1 = O i (A− λE)v2 = v1 ̸= O.
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Zatim bismo v3 tra�ili iz Ker(A − λE)3 \ Ker(A − λE)2, pa
v4 ∈ Ker(A− λE)4\Ker(A − λE)3, itd. I tako za svaki sopstveni vektor
v1 koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ.

Neka δi = δ(A − λE)i = dimKer(A − λE)i, za i ∈ N. Bazu f
smo konstruisali na slede�i naqin. Najpre smo izabrali δ1 linearno
nezavisnih vektora iz Ker(A − λE), zatim δ2 − δ1 linearno nezavisnih
vektora iz Ker(A − λE)2 (jer Ker(A − λE)2 sadr�i i δ1 vektora iz baze
Ker(A − λE) koji nam ne odgovaraju), zatim δ3 − δ2 linearno nezavisnih
vektora iz Ker(A− λE)3, itd.

Pogledajmo kako to utiqe na �ordanove blokove koji odgovaraju
sopstvenoj vrednosti λ. Iz prethodnog sledi da postoji δ1 blokova
dimenzije bar 1 × 1, δ2 − δ1 blokova dimenzije bar 2 × 2, δ3 − δ2
blokova dimenzije bar 3 × 3, itd. Dodatno, zbir dimenzija svih tih
blokova �e biti jednak vixestrukosti sopstvene vrednosti λ (jer smo
upravo toliko uopxtenih sopstvenih vektora naxli). Radi lakxeg
raquna umesto defekta obiqno �emo raditi sa rangom znaju�i da je
ρ(A− λE)i + δ(A− λE)i = n, po Teoremi o rangu i defektu, gde je n
dimenzija kvadratne matrice A.

Naravno, isti zak	uqak va�i i za linearne operatore.

Zadatak 9.7. Odrediti �ordanovu normalnu formu J matrice

A =


3 0 0 0 0
1 1 0 0 −1
1 −1 2 0 −1
0 0 0 2 −1
−1 1 0 0 3

 .

Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 0 0 0 0
1 1− λ 0 0 −1
1 −1 2− λ 0 −1
0 0 0 2− λ −1
−1 1 0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0 −1
−1 2− λ 0 −1
0 0 2− λ −1
1 0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)(2− λ)

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 −1
0 2− λ −1
1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣
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= (3− λ)(2− λ)2
∣∣∣∣ 1− λ −1

1 3− λ

∣∣∣∣
= (3− λ)(2− λ)2

(
3− 4λ+ λ2 + 1

)
= −(λ− 3)(λ− 2)4.

Kako je 3 jednostruka nula, �ordanova forma �e imati blok (3).

Ostali blokovi odgovaraju sopstvenoj vrednosti 2 i zbir �ihovih
dimenzija je 4. Imamo slede�e mogu�nosti (do na permutaciju blokova xto
zanemarujemo):

(1) 4 bloka 1× 1:


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

,

(2) 1 blok 2× 2 i 2 bloka 1× 1:


2 1
0 2

0 0
0 0

0 0
0 0

2 0

0 2

,

(3) 2 bloka 2× 2:


2 1
0 2

0 0
0 0

0 0
0 0

2 1
0 2

,

(4) 1 blok 3× 3 i 1 blok 1× 1:


2 1 0
0 2 1
0 0 2

0
0
0

0 0 0 2

 ili

(5) 1 blok 4× 4:


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

.
Prvo, rang matrice

A− 2E =


1 0 0 0 0
1 −1 0 0 −1
1 −1 0 0 −1
0 0 0 0 −1
−1 1 0 0 1


je 3, pa �e biti δ1 = δ(A− 2E) = 5− ρ(A− 2E) = 2. To znaqi da �ordanov
blok sadr�i taqno 2 bloka (dimenzije bar 1× 1), xto nam su�ava izbor na
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sluqajeve (3) i (4). Zatim imamo da je

(A− 2E)2 =


1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 −1 0 0 −1
−1 0 0 0 0


i δ2 = δ(A − 2E)2 = 5 − ρ(A − 2E)2 = 3. Sledi, postoji taqno δ2 − δ1 = 1
blok dimenzije bar 2 × 2, pa je jedina mogu�nost (4), odnosno �ordanova
normalna forma matrice A je

J =


3 0 0 0 0

0
0
0

2 1 0
0 2 1
0 0 2

0
0
0

0 0 0 0 2

 .

Kao proveru mo�emo iskoristiti da je

(A− 2E)3 =


1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ,

tj. δ3 = 5 − ρ(A2E)3 = 4. Onda broj blokova dimenzije bar 3 × 3 iznosi
δ3 − δ2 = 1, xto je u skladu sa dobijenom �ordanovom formom J . Zatim,
kada se izraquna qetvrti stepen ispostavi se da je (A− 2E)4 = (A− 2E)3,
a samim tim (A − 2E)n = (A − 2E)3, za sve n ⩾ 4. To znaqi da
je δn − δn−1 = 4− 4 = 0, odnosno da �ordanova forma J nema blokove
dimenzije bar n× n, za sve n ⩾ 4.

Zadatak 9.8. Odrediti �ordanovu normalnu formu J matrice

A =


3 0 0 0 0 0
0 2 0 0 −1 1
−1 −1 3 1 −1 1
0 0 0 3 0 0
0 1 0 0 4 0
0 0 0 0 0 3

 .

Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je χA(λ) = (λ − 3)6.
Direktnim raqunom dobijamo
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A− 3E =


0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 −1 1
−1 −1 0 1 −1 1
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

 ,

(A− 3E)2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 .

Zato je δ1 = dimKer(A − 3E) = 6 − 3 = 3 i δ2 = dimKer(A − 3E)2 = 5.
Sledi, postoje δ1 = 3 bloka dimenzije bar 1 × 1 xto daje tri mogu�nosti:
dva bloka 1× 1 i jedan blok 4× 4 ili po jedan blok 1× 1, 2× 2 i 3× 3 ili
tri bloka 2 × 2. Dodatno, znamo i da ima δ2 − δ1 = 2 bloka dimenzije bar
2 × 2, xto isk	uquje prvu i tre�u pomenutu mogu�nost. Drugim reqima,
tra�ena �ordanova forma je

J =


3 0 0 0 0 0
0 3 1 0 0 0
0 0 3 0 0 0
0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 3

 .

Ostaje jox pita�e kako (brzo) odrediti uopxtene sopstvene vektore.
Za proizvo	nu sopstvenu vrednost λ linearnog operatora L na konaqno
dimenzionalnom vektorskom prostoru V (i sliqno, matrice A) skup

K̃er(L− λ1) :=

∞⋃
i=1

Ker(L− λ1)i.

�emo zvati uopxteni sopstveni potprostor (linearnog operatora L koji
odgovara sopstvenoj vrednosti λ). Znamo da unija vektorskih prostora ne
mora biti vektorski prostor, ali ova unija �e biti. Za vektorske prostore
koji uqestvuju u uniji va�i

Ker(L− λ1) ⩽ Ker(L− λ1)2 ⩽ Ker(L− λ1)3 ⩽ · · · ⩽ V.

Kako je vektorski prostor V konaqne dimenzije, me�u prethodnim
potprostorima ima najvixe dimV razliqitih potprostora. Zato �e
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K̃er(L − λ1) biti jednako Ker(L − λ1)i, za neko dovo	no veliko i ∈ N.

Specijalno, K̃er(L − λ1) jeste vektorski potprostor od V , a iz prethodne
priqe sledi i da je to najma�i potprostor koji sadr�i sve uopxtene
sopstvene vektore za sopstvenu vrednost λ.

Sada �emo pokazati na primeru kako se odre�uje uopxteni sopstveni
potprostor. Vratimo se na linearni operator L iz (9.1) sa poqetka
glave. �egov karakteristiqni polinom je bio χL(λ) = −λ2(λ − 2).

Pokuxa�emo da odredimo uopxteni sopstveni potprostor K̃erL. Iz
L2 ◦ (L− 2 · 1) = −χL(L) = O sledi da je

Im(L− 2 · 1) ⊆ KerL2 ⊆ K̃erL.

Sliqno, ImL2 ⊆ K̃er(L − 2 · 1). Tvrdimo da ovde va�i i jednakosti. Da
bismo to pokazali dovo	no je da doka�emo da u inkluziji

Im(L− 2 · 1) + ImL2 ⊆ K̃erL+ K̃er(L− 2 · 1) ⊆ R3

va�i jednakost.

Prvo �emo polinom 1 predstaviti kao (λ − 2)p(λ) + λ2q(λ). To mo�emo
uraditi Euklidovim algoritmom jer znamo da su polinomi λ − 2 i λ2

uzajamno prosti. De	e�em λ2 sa λ − 2 dobijamo λ2 = (λ− 2)(λ+ 2) + 4.
Sledi,

1 = (λ− 2)

(
−1

4
λ− 1

2

)
+ λ2 · 1

4

i 1 = (L − 2 · 1) ◦
(
− 1

4L− 1
21
)
+ L2 ◦

(
1
41
)
. Za proizvo	an vektor v ∈ R3

va�i

v = 1v =

(
(L− 2 · 1) ◦

(
−1

4
L− 1

2
1

)
+ L2 ◦

(
1

4
1

))
v

= (L− 2 · 1)
(
−1

4
Lv − 1

2
v

)
︸ ︷︷ ︸

∈Im(L−2·1)

+L2

(
1

4
v

)
︸ ︷︷ ︸

∈ImL2

∈ Im(L− 2 · 1) + ImL2.

Ovim smo pokazali da je

K̃erL = Im(L− 2 · 1) =

 (L− 2 · 1)

 x
y
z

∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ R


=


 −x+ z

0
−x− 3z

∣∣∣∣∣∣ x, z ∈ R

 = L

 1
0
0

 ,

 0
0
1


i

K̃er(L− 2 · 1) = ImL2 =

L2

 x
y
z

∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ R


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=

L

 x+ z
2y

−x− z

∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ R


=


 0

4y
0

∣∣∣∣∣∣ y ∈ R

 = L

 0
1
0

 ,

xto se poklapa rezultatima sa poqetka glave. Dodatno, ovim smo pokazali
i da je suma K̃erL2 +K̃er(L− 2 ·1) jednaka celom R3, pa ova suma mora biti
direktna (zbog dimenzije).

Odavde mo�emo izvu�i slede�i zak	uqak.

Teorema 9.9. Neka je L : V −→ V linearni operator i neka je λ0 �egova
sopstvena vrednost vixestrukosti k. Tada je K̃er (L− λ01) = Im (hλ0(L)),

gde je hλ0
(λ) = χL(λ)

(λ−λ0)
k . Dodatno, va�i V =

⊕
λ0

K̃er (L− λ01).

A imamo i analogno tvr�e�e na jeziku matrica.

Napomi�emo da je u prethodnom primeru h2(λ) = −λ2 i h0(λ) = −(λ−2).
Mi smo umesto ovih polinoma koristili −h2 i −h0, ali to nixta ne me�a
jer je Im(−F ) = ImF , za sve linearne operatore F .

Zadatak 9.10. Odrediti uopxtene sopstvene potprostore matrice

A =


3 0 0 0 0
1 1 0 0 −1
1 −1 2 0 −1
0 0 0 2 −1
−1 1 0 0 3

 .

Rexe�e. U Zadatku 9.7 smo odredili karakteristiqni polinom
χA(λ) = −(λ− 3)(λ− 2)4. To znaqi da su uopxteni sopstveni potprostori

K̃er(A− 2E) = Im(−(A− 3E)) = Im(A− 3E)

= L




0
1
1
0
−1

 ,


0
−2
−1
0
1

 ,


0
0
−1
0
0

 ,


0
0
0
−1
0

 ,


0
−1
−1
−1
0




= L




0
1
0
0
0

 ,


0
0
1
0
0

 ,


0
0
0
1
0

 ,


0
0
0
0
1




i
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K̃er(A− 3E) = Im
(
−(A− 2E)4

)
= Im (A− 2E)

4
= L


1
1
1
1
−1

 ,

jer je (A− 2E)4 =


1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

.

9.1 Nilpotentne matrice

Naredni ci	 je da odredimo stepen �ordanovog bloka jer znamo da je
An =

(
PJP−1

)n
= PJnP−1, kao i da se �ordanova forma J stepenuje tako

xto se stepenuje svaki �ordanov blok posebno.

Zadatak 9.11. a) Neka je

Nm,k =



k︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1

m−k−1︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

1
. . .

...
. . . 0

1
0
...
0


kvadratna m × m matrica koja ima jedinice na k + 1-oj dijagonali.

Pokazati da je Nk
m,1 =

{
Nm,k, za k ⩽ m− 1,
O, za k ⩾ m.

b) Izraqunati stepen �ordanovog bloka J(λ)n, za sve n ∈ N.

Rexe�e. a) Pre nego xto poka�emo tra�enu jednakost, pogledajmo kada
se stepenuje matrica Nm,1 u malim dimenzijama npr. m = 4. Imali bismo

N2
4,1 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 = N4,2,
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N3
4,1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = N4,3,

N4
4,1 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = N4,3.

Slobodnim reqima, svako mno�e�e sa Nm,k pomera dijagonalu sa
jedinicama ka gor�em desnom �oxku i u nekom trenutku ta dijagonala
,,iza�e\ iz matrice.

Poka�imo sada tvr�e�e indukcijom po k, za k = 1 trivijalno va�i.
Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za k.

(1) Ako je k ⩽ m− 2, lako se proverava da je

Nk+1
m,1 = Nk

m,1Nm,1 = Nm,kNm,1 = Nm,k+1.

(2) Ako je k = m− 1, tada je Nm
m,1 = Nm−1

m,1 Nm,1 = Nm,m−1Nm,1 = O.

(3) Ako je k ⩾ m, onda je Nk+1
m,1 = Nk

m,1Nm,1 = O ·Nm,1 = O.

b) Ukoliko je λ = 0 odgovor ve� imamo u delu a). Zato �emo nada	e
pretpostav	ati da je λ ̸= 0.

�ordanov blok J(λ) �emo zapisati kao λE +Nm,1, gde je m dimenzija
kvadratne matrice J(λ). Kako matrice λE i Nm,1 komutiraju binomnom
formulom �emo dobiti

J(λ) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(λE)n−kNk

m,1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
λn−kNm,k

=



λn nλn−1
(
n
2

)
λn−2

(
n
3

)
λn−3 . . .

(
n
m

)
λn−m

λn nλn−1
(
n
2

)
λn−2 . . .

(
n

m−1

)
λn−m+1

λn nλn−1 . . .
(

n
m−2

)
λn−m+2

λn . . .
(

n
m−3

)
λn−m+3

. . .
...
λn


,

pri qemu podrazumevamo da je Nm,0 = E i Nm,k = O, za k ⩾ m.

Matrica iz prethodnog zadatka Nm,k je primer nilpotentne matrice
o kojima �emo tek priqati.
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Zadatak 9.12. Izraqunati stepene �ordanovih formi J iz Zadataka
9.5, 9.7 i 9.8.

Rexe�e. Prema prethodnom zadatku je 2 1 0
0 2 0
0 0 2

n

=

 (
2 1
0 2

)n
0
0

0 0 (2)
n

 =

 2n n2n−1 0
0 2n 0
0 0 2n

 ,


3 0 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2


n

=


(3)n 0 0 0 0

0
0
0

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

n
0
0
0

0 0 0 0 (2)n



=


3n 0 0 0 0

0 2n n2n−1 n(n−1)
2 2n−2 0

0 0 2n n2n−1 0
0 0 0 2n 0
0 0 0 0 2n

 ,


3 1 0 0 0 0
0 3 1 0 0 0
0 0 3 0 0 0
0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3



n

=



 3 1 0
0 3 1
0 0 3

n
0 0
0 0
0 0

0
0
0

0 0 0
0 0 0

(
3 1
0 3

)n
0
0

0 0 0 0 0 (3)n



=


3n n3n−1 n(n−1)

2 3n−2 0 0 0
0 3n n3n−1 0 0 0
0 0 3n 0 0 0
0 0 0 3n n3n−1 0
0 0 0 0 3n 0
0 0 0 0 0 3n

 .

Na primeru posled�e �ordanove forme iz prethodnog zadatka
vidimo da �e svi koeficijenti matrice An = PJnP−1 biti iz

L
(
3n, n3n−1, n(n−1)

2 3n−2
)

= L
(
3n, n3n−1, n23n−2

)
= L

(
3n, n3n, n23n

)
,

xto bismo dobili i da smo An tra�ili dele�i polinom λn minimalnim
polinomom µA(λ) = · · · = (λ− 3)3.

Definicija 9.13. Za kvadratnu matricu A ka�emo da je nilpotentna
ukoliko postoji prirodan broj n takav da je An = O. Za linearni operator
L ka�emo da je nilpotentan ukoliko postoji prirodan broj n takav da
je Ln = O.

Naravno, ako je An = O, onda �e biti i Am = O, za sve m ⩾ n.
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Razne elementarne funkcije (sinus, kosinus, logaritam,
eksponencijalna funkcija, itd.) se mogu definisati i za realne i
kompleksne matrice (linearne operatore na realnom ili kompleksnom
vektorskom prostoru) korix�e�em Tejlorovog2 razvoja. Npr.
eksponencijalnu funkciju bismo definisali sa

eA :=

∞∑
n=0

1

n!
An.

Ovde je naravno pita�e da li red na desnoj strani uopxte konvergira.
Specijalno, ako je matrica A nilpotentna ovaj red �e biti konaqna
suma, te �e uvek konvergirati. Drugim reqima eksponencijalna (sinusna,
logaritamska, itd.) funkcija nilpotentne matrice je samo polinom od te
matrice.

Zadatak 9.14. Pokazati da je matrica N =

 2 2 −2
5 1 −3
1 5 −3


nilpotentna, a zatim izraqunati

a) eN , b) cosN, v) log(E −N).

Rexe�e. Lako se proverava da je

N2 =

 12 −4 −4
12 −4 −4
24 −8 −8

 i N3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

xto znaqi da je matrica N nilpotentna.

a) Prema Tejlorovom razvoju je

eN =

∞∑
n=0

1

n!
Nn = E +N +

1

2
N2,

jer je Nn = O, za sve n ⩾ 3. Dakle,

eN =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

 2 2 −2
5 1 −3
1 5 −3

+
1

2

 12 −4 −4
12 −4 −4
24 −8 −8


=

 9 0 −4
11 0 −5
13 1 −6

 .

2Brook Taylor (1685. - 1731.), engleski matematiqar
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b) Sliqno,

cosN =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
N2n = E − 1

2
N2

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1

2

 12 −4 −4
12 −4 −4
24 −8 −8

 =

 −5 2 2
−6 3 2
−12 4 5

 .

v) I jox jednom na isti naqin dobijamo

log(E −N) = −
∞∑

n=1

1

n
Nn = −N − 1

2
N2

= −

 2 2 −2
5 1 −3
1 5 −3

− 1

2

 12 −4 −4
12 −4 −4
24 −8 −8


=

 −8 0 4
−11 1 5
−13 −1 7

 .

Napomi�emo da metod izlo�en u prethodnom zadatku radi samo za
nilpotentne matrice. Za ostale matrice imamo pita�e da li Tejlorov red
konvergira. U to ne�emo previxe zalaziti. Samo �emo pokazati na jednom
primeru kako izraqunati taj red u sluqaju da konvergira. U tome �e nam
pomo�i �ordanova forma.

Neka je A =

 3 1 −1
0 2 0
1 1 1

 matrica iz Zadatka 9.5, u kome smo pokazali

da je A = PJP−1, gde je J =

 2 1 0
0 2 0
0 0 2

 (�ordanova forma matrice A)

i P =

 1 1 0
0 0 1
1 0 1

. Tada je
eA =

∞∑
n=0

1

n!
An =

∞∑
n=0

1

n!

(
PJP−1

)n
=

∞∑
n=0

1

n!
PJnP−1

= P

( ∞∑
n=0

1

n!
Jn

)
P−1 = PeJP−1,

pa ostaje jox samo pita�e (da li i) kako mo�emo da izraqunamo eJ . Poxto
znamo kako se stepenuje �ordanova forma lako dobijamo da je
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eJ =

∞∑
n=0

1

n!

 2 1 0
0 2 0
0 0 2

n

=

∞∑
n=0

1

n!

 2n n2n−1 0
0 2n 0
0 0 2n



=


∞∑

n=0

2n

n!

∞∑
n=1

2n−1

(n−1)! 0

0
∞∑

n=0

2n

n! 0

0 0
∞∑

n=0

2n

n!

 =

 e2 e2 0
0 e2 0
0 0 e2

 .

Napomi�emo da ovde konvergencija mo�e da bude problem. Npr. ovde smo
mogli da definixemo eA, ali ne bismo mogli da definixemo log(E − A)
(jer bi red divergirao).

Iako elementarne funkcije od matrica mo�da deluje qudno, one imaju
jako xiroku primenu. Na primer, eksponencijalna funkcija se koristiti
za rexava�e homogenih diferencijalnih jednaqina i �ihovih sistema. Ove
jednaqine imaju dosta sliqnosti sa diferencnim jednaqinama (pa otuda i
jako sliqan naziv).

Zadatak 9.15. Ako je N nilpotentna matrica, pokazati da je matrica
E +N invertibilna.

Rexe�e. Ako je matrica N nilpotentna onda postoji prirodan broj
n takav da je Nn = O. To mo�emo iskoristiti da jediniqnu matricu
zapixemo kao

E = E −O = E − (−1)nNn = En − (−N)n

= (E − (−N))
(
En−1 −NEn−2 + (−N)2En−3 + · · ·+ (−N)n−1

)
= (E +N)

(
E −N +N2 + · · ·+ (−1)n−1Nn−1

)
,

pri qemu smo u pretposled�oj jednakosti iskoristili komutativnost
matrica E i −N . Na isti naqin se pokazuje i da je(
E −N +N2 + · · ·+ (−1)n−1Nn−1

)
(E + N) = E, xto znaqi da je matrica

E +N invertibilna i �en inverz je

(E +N)−1 =
(
E −N +N2 + · · ·+ (−1)n−1Nn−1

)
.

Zadatak 9.16. Odrediti koren linearnog operatora

L : R3[x] −→ R3[x], L
(
a+ bx+ cx2

)
= (3a+ b− c) + 2bx+ (a+ b+ c)x2.

Rexe�e. Matrica ovog operatora u kanonskoj bazi e je

[L]e =

 3 1 −1
0 2 0
1 1 1

. U Zadatku 9.5 smo videli da je �ordanova
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forma matrice [L]e (a samim tim i �ordanova forma operatora L)

jednaka J =

 2 1 0
0 2 0
0 0 2

 i va�i [L]e = PJP−1, gde je P =

 1 1 0
0 0 1
1 0 1

.
Na jeziku operatora to znaqi da nax operator L u bazi

f =
{
f1(x) = 1 + x2, f2(x) = 1, f3(x) = x+ x2

}
ima matricu [L]f = J .

Time smo problem sveli na korenova�e �ordanove forme J znaju�i da

je
[√

L
]
f
=
√
[L]f =

√
J . Matricu J �emo korenovati tako xto pojedinaqno

korenujemo �ene blokove J1 = (2) i J2 =

(
2 1
0 2

)
. Za poqetak, jasno je da

je
√
J1 =

(√
2
)
.

Dvodimenzionalni blok mo�emo zapisati kao J2 = 2E + N , gde je

N =

(
0 1
0 0

)
nilpotentna matrica. Onda je

√
J2 =

√
2E +N =

√
2

√
E +

1

2
N =

√
2

∞∑
n=0

( 1
2

n

)(
1

2
N

)n

,

prema Tejlorovom razvoju, gde je
( 1

2
n

)
=

1
2 (

1
2−1)( 1

2−2)...( 1
2−n+1)

n! . Ali kako je(
1
2N
)n

= 1
2nN

n = 1
2nO = O, za sve n ⩾ 2, prethodni koren postaje

√
J2 =

√
2

(
E +

1

4
N

)
=

( √
2

√
2
4

0
√
2

)
.

Kada sve spojimo dobijamo da linearni operator
√
L u bazi f ima

matricu


√
2

√
2
4 0

0
√
2 0

0 0
√
2

. Odatle �emo lako proqitati da je
√
L
(
a+ bx+ cx2

)
=

√
L (af2 + b (−f1 + f2 + f3) + c (f1 − f2))

=
√
L ((−b+ c)f1 + (a+ b− c)f2 + bf3)

= (−b+ c)
√
2f1 + (a+ b− c)

(√
2

4
f1 +

√
2f2

)
+ b

√
2f3

=

√
2

4
(5a+ b− c) +

√
2bx+

√
2

4
(a+ b+ 3c)x2,

za sve a+ bx+ cx2 ∈ R3[x].

Naravno, ovde lako mo�emo proveriti da je
√
L ◦

√
L = L operator sa

poqetka zadatka.
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Glava 10

Dualni prostori

Definicija 10.1. Neka je V vektorski prostor nad po	em F . Skup svih
linearnih preslikava�a iz V u po	e F zovemo dualni prostor (ili kra�e
dual) prostora V i oznaqavamo sa V ∗.

Lako se provera da je dualni prostor zaista jedan vektorski prostor.
Elemente dualnog prostora V ∗ zovemo linearni funkcionali na V .

Teorema 10.2. Neka je e = {e1, . . . , en} jedna baza vektorskog prostora V .
Tada linearni funkcionali Li : V −→ F , 1 ⩽ i ⩽ n, zadati sa

Liej =

{
1, i = j,
0, inaqe,

formiraju bazu dualnog prostora V ∗. Specijalno, ovo znaqi da su
vektorski prostori V i V ∗ izomorfni, kao i da je dimV = dimV ∗

Definicija 10.3. Za bazu {L1, . . . , Ln} ka�emo da je dualna bazi e
i oznaqavamo je sa e∗. Funkcionale Li �emo oznaqavati sa e∗i , za sve
1 ⩽ i ⩽ n.

Dualnu bazu e∗ kanonske baze e prostora V �emo kratko zvati kanonska
baza dualnog prostora V ∗. Na primer, kanonska baza vektorskog prostora(
R3
)∗

(dualna baza kanonske baze e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)) se
sastoji od linearnih funkcionala

e∗1(a, b, c) = a, e∗2(a, b, c) = b i e∗3(a, b, c) = c.

Zadatak 10.4. Odrediti dualnu bazu baze {p1, p2, p3} prostora R3[x], gde
je p1(x) = 1− x+ 3x2, p2(x) = x− x2 i p3(x) = 3x− 2x2 .

Rexe�e. Da bismo doxli do dualnih funkcionala prvo �emo proizvo	an
polinom a+bx+cx2 raspisati preko koordinata u bazi {p1, p2, p3}. Dobijamo

a+ bx+ cx2 = ap1(x) + (7a− 2b− 3c)p2(x) + (−2a+ b+ c)p3(x).

225
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Kako za dualnu bazu {p∗1, p∗2, p∗3} treba da va�i p∗i pj =

{
1, i = j,
0, inaqe,

za

i, j ∈ {1, 2, 3}, bi�e

p∗1
(
a+ bx+ cx2

)
= ap∗1p1 + (7a− 2b− 3c)p∗1p2 + (−2a+ b+ c)p∗1p3 = a,

p∗2
(
a+ bx+ cx2

)
= ap∗2p1 + (7a− 2b− 3c)p∗2p2 + (−2a+ b+ c)p∗2p3

= 7a− 2b− 3c,

p∗3
(
a+ bx+ cx2

)
= ap∗3p1 + (7a− 2b− 3c)p∗3p2 + (−2a+ b+ c)p∗3p3

= −2a+ b+ c.

Pogledajmo sada pa�	ivije rexe�e prethodnog zadatka. Neka je
e =

{
1, x, x2

}
kanonska baza i f = {p1, p2, p3} druga baza iz zadatka. �ihove

dualne baze su e∗ =
{
1∗, x∗,

(
x2
)∗}

i f∗ = {p∗1, p∗2, p∗3}, redom, gde je

1∗
(
a+ bx+ cx2

)
= a, x∗ (a+ bx+ cx2

)
= b i

(
x2
)∗ (

a+ bx+ cx2
)
= c.

Raqun u prethodnom zadatku pokazuje da je 1 = p1 + 7p2 − 2p3,
x = −2p2 + p3 i x2 = −3p2 + p3, kao i p∗1 = 1∗, p∗2 = 7 · 1∗ − 2x∗ − 3

(
x2
)∗

i

p∗3 = −2 · 1∗ + x∗ +
(
x2
)∗
. Sledi,

Pf,e =

 1 0 0
7 −2 −3
−2 1 1

 i Pe∗,f∗ =

 1 7 −2
0 −2 1
0 −3 1

 = PT
f,e = P−T

e,f .

(Kada smo tra�ili koordinate proizvo	nog polinoma u bazi f mi smo
suxtinski raqunali P−1

e,f , a kod prelaza na funkcionale je doxlo do
transponova�a.) Generalno, imamo slede�e tvr�e�e.

Teorema 10.5. Neka je V konaqno dimenzionalni vektorski prostor i
neka su e i f dve �egove baze. Tada je Pe∗,f∗ = P−T

e,f .

Zadatak 10.6. Odrediti dualnu bazu baze {f1, f2, f3} kompleksnog
vektorskog prostora C3, gde je f1 = (1, i, 0), f2 = (−1, 0, 1 + i) i
f3 = (0,−2i,−1− i).

Rexe�e. Matrica prelaska sa kanonske baze e na bazu f = {f1, f2, f3} je

Pe,f =

 1 −1 0
i 0 −2i
0 1 + i −1− i

. Kako je

Pe∗,f∗ = P−T
e,f = · · · =

 2 1 1
i i i

1− i 1− i 1−i
2

 ,
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dualna baza f∗ �e sadr�ati vektore

f∗
1 (a, b, c) = 2e∗1(a, b, c) + ie∗2(a, b, c) + (1− i)e∗3(a, b, c) = 2a+ ib+ (1− i)c,

f∗
2 (a, b, c) = e∗1(a, b, c) + ie∗2(a, b, c) + (1− i)e∗3(a, b, c) = a+ ib+ (1− i)c,

f∗
3 (a, b, c) = a+ ib+

1− i

2
c.

Ovde se lako mo�e proveriti da je

f∗
1 f1 = (2e∗1 + ie∗2 + (1− i)e∗3) (1, i, 0) = 2 · 1 + i · i+ (1− i)0 = 1,

f∗
1 f2 = (2e∗1 + ie∗2 + (1− i)e∗3) (−1, 0, 1 + i) = 2(−1) + i · 0 + (1− i)(1− i) = 0,

itd.

Zadatak 10.7. Pokazati da linearni funkcionali L1p = p(1),
L2p = p(−1) i L3p = p′′(0) qine bazu vektorskog prostora

(
R3[x]

)∗
. Na�i

bazu vektorskog R3[x] qija je dualna baza {L1, L2, L3}.

Rexe�e. Kako je dim
(
R3[x]

)∗
= dimR3[x] = 3, dovo	no je pokazati da su

Li-ovi linearno nezavisni. Pretpostavimo da za neke skalare α, β, γ ∈ R
va�i αL1 + βL2 + γL3 = O. Specijalno, imamo da je

αL11 + βL21 + γL31 = α+ β = 0

αL1x+ βL2x+ γL3x = α− β = 0,

odakle zak	uqujemo da je α = β = 0. Zatim, iz γL3 = O sledi da je γ = 0
jer L3 nije nula-funkcional.

Neka je {p1, p2, p3} baza R3[x] qija je dualna baza {L1, L2, L3}, tj. za koju
va�i p∗i = Li, za sve 1 ⩽ i ⩽ 3. Za p1(x) = a+ bx+ cx2 treba da va�i

1 = L1p1 = a+ b+ c, 0 = L2p1 = a− b+ c, i 0 = L3p1 = 2c.

Sledi, c = 0, a = b = 1
2 i p1(x) =

1
2 + 1

2x.

Analogno, iz uslova L1p2 = 0, L2p2 = 1 i L3p2 = 0 zak	uqujemo da
je p2(x) = 1

2 − 1
2x. A iz uslova L1p3 = 0, L2p3 = 0 i L3p3 = 1 dobijamo

p3(x) = − 1
2 + 1

2x
2.

Definicija 10.8. Neka je V vektorski prostor i U �egov potprostor.
Skup

{L ∈ V ∗ | (∀u ∈ U)Lu = O}
zovemo anihilator vektorskog potprostora U (u prostoru V ) i
oznaqavamo sa U⊥.

Oznaka anihilatora koja podse�a na ortogonalnost nije sluqajna. O
tome �emo priqati kada uvedemo skalarni proizvod i ugao izme�u vektora.
I generalno, dualne prostore �emo lakxe razumeti kada budemo uveli
skalarni proizvod.
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Teorema 10.9. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije i U �egov
potprostor. Tada je dimU⊥ = dimV − dimU .

Zadatak 10.10. Neka je V =
{
p ∈ R4[x]

∣∣ p(1) = p(−1)
}

potprostor
vektorskog prostora R4[x]. Odrediti bar jednu bazu i dimenziju
anihilatora V ⊥.

Rexe�e. Za proizvo	an vektor p(x) = a + bx + cx2 + dx3 va�i
a+ b+ c+ d = a− b+ c− d, xto povlaqi d = −b. Dakle,

V =
{
a+ b

(
x− x3

)
+ cx2

∣∣ a, b, c ∈ R
}
.

Neka je sada L proizvo	an funkcional iz V ⊥ ⩽
(
R4[x]

)∗
.

Raspiximo L preko koordinata u kanonskoj bazi e∗ dualnog prostora(
R4[x]

)∗
kao L = α1∗ + βx∗ + γ

(
x2
)∗

+ δ
(
x3
)∗
. Za proizvo	an vektor

p(x) = a+ b
(
x− x2

)
+ cx3 ∈ V treba da va�i Lp = 0. Drugim reqima,

tra�imo skalare α, β, γ i δ za koje je

0 = Lp =
(
α1∗ + βx∗ + γ

(
x2
)∗

+ δ
(
x3
)∗) (

a+ b
(
x− x3

)
+ cx2

)
= αa+ (β − δ)b+ γc,

za sve a, b, c ∈ R. Jasno je da mora biti α = γ = 0 i δ = β. Dakle, anihilator

V ⊥ =
{
βx∗ + β

(
x2
)∗ ∣∣∣ β ∈ R

}
= L

(
x∗ +

(
x2
)∗)

.

je jednodimenzionalan i �egova baza je x∗ +
(
x2
)∗
.

Zadatak 10.11. Neka je V =
{
A ∈ M2(R) | TrA = 0, AT = A

}
potprostor

vektorskog prostora M2(R). Odrediti bar jednu bazu i dimenziju
anihilatora V ⊥.

Rexe�e. Ovde naravno mo�emo ponoviti postupak iz prethodnog zadatka.
Me�utim, proba�emo da malo skratimo taj postupak. Prvo, baza vektorskog

prostora V je

{(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)}
. Znamo da je

dimV ⊥ = dimM2(R)− dimV = 4− 2 = 2.

Jedan linearni funkcional iz anihilatora V ⊥ ve� znamo. To je trag
(prema definiciji V ), a mo�emo ga videti i kao Tr = e∗11 + e∗22. Da
bismo doxli do baze anihilatora V ⊥ dovo	no je prona�i jox samo jedan
funkcional iz V ⊥ koji je linearno nezavisan sa Tr. Poxto znamo kako
izgleda baza V najjednostavnije je uzeti funkcional e∗12 − e∗21 za drugi
qlan baze V ⊥.

Neka je L : U −→ V linearno preslikava�e vektorskih prostora U i
V nad po	em F . Ovo preslikava�e indukuje i jedno preslikava�e izme�u
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dualnih prostora U∗ i V ∗. Naime, svaki linearni funkcional Φ ∈ V ∗,
tj. Φ : V −→ F , mo�emo preslikava�em L ,,produ�iti\ do linearnog
funkcionala Ψ ◦ L ∈ U∗ (jer Ψ ◦ L : U −→ V −→ F ). Ovim smo dobili
preslikava�e V ∗ −→ U∗ koje �emo zvati transponovano preslikava�e
preslikava�a L i oznaqavati sa LT . Kao xto smo ve� rekli ono je dato
sa

LT : V ∗ −→ U∗, LTΨ = Ψ ◦ L, za sve Ψ ∈ V ∗.

Napomi�emo da ovde prostori U i V ,,me�aju mesta\ (U je bio domen
poqetnog preslikava�a L, a U∗ kodomen transponovanog preslikava�a LT ).

Naziv transponovano preslikava�e (koji podse�a na transponovanu
matricu) nije sluqajan. Znamo da se linearna preslikava�a konaqno
dimenzionalnih prostora mogu poistovetiti sa matricama, a
transponovano preslikava�e �e odgovarati transponova�u matrica.

Teorema 10.12. Neka su e i f baze vektorskih prostora U i V , redom, i
neka je L : U −→ V linearno preslikava�e. Tada je

[
LT
]
f∗,e∗

= [L]Te,f .

Zadatak 10.13. Dato je linearno preslikava�e

L : R3 −→ R2[x], L(a, b, c) = (a+ b+ c) + (3a− b)x,

Odrediti matricu transponovanog preslikava�a LT :
(
R2[x]

)∗ −→
(
R3
)∗

u odnosu na par baza Φ = {Φ1,Φ2} i Ψ = {Ψ1,Ψ2,Ψ3} vektorskih prostora(
R2[x]

)∗
i
(
R3
)∗
, redom, gde je

Φ1p = p(1), Φ2p = p(2),

Ψ1(a, b, c) = a+ b, Ψ2(a, b, c) = a+ c, i Ψ3(a, b, c) = b+ c.

Rexe�e. Transponovano preslikava�e LT �e biti

LT :
(
R2[x]

)∗ −→
(
R3
)∗

,(
LTΩ

)
(a, b, c) = (Ω ◦ L)(a, b, c) = Ω ((a+ b+ c) + (3a− b)x) ,

za sve Ω ∈
(
R2[x]

)∗
.

Jedan naqin da odredimo tra�enu matricu je direktno po definiciji
matrice preslikava�a. To bi znaqilo da prvo preslikamo linearne
funkcionale Φ1 i Φ2 (preslikava�em LT ), a zatim odredimo koordinate
slika u bazi Ψ. Imali bismo da je(

LTΦ1

)
(a, b, c) = Φ1 ((a+ b+ c) + (3a− b)x) = (a+ b+ c) + (3a− b)

= 4a+ c =
3

2
(a+ b) +

5

2
(a+ c)− 3

2
(b+ c)

=
3

2
Ψ1(a, b, c) +

5

2
Ψ2(a, b, c)−

3

2
Ψ3(a, b, c)
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i (
LTΦ2

)
(a, b, c) = Φ2 ((a+ b+ c) + (3a− b)x) = (a+ b+ c) + 2(3a− b)

= 7a− b+ c =
5

2
(a+ b) +

9

2
(a+ c)− 7

2
(b+ c)

=
5

2
Ψ1(a, b, c) +

9

2
Ψ2(a, b, c)−

7

2
Ψ3(a, b, c),

za sve (a, b, c) ∈ R3. Time smo dobili koordinate
[
LTΦ1

]
Ψ

=


3
2
5
2

− 3
2

 i

[
LTΦ2

]
Ψ
=


5
2
9
2

− 7
2

, pa je [LT
]
Φ,Ψ

=


3
2

5
2

5
2

9
2

− 3
2 − 7

2

.
Drugi naqin jeste da prvo odredimo baze e i f vektorskih prostora R3 i

R2[x], redom, takve da je Ψ = e∗ i Φ = f∗, pa da potom iskoristimo Teoremu
10.12. Sliqno, kao u Zadatku 10.7 mo�emo dobiti da vektore

e1 =

(
1

2
,
1

2
,−1

2

)
, e2 =

(
1

2
,−1

2
,
1

2

)
, e3 =

(
−1

2
,
1

2
,
1

2

)
,

f1(x) = 2− x i f2(x) = −1 + x,

takve da je Ψi = e∗i i Φi = f∗
i , za sve i. Iz

Le1 =
1

2
+ x =

3

2
f1 +

5

2
f2, Le2 =

1

2
+ 2x =

5

2
f1 +

9

2
f2

i Le3 =
1

2
− x = −3

2
f1 −

7

2
f2

sledi da je [L]e,f =

(
3
2

5
2 − 3

2
5
2

9
2 − 7

2

)
, a time i

[
LT
]
Φ,Ψ

=
[
LT
]
f∗,e∗

= [L]Te,f =


3
2

5
2

5
2

9
2

− 3
2 − 7

2

 .

Teorema 10.14. Neka je L : U −→ V linearno preslikava�e konaqno
dimenzionalnih prostora U i V . Tada va�i

KerLT = (ImL)⊥ i ImLT = (KerL)⊥.

Iz prethodnog tvr�e�a, Teoreme 10.12 i Teoreme o rangu i defektu
sledi ρLT = ρL i δLT = δL.
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Zadatak 10.15. Neka je

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p(1)f − 3p,

gde je f(x) = 1 + x + x2, linearni operator iz Zadatka 5.12. Odrediti
jezgro i sliku transponovanog operatora LT .

Rexe�e. Najpre �emo izraqunati jezgro i sliku operatora LT po
definiciji. Transponovani operator je dat sa

L :
(
R3[x]

)∗ −→
(
R3[x]

)∗
,(

LTΦ
)
p = (Φ ◦ L)p = Φ(p(1)f − 3p), za sve Φ ∈

(
R3[x]

)∗
.

Neka je Φ = α1∗+βx∗+γ
(
x2
)∗
proizvo	an funkcional iz jezgra KerLT .

Tada za sve polinome p(x) = a+ bx+ cx2 ∈ R3[x] treba da va�i(
LTΦ

)
p

=
(
α1∗ + βx∗ + γ

(
x2
)∗) (

(a+ b+ c)
(
1 + x+ x2

)
− 3

(
a+ bx+ cx2

))
=
(
α1∗ + βx∗ + γ

(
x2
)∗) (

(−2a+ b+ c) + (a− 2b+ c)x+ (a+ b− 2c)x2
)

= α(−2a+ b+ c) + β(a− 2b+ c) + γ(a+ b− 2c)

= (−2α+ β + γ)a+ (α− 2β + γ)b+ (α+ β − 2γ)c = 0,

za sve a, b, c ∈ R. Sledi, −2α+ β + γ = α− 2β + γ = α+ β − 2γ = 0, odnosno
α = β = γ, pa je

KerLT =
{
α1∗ + αx∗ + α

(
x2
)∗ ∣∣∣ α ∈ R

}
= L

(
1∗ + x∗ +

(
x2
)∗)

.

Sliqno, za proizvo	no Φ = α1∗ + βx∗ + γ
(
x2
)∗ ∈

(
R3
)∗

i
p(x) = a+ bx+ cx2 ∈ R3[x], prema prethodnom va�i(

LTΦ
)
p

= (−2α+ β + γ)a+ (α− 2β + γ)b+ (α+ β − 2γ)c

= (−2α+ β + γ)1∗p+ (α− 2β + γ)x∗p+ (α+ β − 2γ)
(
x2
)∗

p

=
(
α
(
−2 · 1∗ + x∗ +

(
x2
)∗)

+ β
(
1∗ − 2x∗ +

(
x2
)∗)

+γ
(
1∗ + x∗ − 2

(
x2
)∗))

p,

te je

ImLT =
{
LTΦ

∣∣ Φ ∈
(
R3
)∗}

= L
(
−2 · 1∗ + x∗ +

(
x2
)∗

, 1∗ − 2x∗ +
(
x2
)∗

, 1∗ + x∗ − 2
(
x2
)∗)

= L
(
1∗ − 2x∗ +

(
x2
)∗

, 1∗ + x∗ − 2
(
x2
)∗)

. (10.16)
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Drugi naqin da ovo uradimo jeste da prvo odredimo jezgro i sliku
poqetnog operatora L (xto smo ve� uradili u Zadatku 5.12), pa da potom
jezgro i sliku transponovanog operatora LT tra�imo preko anihilatora.
Iz

KerLT = (ImL)⊥ =
(
L
(
−2 + x+ x2, 1− 2x+ x2

))⊥
.

sledi da se jezgro KerLT sastoji od linearnih funkcionala
α1∗ + βx∗ + γ

(
x2
)∗

za koje je(
α1∗ + βx∗ + γ

(
x2
)∗) (−2 + x+ x2

)
= −2α+ β + γ = 0,(

α1∗ + βx∗ + γ
(
x2
)∗) (

1− 2x+ x2
)
= α− 2β + γ = 0,

odnosno, α = β = γ. Dakle,

KerLT = L
(
1∗ + x∗ +

(
x2
)∗)

.

Sliqno,

ImLT = (KerL)⊥ = (L (f))⊥ = L
(
1∗ − x∗, 1∗ −

(
x2
)∗)

,

xto je upravo (10.16) zapisano preko druge baze.

Mo�da u prethodnom primeru deluje da postoji neka veza izme�u
KerL i KerLT (odnosno, izme�u ImL i ImLT ), ali to je qista
sluqajnost. O tome svedoqi i preslikava�e L iz Zadatka 10.13 za koje je
KerL = L (1, 3,−4) i ImL = R2[x]. Zato za dualno preslikava�e LT va�i

KerLT =
(
R2[x]

)⊥
= {O} i ImLT = (L (1, 3,−4))⊥ = L (e∗1 − 3e∗2, e

∗
1 + 4e∗3).



Glava 11

Euklidski i unitarni

vektorski prostori

11.1 Bilinearne i kvadratne forme

Definicija 11.1. Neka je V vektorski prostor nad po	em F . Ka�emo
da je preslikava�e Ψ : V × V −→ F bilinearna forma na V ako va�i

Ψ(αu+ βv,w) = αΨ(u,w) + βΨ(v, w),

Ψ(u, αv + βw) = αΨ(u, v) + βΨ(u,w)

za sve α, β ∈ F i u, v, w ∈ V , tj. Ψ je linearno i po prvom i po drugom
argumentu. Dodatno, ka�emo da je bilinearna forma Ψ simetriqna
ukoliko va�i Ψ(u, v) = Ψ(v, u), za sve u, v ∈ V .

Kao i kod linearnih preslikava�a uslov linearnosti po prvom
argumentu mo�emo zameniti sa dva uslova

Ψ(u+ v, w) = Ψ(u,w) + Ψ(v, w) i Ψ(αu, v) = αΨ(u, v),

i sliqno za linearnost po drugom argumentu.

Ako je e = {e1, . . . , en} baza vektorskog prostora V , bilinearna forma
Ψ se u koordinatama mo�e zapisati kao

Ψ

 n∑
i=1

αiei,

n∑
j=1

βjej

 =

n∑
i,j=1

αiβjΨ(ei, ej) .

To da	e znaqi da se svaka bilinearna forma mo�e matriqno predstaviti
kao Ψ(u, v) = [u]Te A[v]e, gde je

233
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A =


Ψ(e1, e1) Ψ (e1, e2) Ψ (e1, e3) . . . Ψ(e1, en)
Ψ (e2, e1) Ψ (e2, e2) Ψ (e2, e3) . . . Ψ(e2, en)
Ψ (e3, e1) Ψ (e3, e2) Ψ (e3, e3) . . . Ψ(e3, en)

...
...

...
. . .

...
Ψ(en, e1) Ψ (en, e2) Ψ (en, e3) . . . Ψ(en, en)

 .

Matricu A �emo zvati matrica bilinearne forme Ψ u bazi e i oznaqavati
sa [Ψ]e. Ako je f druga baza istog prostora iz

Ψ(u, v) = [u]Te [Ψ]e[v]e = (Pe,f [u]f )
T
[Ψ]ePe,f [v]f = [u]Tf P

T
e,f [Ψ]ePe,f [v]f

sledi da je [Ψ]f = PT
e,f [Ψ]ePe,f .

Zadatak 11.2. Pokazati da je

Ψ : R3[x]× R3[x] −→ R, Ψ(p, q) = p(0)q(0) + p′(1)q′(1)− p(1)q(−1)

bilinearna forma na vektorskom prostoru R3[x] koja nije simetriqna.
Odrediti matricu ove forme u odnosu na

a) kanonsku bazu R3[x],

b) bazu f =
{
1 + 2x, 3 + x2,−x+ x2

}
.

Rexe�e. Lako se proverava da je

Ψ(p+ q, r) =(p+ q)(0)r(0) + (p+ q)′(1)r′(1)− (p+ q)(1)r(−1)

=p(0)r(0) + p′(1)r′(1)− p(1)r(−1)

+ q(0)r(0) + q′(1)r′(1)− q(1)r(−1)

=Ψ(p, r) + Ψ(q, r),

Ψ(αp, q) =(αp)(0)q(0) + (αp)′(1)q′(1)− (αp)(1)q(−1)

=α(p(0)q(0) + p′(1)q′(1)− p(1)q(−1))

=αΨ(p, q),

Ψ(p, q + r) =p(0)(q + r)(0) + p′(1)(q + r)′(1)− p(1)(q + r)(−1)

=p(0)q(0) + p′(1)q′(1)− p(1)q(−1)

+ p(0)r(0) + p′(1)r′(1)− p(1)r(−1)

=Ψ(p, q) + Ψ(p, r),

Ψ(p, αq) =p(0)(αq)(0) + p′(1)(αq)′(1)− p(1)(αq)(−1)

=α(p(0)q(0) + p′(1)q′(1)− p(1)q(−1))

=αΨ(p, q),

za sve α ∈ R i p, q, r ∈ R3[x], pa je Ψ bilinearna forma. Ova forma nije
simetriqna jer je npr. Ψ(1, x) = 1, a Ψ(x, 1) = −1.
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a) Matrica bilinearne forme Ψ u kanonskoj bazi e je

[Ψ]e =

 Ψ(1, 1) Ψ(1, x) Ψ
(
1, x2

)
Ψ(x, 1) Ψ(x, x) Ψ

(
x, x2

)
Ψ
(
x2, 1

)
Ψ
(
x2, x

)
Ψ
(
x2, x2

)
 =

 0 1 −1
−1 2 1
−1 3 3

 .

Ovde se lako mo�e proveriti da je[
a+ bx+ cx2

]T
e
[Ψ]e

[
d+ ex+ fx2

]
=
(
a b c

) 0 1 −1
−1 2 1
−1 3 3

 d
e
f


= (−b− c)d+ (a+ 2b+ 3c)e+ (−a+ b+ 3c)f

jednako

Ψ
(
a+ bx+ cx2, d+ ex+ fx2

)
= ad+ (b+ 2c)(e+ 2f)− (a+ b+ c)(d− e+ f).

b) Sliqno mo�emo dobiti i matricu

[Ψ]f =

 Ψ(1 + 2x, 1 + 2x) Ψ
(
1 + 2x, 3 + x2

)
Ψ
(
1 + 2x,−x+ x2

)
Ψ
(
3 + x2, 1 + 2x

)
Ψ
(
3 + x2, 3 + x2

)
Ψ
(
3 + x2,−x+ x2

)
Ψ
(
−x+ x2, 1 + 2x

)
Ψ
(
−x+ x2, 3 + x2

)
Ψ
(
−x+ x2,−x+ x2

)


=

 8 −5 −4
11 −3 −6
2 2 1

 .

Isti rezulatat bismo dobili i mno�e�em

[Ψ]f = PT
e,f [Ψ]ePe,f =

 1 2 0
3 0 1
0 −1 1

 0 1 −1
−1 2 1
−1 3 3

 1 3 0
2 0 −1
0 1 1


=

 8 −5 −4
11 −3 −6
2 2 1

 .

Definicija 11.3. Preslikava�e q : Rn −→ R zovemo realna kvadratna
forma ako se mo�e zapisati kao linearna kombinacija funkcija
(x1, . . . , xn) 7→ xixj, za 1 ⩽ i, j ⩽ n.

Drugim reqima, svaka kvadratna forma je oblika

q (x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

aix
2
i +

∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj ,
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za neke skalare aij ∈ R ili matriqno zapisano q(x) = xTAx, gde je

x =


x1

x2

...
xn

 i A =


a1

a12

2
a13

2 . . . a1n

2
a12

2 a2
a23

2 . . . a2n

2
a13

2
a23

2 a3 . . . a3n

2
...

...
...

. . .
...

a1n

2
a2n

2
a3n

2 . . . an

 .

Napomi�emo da matrica A nije jedinstveno odre�ena, npr. i za gor�e

trougaonu matricu A =


a1 a12 a13 . . . a1n
0 a2 a23 . . . a2n
0 0 a3 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . an

 bi isto va�ilo

q(x) = xTAx.

Zanim	ivo je da su kvadratne forme na Rn u bijekciji sa simetriqnim
bilinearnim formama na istom prostoru. Naime, za svaku simetriqnu
bilinearnu formu Ψ ima�emo kvadratnu formu q(x) = Ψ(x, x). I obrnuto,

za svaku kvadratnu formu preslikava�e Ψ(u, v) = q(u+v)−q(u)−q(v)
2 je jedna

simetriqna bilinearna forma.

Kvadratne forme na proizvo	nom konaqno dimenzionalnom vektorskom
prostoru V (nad po	em F , sa bazom f) se definixu na sliqan naqin { samo
se vektor x ∈ Rn zameni koordinatama [v]f ∈ Fn vektora v ∈ V .

Lagran�ev1 postupak nam omogu�ava da kvadratnu formu zapixemo u
tzv. dijagonalnom obliku. Osnovna ideja je dopuna do potpunog kvadrata.
Najpre, izabremo jednu promen	ivu xi za koju je ai ̸= 0, npr. neka je to x1.
Tada je

q (x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

aix
2
i +

∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj

= a1

(
x1 +

n∑
i=2

a1i
2a1

xi

)2

+

n∑
i=2

(
ai −

a21i
4a21

)
x2
i +

∑
2⩽i<j⩽n

aijxixj︸ ︷︷ ︸
q1(x2,...,xn)

.

Zatim ponovimo isti postupak na kvadratnu formu q1 koja ima jednu
promen	ivu ma�e u odnosu na formu q, itd. Na kraju postupka dobijamo
kvadratnu formu u obliku

q (y1, . . . , yn) =

n∑
i=1

diy
2
i ,

1Joseph-Louis Lagrange (ili Giuseppe Luigi Lagrangia) (1736. - 1813.), francusko-
italijanski matematiqar i astronom
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za neke di ∈ R. Posled�i izraz zovemo dijagonalni oblik kvadratne forme
q.

Dodatnim skalira�em yi-ova mo�emo posti�i da su svi di-ovi jednaki 1,

−1 ili 0 tako xto diy
2
i zapixemo kao (sgn di)

(√
|di|yi

)2
. Trojku (n+, n−, n0)

zovemo signatura kvadratne forme q, gde je n+ broj di-ova jednakih 1, n−
broj di-ova jednakih −1 i n0 broj di-ova jednakih 0. Pimetimo da je ovde
n = n+ + n− + n0.

Napomi�emo da dijagonalni oblik nije jedinstven. Na primer, jasno
je da ne�emo dobiti isti rezultat ukoliko u prvom koraku izaberemo
promen	ivu x1 ili x2. Me�utim, signatura kvadratne forme ne zavisi
od izbora dijagonalnog oblika te forme. Posled�e tvr�e�e je poznato kao
Silvesterov2 zakon inercije.

Zadatak 11.4. Svesti kvadratnu formu

q : R3 −→ R, q (x1, x2, x3) = −x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3

na dijagonalni oblik i odrediti �enu signaturu.

Rexe�e. Lagran�ev postupak dijagonalizacije daje

q (x1, x2, x3) =− x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3

=−
(
x2
1 − 2x1 (2x2 + 2x3) + (2x2 + 2x3)

2
)

+ 2x2
2 + 3x2

3 + 4x2x3 + (2x2 + 2x3)
2

=− (x1 − (2x2 + 2x3))
2
+ 6x2

2 + 7x2
3 + 12x2x3

=− (x1 − 2x2 − 2x3)
2
+ 6

(
x2
2 + 2x2x3 + x2

3

)
+ 7x2

3 − 6x2
3

=− (x1 − 2x2 − 2x3)
2
+ 6 (x2 + x3)

2
+ x2

3.

Smenom y1 = x1−2x2−2x3, y2 = x2+x3, y3 = x3, dolazimo do dijagonalnog
oblika q (y1, y2, y3) = −y21 + 6y22 + y23 . Sada je jasno da je signatura naxe
forme q jednaka (2, 1, 0).

Naglaxavamo da rexe�e nije jedinstveno, mogli smo krenuti i od neke
druge promen	ive:

q (x1, x2, x3) =− x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3

=2
(
x2
2 + 2x2 (x1 + x3) + (x1 + x3)

2
)

− x2
1 + 3x2

3 + 4x1x3 − 2 (x1 + x3)
2

=2 (x2 + x1 + 2x3)
2 − 3x2

1 + x2
3,

pa posled�i korak ne�e biti potreban. Odavde se jox jednom vidi da je
signatura (2, 1, 0).

2James Joseph Sylvester (1814. - 1897.), engleski matematiqar
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Zadatak 11.5. Svesti kvadratnu formu

q : R4 −→ R,

q (x1, x2, x3, x4) = x2
1 + 3x2

2 + x2
4 + 4x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4

na dijagonalni oblik i odrediti �enu signaturu.

Rexe�e. Lagran�ev postupak daje

q (x1, x2, x3, x4)

= x2
1 + 3x2

2 + x2
4 + 4x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4

= x2
1 + 2x1 (2x2 + 2x3 + x4) + (2x2 + 2x3 + x4)

2

+ 3x2
2 + x2

4 + 2x2x3 + 2x2x4 − (2x2 + 2x3 + x4)
2

= (x1 + 2x2 + 2x3 + x4)
2 − x2

2 − 4x2
3 − 6x2x3 − 2x2x4 − 4x3x4

= (x1 + 2x2 + 2x3 + x4)
2 −

(
x2
2 + 2x2 (3x3 + x4) + (3x3 + x4)

2
)

− 4x2
3 − 4x3x4 + (3x3 + x4)

2

= (x1 + 2x2 + 2x3 + x4)
2 − (x2 − (3x3 + x4))

2
+ 5x2

3 + x4
4 + 2x3x4

= (x1 + 2x2 + 2x3 + x4)
2 − (x2 − 3x3 − x4)

2
+ (x4 + x3)

2
+ 4x2

3.

Signatura kvadratne forme q je (3, 1, 0).

11.2 Skalarni i unitarni proizvod

Definicija 11.6. Neka je V vektorski prostor nad po	em realnih
brojeva. Preslikava�e ◦ : V × V −→ R koje zadovo	ava

(1) aditivnost: (∀u, v, w ∈ V ) (u+ v) ◦ w = u ◦ w + v ◦ w,

(2) homogenost: (∀α ∈ R)(∀u, v ∈ V ) (αu) ◦ v = αu ◦ v,

(3) simetriqnost (komutativnost): (∀u, v ∈ V ) u ◦ v = v ◦ u,

(4) pozitivnu definitnost: (∀v ∈ V ) v ◦ v ⩾ 0 i v ◦ v = 0 ⇔ v = O

zovemo skalarni (ili unutrax�i) proizvod na vektorskom prostoru
V . Par (V, ◦) tj. vektorski prostor sa skalarnim proizvodom zovemo
euklidski vektorski prostor.

Napomi�emo da u zapisu αu ◦ v prioritet ima operacija ◦, kao i da
implikacija ⇐ u uslovu (4) sledi iz preostalih uslova tako da ovde
mo�emo zahtevati i samo ⇒. Uslovi (1) i (2) se mogu zameniti uslovom
linearnosti:
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(5) (∀α, β ∈ R)(∀u, v, w ∈ V ) (αu+ βv) ◦ w = αu ◦ w + βv ◦ w.

Odatle i iz uslova (3) dobijamo i linearnost po drugom argumentu

(6) (∀α, β ∈ R)(∀u, v, w ∈ V ) u ◦ (αv + βw) = αu ◦ v + βu ◦ w.

To znaqi da je skalarni proizvod simetriqna bilinearna forma
na realnom vektorskom prostoru V koja dodatno zadovo	ava uslov (4).
Pomenuti uslov na konaqno dimenzionalnom prostoru (4) zapravo ka�e
da je signatura pridru�ene kvadratne forme jednaka (dimV, 0, 0).

Osnovni primer (a ujedno i motivacija za prethodnu opxtu
definiciju) je geometrijski definisan skalarni proizvod u R3 (i R2):
u ◦ v = ∥u∥∥v∥ cos∢(u, v), gde ∥ · ∥ oznaqava du�inu vektora, a ∢(·, ·) ugao
izme�u dva vektora. Zapisan u koordinatama ovaj skalarni proizvod
postaje (x, y, z) ◦ (x′, y′z′) = xx′ + yy′ + zz′. Prirodno uopxte�e ovoga je
standardni skalarni proizvod na Rn definisan sa

(x1, x2, . . . , xn) ◦ (y1, y2, . . . , yn) =
n∑

i=1

xiyi. (11.7)

Lako se proverava da ovo preslikava�e zadovo	ava uslove (1) - (4).
U narednim zadacima vide�emo jox neke primere skalarnih proizvoda,
a prva dva primera pokazuju da na jednom vektorskom prostoru mo�e
postojati vixe razliqitih skalarnih proizvoda xto opravdava zahtev da
Euklidski vektorski prostor uvek oznaqavamo kao par (V, ◦).
Zadatak 11.8. Pokazati da je

◦ : R3 × R3 −→ R, (x, y, z) ◦ (x′, y′, z′) = 3xx′ + 2yy′ + yz′ + zy′ + zz′

skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3.

Rexe�e. Proverimo sva qetiri uslova:

(1)
(
∀(x, y, z), (x′, y′, z′) , (x′′, y′′, z′′) ∈ R3

)
((x, y, z) + (x′, y′, z′)) ◦ (x′′, y′′, z′′)

= (x+ x′, y + y′, z + z′) ◦ (x′′, y′′, z′′)

= 3 (x+ x′)x′′ + 2 (y + y′) y′′ + (y + y′) z′′ + (z + z′) y′′ + (z + z′) z′′

= 3xx′′ + 2yy′′ + yz′′ + zy′′ + zz′′ + 3x′x′′ + 2y′y′′ + y′z′′ + z′y′′ + z′z′′

= (x, y, z) ◦ (x′′, y′′, z′′) + (x′, y′, z′) ◦ (x′′, y′′, z′′) ,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀(x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3

)
(α(x, y, z)) ◦ (x′, y′, z′) = (αx, αy, αz) ◦ (x′, y′, z′)

= 3αxx′ + 2αyy′ + αyz′ + αzy′ + αzz′

= α (3xx′ + 2yy′ + yz′ + zy′ + zz′)

= α(x, y, z) ◦ (x′, y′, z′) ,
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(3)
(
∀(x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3

)
(x, y, z) ◦ (x′, y′, z′) = 3xx′ + 2yy′ + yz′ + zy′ + zz′

= 3x′x+ 2y′y + y′z + z′y + z′z

= (x′, y′, z′) ◦ (x, y, z),

(4)
(
∀(x, y, z) ∈ R3

)
(x, y, z) ◦ (x, y, z) = 3x2 + 2y2 + 2yz + z2 = 3x2 + y2 + (y + z)2 ⩾ 0,

pri qemu je (x, y, z) ◦ (x, y, z) = 0 ako i samo ako je x = y = y + z = 0,
tj. (x, y, z) = (0, 0, 0).

Dakle, ◦ jeste jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3.

Zadatak 11.9. Dato je preslikava�e

◦ : R2 × R2 −→ R, (x, y) ◦ (x′, y′) = 4xx′ − 2xy′ − 2yx′ + λyy′.

Odrediti sve parametre λ ∈ R za koje je ◦ skalarni proizvod na
vektorskom prostoru R2.

Rexe�e. Prva tri uslova va�e za sve λ ∈ R:

(1)
(
∀(x, y), (x′, y′) , (x′′, y′′) ∈ R2

)
((x, y) + (x′, y′)) ◦ (x′′, y′′)

= (x+ x′, y + y′) ◦ (x′′, y′′)

= 4 (x+ x′)x′′ − 2 (x+ x′) y′′ − 2 (y + y′)x′′ + λ (y + y′) y′′

= 4xx′′ − 2xy′′ − 2yx′′ + λyy′′ + 4x′x′′ − 2x′y′′ − 2y′x′′ + λy′y′′

= (x, y) ◦ (x′′, y′′) + (x′, y′) ◦ (x′′, y′′) ,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2

)
(α(x, y)) ◦ (x′, y′) = (αx, αy) ◦ (x′, y′) = 4αxx′ − 2αxy′ − 2αyx′ + λαyy′

= α (4xx′ − 2xy′ − 2yx′ + λyy′) = α(x, y) ◦ (x′, y′) ,

(3)
(
∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2

)
(x, y) ◦ (x′, y′) = 4xx′ − 2xy′ − 2yx′ + λyy′

= 4x′x− 2x′y − 2y′x+ λy′y = (x′, y′) ◦ (x, y).

Pozitivna definitnost ka�e da je

(x, y) ◦ (x, y) = 4x2 − 4xy + λy2 = 2(2x− y)2 + (λ− 1)y2 ⩾ 0,
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za sve (x, y) ∈ R2, xto je ispu�eno samo za λ ⩾ 1 (za
λ < 1 je npr. (1, 2) ◦ (1, 2) = 4(λ− 1) < 0). Za λ > 1 iz
(x, y) ◦ (x, y) = 2(2x− y)2 + (λ− 1)y2 = 0 sledi 2x − y = y = 0 tj.
(x, y) = (0, 0). Za λ = 1 ovaj uslov nije uspu�en jer je npr. (1, 2) ◦ (1, 2) = 0.
Dakle, ◦ je skalarni proizvod na R3 ako i samo ako je λ = 1.

Zadatak 11.10. Pokazati da je ◦ : R3[x] × R3[x] −→ R skalarni proizvod
na vektorskom prostoru R3[x] ako je

a) p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p′′(0)q′′(0)
4 ,

b) p ◦ q = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(−1)q(−1),

v) p ◦ q = p(1)q(1) + 2p(1)′q(1)′ + 2p(2)q(2)− p′(1)q(2)− p(2)q′(1).

Rexe�e. Poxto je postupak potpuno isti, rexe�e �emo ilustrovati samo
na delu a). Preslikava�e ◦ jeste skalarni proizvod jer

(1)
(
∀p, q, r ∈ R3[x]

)
(p+ q) ◦ r

= (p+ q)(0)r(0) + (p+ q)′(0)r′(0) +
(p+ q)′′(0)r′′(0)

4

= (p+ q)(0)r(0) + (p′ + q′) (0)r′(0) +
(p′′ + q′′) (0)r′′(0)

4

= p(0)r(0) + p′(0)r′(0) +
p′′(0)r′′(0)

4
+ q(0)r(0) + q′(0)r′(0)

+
q′′(0)r′′(0)

4
= p ◦ r + q ◦ r,

(2) (∀α ∈ R)
(
∀p, q ∈ R3[x]

)
(αp) ◦ q = (αp)(0)q(0) + (αp)′(0)q′(0) +

(αp)′′(0)q′′(0)

4

= αp(0)q(0) + αp′(0)q′(0) +
αp′′(0)q′′(0)

4

= α

(
p(0)q(0) + p′(0)q′(0) +

p′′(0)q′′(0)

4

)
= αp ◦ q,

(3)
(
∀p, q ∈ R3[x]

)
p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) +

p′′(0)q′′(0)

4

= q(0)p(0) + q′(0)p′(0) +
q′′(0)p′′(0)

4
= q ◦ p,
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(4)
(
∀p ∈ R3[x]

)
p ◦ p = p(0)2 + p′(0)2 +

p′′(0)2

4
⩾ 0,

pri qemu je p◦p = 0 ako i samo ako je p(0) = p′(0) = p′′(0) = 0, odnosno
ako je 0 trostruka nula p. Kako je p polinom stepena najvixe 2 ovo
posled�e je ekvivalentno sa p = O.

I sliqno, na Rn[x] imamo skalarni proizvod

p ◦ q =

n−1∑
i=0

p(i)(0)q(i)(0)

(i!)2
. (11.11)

ili (neki drugi skalarni proizvod) p ◦ q =
n−1∑
i=0

p(i)(0)q(i)(0) na Rn[x].

Zadatak 11.12. Neka je C[−1, 1] skup svih neprekidnih funkcija iz [−1, 1]
u R. Pokazati da je ◦ : C[−1, 1] × C[−1, 1] −→ R skalarni proizvod na
vektorskom prostoru C[−1, 1] ako je

a) f ◦ g =
1∫

−1

f(t)g(t) dt

b) f ◦ g = 1
2π

1∫
−1

etf(t)g(t) dt.

Rexe�e. a) Preslikava�e ◦ jeste skalarni proizvod jer je

(1) (∀f, g, h ∈ C[−1, 1])

(f + g) ◦ h =

1∫
−1

(f + g)(t)h(t) dt =

1∫
−1

(f(t) + g(t))h(t) dt

=

1∫
−1

f(t)h(t) dt+

1∫
−1

g(t)h(t) dt = f ◦ h+ g ◦ h,

(2) (∀α ∈ R)(∀f, g ∈ C[−1, 1])

(αf) ◦ g =

1∫
−1

(αf)(t)g(t) dt =

1∫
−1

αf(t)g(t) dt = α

1∫
−1

f(t)g(t) dt = αf ◦ g,

(3) (∀f, g ∈ C[−1, 1])

f ◦ g =

1∫
−1

f(t)g(t) dt =

1∫
−1

g(t)f(t) dt = g ◦ f,
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(4) (∀α ∈ R)(∀f, g ∈ C[−1, 1]) f ◦f =
1∫

−1

f(t)2 dt ⩾ 0 kao integral pozitivne

funkcije. Dodatno, znamo da f ◦ f = 0 povlaqi f(t)2 = 0, za sve
t ∈ [−1, 1], tj. f = O.

b) I ovo bi ixlo potpuno analogno, samo bismo na kraju iz f ◦ f = 0
zak	uqili da je etf(t)2 = 0, za sve t ∈ [−1, 1], xto povlqi f = O, jer je
et ̸= 0, za sve t ∈ [−1, 1].

Napomi�emo da u prethodnom zadatku umesto et mo�e da stoji bilo
koja strogo pozitivna funkcija. Tako�e umesto intervala [−1, 1] mo�e da
bude bilo koji zatvoreni interval, a mo�e i ceo R ali onda umesto skupa
svih funkcija treba uzeti skup integrabilnih funkcija, itd. Sve su to
primeri skalarnih proizvoda.

Ideja da skalarni proizvod zadamo preko integrala mo�da deluje
qudno ali dolazi potpuno prirodno. Standardni skalarni proizvod (11.7)
u konaqno dimenzionalnom vektorskom prostoru Rn je bio zadat kao
suma proizvoda koordinata. Analog toga na beskonaqno dimenzionalnom
prostoru funkcija bi bila beskonaqna suma proizvoda funkcija po svim
taqkama, xto je upravo definicija integrala koji smo imali u prvom delu
prethodnog zadatka.

Zadatak 11.13. Pokazati da je ◦ : M2(R)×M2(R) −→ R skalarni proizvod
na vektorskom prostoru M2(R) ako je

a) A ◦B = Tr
(
ABT

)
,

b) A ◦B = Tr

(
AT

(
1 1
1 4

)
B

)
.

Rexe�e. a) Iz osobina traga sledi

(1) (∀A,B,C ∈ M2(R))

(A+B) ◦ C = Tr
(
(A+B)CT

)
= Tr

(
ACT +BCT

)
= Tr

(
ACT

)
+Tr

(
BCT

)
= A ◦ C +B ◦ C,

(2) (∀α ∈ R) (∀A,B ∈ M2(R))

(αA) ◦B = Tr
(
αABT

)
= αTr

(
ABT

)
= αA ◦B,

(3) (∀A,B ∈ M2(R))

A ◦B = Tr
(
ABT

)
= Tr

((
ABT

)T)
= Tr

(
BTTAT

)
= Tr

(
BAT

)
= B ◦A,
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(4)

(
∀
(

a b
c d

)
∈ M2(R)

)
(

a b
c d

)
◦
(

a b
c d

)
= Tr

((
a b
c d

)(
a c
b d

))
= Tr

(
a2 + b2 ac+ bd
ac+ bd c2 + d2

)
= a2 + b2 + c2 + d2 ⩾ 0,

i oqigledno je

(
a b
c d

)
◦
(

a b
c d

)
= 0 ako i samo ako je(

a b
c d

)
=

(
0 0
0 0

)
.

b) Neka je M =

(
1 1
1 4

)
. Tada imamo

(1) (α, β ∈ R) (∀A,B,C ∈ M2(R))

(αA+ βB) ◦ C = Tr
(
(αA+ βB)TMC

)
= Tr

((
αAT + βBT

)
MC

)
= Tr

(
αATMC + βBTMC

)
= αTr

(
ATMC

)
+ β Tr

(
BTMC

)
= αA ◦ C + βB ◦ C,

(2) (∀A,B ∈ M2(R))

A ◦B = Tr
(
ATMB

)
= Tr

((
ATMB

)T)
= Tr

(
BTMTATT

)
= Tr

(
BTMA

)
= B ◦A,

(3)

(
∀
(

a b
c d

)
∈ M2(R)

)
(

a b
c d

)
◦
(

a b
c d

)
= Tr

((
a c
b d

)(
1 1
1 4

)(
a b
c d

))
= Tr

(
a2 + 2ac+ 4c2 . . .

. . . b2 + 2ab+ 4d2

)
= (a+ c)2 + 3c2 + (b+ d)2 + 3d2 ⩾ 0,

i oqigledno je

(
a b
c d

)
◦
(

a b
c d

)
= 0 ako i samo ako je(

a b
c d

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Sledi, ◦ je skalarni proizvod na M2(R).
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Skalarni proizvod iz dela a) prethodnog zadatka je standardni
skalarni proizvod na M2(R). Opxtije, ista formula zadaje i skalarni
proizvod na Mmn(R), za sve m,n ∈ N (jer je ABT uvek kvadratna
matrica pa trag ima smisla). Zapravo, to je skalarni proizvod koji
odgovara standardnom skalarnom proizvodu na Rmn prilikom kanonskog
izomorfizma Mmn(R) ∼= Rmn. Sliqno, skalarni proizvod (11.11) odgovara
standardnom skalarnom proizvodu iz Rn prilikom izomorfizma Rn[x] ∼= R.
Ukoliko ka�emo samo vektorski prostor i ne naglasimo o kom se skalarnom
proizvodu radi podrazumeva�emo da je u pita�u standardni.

Zadatak 11.14. Neka je V ⩽ RN∪{0} skup rexe�a linearne diferencne
jednaqine an+3 − 2an+2 − an+1 + 2an = 0. Pokazati da je

a ◦ b = a0b0 + a1b1 + a2b2,

za sve a, b ∈ V , skalarni proizvod na vektorskom prostoru V .

Rexe�e. Lako se proverava da je

(1) (∀α, β ∈ R) (∀a, b, c ∈ V )

(αa+ βb) ◦ c = (αa+ βb)0c0 + (αa+ βb)1c1 + (αa+ βb)2c2

= αa0c0 + βb0c0 + αa1c1 + βb1c1 + αa2c2 + βb2c2

= αa ◦ c+ βb ◦ c,

(2) (∀a, b ∈ V )

a ◦ b = a0b0 + a1b1 + a2b2 = b ◦ a,

(3) (∀a ∈ V )

a ◦ a = a20 + a21 + a22 ⩾ 0.

Jedino sporno je da li iz a ◦ a sledi da je a nula-niz. Iz (3) sledi samo
a0 = a1 = a2 = 0. Ali odatle indukcijom mo�emo pokazati da je an = 0, za
sve n ∈ N. Bazu indukcije a0 = a1 = a2 = 0 ve� imamo. Ako pretpostavimo
da tvr�e�e va�i za n, n + 1 i n + 2 tj. an = an+1 = an+2 = 0, onda je
an+3 = 2an+2 + an+1 − 2an = 0.

Drugi naqin da se ovo posled�e uradi jeste da prvo reximo diferencnu
jednaqinu. Prema Teoremi 8.50 vektorski prostor V se sastoji od nizova
an = α+β(−1)n+γ ·2n, za sve α, β, γ ∈ R. Ako pretpostavimo da je a◦a = 0
dobi�emo

a0 = α + β + γ = 0
a1 = α − β + 2γ = 0
a2 = α + β + 4γ = 0

Sledi α = β = γ = 0, a time i a = O.
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Analog skalarnom proizvodu u kompleksnom sluqaju je ermitski3

proizvod. I tu se priqa zavrxava, skalarni proizvod se ne mo�e uopxtiti
na vektorski prostor nad proizvo	nim po	em.

Definicija 11.15. Neka je V vektorski prostor nad po	em kompleksnih
brojeva. Preslikava�e ⟨·, ·⟩ : V × V −→ C koje zadovo	ava

(1) aditivnost: (∀u, v, w ∈ V ) ⟨u+ v, w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v, w⟩,

(2) homogenost: (∀α ∈ C)(∀u, v ∈ V ) ⟨αu, v⟩ = α⟨u, v⟩,

(3) antisimetriqnost (kososimetriqnost): (∀u, v ∈ V ) ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩,

(4) pozitivnu definitnost: (∀v ∈ V ) ⟨v, v⟩ ⩾ 0 i ⟨v, v⟩ = 0 ⇔ v = O

zovemo ermitski proizvod na vektorskom prostoru V . Par (V, ⟨·, ·⟩)
tj. vektorski prostor sa ermitskim proizvodom zovemo unitarni
(ermitski) vektorski prostor.

Ovde zahtev ⟨v, v⟩ ⩾ 0 uk	uquje i da je ⟨v, v⟩ realno. Za razliku od
skalarnog proizvoda ermitski je linearan samo po prvom argumentu, ne i
po drugom. Taqnije, po drugom argumentu je aditivan, ali nije homogen.

Standardni ermitski proizvod na Cn je definisan sa

⟨(x1, x2, . . . , xn) , (y1, y2, . . . , yn)⟩ =
n∑

i=1

xiyi.

Zadatak 11.16. Pokazati da je preslikav�e

⟨·, ·⟩ : C2 × C2 −→ C,

⟨(x1, x2) , (y1, y2)⟩ = x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2

ermitski proizvod na vektorskom prostoru C2.

Rexe�e. Proverimo sve uslove:

(1)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) , (z1, z2) ∈ C2

)
⟨(x1, x2) + (y1, y2) , (z1, z2)⟩ = ⟨(x1 + y1, x2 + y2) , (z1, z2)⟩
= (x1 + y1) z1 + (1 + i) (x1 + y1) z2 + (1− i) (x2 + y2) z1 + 3 (x2 + y2) z2

= x1z1 + (1 + i)x1z2 + (1− i)x2z1 + 3x2z2 + y1z1 + (1 + i)y1z2

+ (1− i)y2z1 + 3y2z2

= ⟨(x1, x2) , (z1, z2)⟩+ ⟨(y1, y2) , (z1, z2)⟩,
3Charles Hermite (1822. - 1901.), francuski matematiqar
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(2) (∀α ∈ C)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) ∈ C2

)
⟨α (x1, x2) , (y1, y2)⟩ = ⟨(αx1, αx2) , (y1, y2)⟩

= αx1y1 + (1 + i)αx1y2 + (1− i)αx2y1 + 3αx2y2

= α (x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2)

= α⟨(x1, x2) , (y1, y2)⟩,

(3)
(
∀ (x1, x2) , (y1, y2) ∈ C2

)
⟨(y1, y2) , (x1, x2)⟩ = y1x1 + (1 + i)y1x2 + (1− i)y2x1 + 3y2x2

= x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2

= ⟨(x1, x2) , (y1, y2)⟩,

(4)
(
∀ (x1, x2) ∈ C2

)
⟨(x1, x2) , (x1, x2)⟩ = x1x1 + (1 + i)x1x2 + (1− i)x2x1 + 3x2x2

= (x1 + (1− i)x2) (x1 + (1 + i)x2) + x2x2

= |x1 + (1− i)x2|2 + |x2|2 ⩾ 0,

pri qemu je ⟨(x1, x2) , (x1, x2)⟩ = 0 ako i samo ako je x1 + (1− i)x2 = 0
i x2 = 0 tj. (x1, x2) = (0, 0).

Sliqno kao u Zadacima 11.10, 11.12 i 11.13 imamo standardne ermitske
proizvode:

• p ◦ q =
n−1∑
j=0

p(j)(0)q(j)(0)
(j!)2 na Cn[x],

• A ◦B = Tr
(
AB

T
)
na Mmn(C),

• f ◦ g =
1∫

−1

f(t)g(t) dt na skupu svih neprekidnih funkcija iz

intervala [−1, 1] u C.

11.3 Norma i ugao

Skalarni proizvod u R2 i R3 je definisan geometrijski kao
u ◦ v = ∥u∥∥v∥ cos∢(u, v), gde ∢(u, v) oznaqava ugao izme�u vektora u i v (tj.
ma�i od dva ugla koji zaklapaju ova dva vektora). Specijalno, v ◦v = ∥v∥2.

Na proizvo	nom realnom vektorskom prostoru ne znamo (za sada) xta
su norma i ugao, ali ukoliko imamo skalarni proizvod mo�emo definisati
normu i ugao tako da va�e prethodne relacije.
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Definicija 11.17. Neka je (V, ◦) euklidski vektorski prostor. Norma
(du�ina) vektora v ∈ V je ∥v∥ :=

√
v ◦ v, a ugao izme�u vektora

u, v ∈ V \ {O} je ∢(u, v) := arccos u◦v
∥u∥∥v∥ .

Definicija norme je dobra jer je v ◦ v ⩾ 0 (po definiciji skalarnog
proizvoda). A mo�e se analogno definisati i u unitarnim prostorima
tako xto se samo skalarnim proizvod zameni ermitskim. Da bismo bili
sigurni da je definicija ugla dobra, pored ∥v∥ ̸= 0 za v ̸= O treba�e nam
i naredno tvr�e�e.

Teorema 11.18 (Nejednakost Koxi{Xvarc4{Bu�akovskog5). Neka je (V, ◦)
euklidski ili unitarni prostor, i neka su u, v ∈ V dva proizvo	na
vektora. Tada va�i |u ◦ v| ⩽ ∥u∥∥v∥.

Za razliku od norme, ugao nema smisla u unitarnim prostorima jer
vrednost pod arkuskosinusom (u tom sluqaju) mo�e da bude i kompleksna.
U sluqaju euklidskih prostora ugao �e biti iz intervala [0, π], jer je to
kodomen arkuskosinusa.

Zadatak 11.19. Izraqunati norme vektora A =

(
1 1
1 1

)
i

B =

(
1 −1
1 1

)
, kao i ugao izme�u ovih vektora ako je skalarni proizvod

na M2(R) zadat sa M ◦N = Tr
(
MTN

)
.

Rexe�e. Po definiciji je

∥A∥ =
√
A ◦A =

√
Tr

((
1 1
1 1

)(
1 1
1 1

))

=

√
Tr

(
2 2
2 2

)
=

√
4 = 2,

∥B∥ =
√
B ◦B =

√
Tr

((
1 1
−1 1

)(
1 −1
1 1

))

=

√
Tr

(
2 0
0 2

)
= 2,

A ◦B = Tr

((
1 1
1 1

)(
1 −1
1 1

))
= Tr

(
2 0
2 0

)
= 2,

∢(u, v) = arccos
A ◦B

∥A∥∥B∥
= arccos

1

2
=

π

3
.

4Karl Hermann Amandus Schwarz (1843. - 1921.), nemaqki matematiqar
5Viktor �kovleviq Bun�kovski@i (1804. - 1889.), ruski matematiqar, fiziqar i

ekonomista
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Zadatak 11.20. Izraqunati ugao izme�u sinusa i kosinusa ako je skalarni

proizvod na C
[
0, π

2

]
zadat sa f ◦ g = 1

π

π
2∫
0

f(t)g(t) dt.

Rexe�e. Imamo da je

∥ cos ∥ =
√
cos ◦ cos =

√√√√√ 1

π

π
2∫

0

cos2 t dt =

√√√√√ 1

π

π
2∫

0

1 + cos 2t

2
dt

=

√√√√√ 1

2π

π
2∫

0

dt =
1

2
,

∥ sin ∥ =
√
sin ◦ sin =

√√√√√ 1

π

π
2∫

0

sin2 t dt =

√√√√√ 1

π

π
2∫

0

1− cos 2t

2
dt =

1

2

cos ◦ sin =
1

π

π
2∫

0

cos t sin t dt =
1

π

π
2∫

0

sin 2t

2
dt =

1

4π

π∫
0

sin t dt

=
1

4π
(− cos t)|

π
2
t=0 =

1

2π
,

∢(cos, sin) = arccos
cos ◦ sin

∥ cos ∥∥ sin ∥
= arccos

2

π
.

Zadatak 11.21. Pokazati da u proizvo	nom euklidskom vektorskom
prostoru (V, ◦), za sve nenula vektore u, v ∈ V va�i

a) Kosinusna teorema: ∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2∥u∥∥v∥ cos∢(u, v),

b) Jednakost paralelograma: ∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = 2
(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
,

v) u ◦ v = ∥u+v∥2−∥u−v∥2

4 .

Slika 11.22. Ilustracija Kosinusne teoreme i Jednakosti paralelograma
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Rexe�e. a) Iz osobina skalarnog proizvoda sledi

∥u− v∥2 = (u− v) ◦ (u− v) = u ◦ (u− v)− v ◦ (u− v)

= (u− v) ◦ u− (u− v) ◦ v = u ◦ u− v ◦ u− u ◦ v + v ◦ v
= ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2u ◦ v = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2∥u∥∥v∥ cos∢(u, v). (11.23)

b) Ako primenimo (11.23) na vektore u i v, a zatim i na u i −v dobijamo

∥u− v∥2 + ∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2u ◦ v + ∥u∥2 + ∥ − v∥2 − 2u ◦ (−v)

= 2
(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
.

v) Sliqno

∥u+ v∥2 − ∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 + 2u ◦ v −
(
∥u∥2 + ∥v∥2 − 2u ◦ v

)
= 4u ◦ v.

Specijalno, ako je ∢(u, v) = π
2 Kosinusna postaje Pitagorina6 teorema:

∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2.

Podse�amo da je norma definisana preko skalarnog proizvoda.
Posled�i deo prethodnog zadatka tvri da va�i i obrnuto, ako bismo
na nekom vektorskom prostoru imali (nekako aksiomatski definisanu)
normu, postojao bi taqno jedan naqin da uvedemo skalarni proizvod.

11.4 Ortonormiranost i Gram{Xmitov
postupak

Sada kada znamo xta je ugao u proizvo	nom euklidskom prostoru
mo�emo re�i da su dva vektora ortogonalna ako je ugao izme�u �ih
prav. Primetimo da je ∢(u, v) = arccos u◦v

∥u∥∥v∥ = π
2 ako i samo ako je

u ◦ v = 0. Posled�i zahtev ima smisla i ukoliko skalarni proizvod
zamenimo ermitskim (iako u unitarnim prostorima nema smisla priqati
o uglovima!). Zato ortogonalnost definixemo na slede�i naqin.

Definicija 11.24. Neka je V realni ili kompleksni vektorski prostor
sa skalarnim ili ermitskim proizvodom ◦. Ka�emo da su vektori u, v ∈ V
ortogonalni (normalni, upravni) i pixemo u⊥v ako je u ◦ v = 0.

Napomi�emo da je po ovoj definiciji nula-vektor ortogonalan na sve
vektore (uk	uquju�i i sebe).

6Πυθαγoρας (6. vek p.n.e.), antiqki matematiqar, filozof, kompozitor i politiqar
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Definicija 11.25. Neka je (V, ◦) euklidski ili unitarni vektorski
prostor. Ka�emo da je vektor v ∈ V normiran (jediniqni) ako je ∥v∥ = 1.

Definicija 11.26. Neka je (V, ◦) euklidski ili unitarni vektorski
prostor. Ka�emo da je skup vektora S ⊆ V

(1) normiran ako je (∀v ∈ V ) ∥v∥ = 1,

(2) ortogonalan ako je (∀u, v ∈ V ) u⊥v,

(3) ortonormiran ako je ortogonalan i normiran tj. ako je

(∀u, v ∈ V ) u ◦ v =

{
1, ako je u = v,
0, inaqe.

Neka je e = {e1, . . . , en} ortogonalna baza vektorskog prostora V . Tada

lako mo�emo odrediti koeficijente proizvo	nog vektora v =
n∑

i=1

αiei. Iz

v ◦ ei =

 n∑
j=1

αjej

 ◦ ei =
n∑

j=1

αjej ◦ ei = αi ∥ei∥2 (11.27)

sledi da je αi = v◦ei
∥ei∥2 , za sve 1 ⩽ i ⩽ n. Specijalno, ako je baza e

ortonormirana ima�emo αi = v ◦ ei. Prethodni koeficijenti su poznati
pod nazivom Furijeovi7 koeficijenti.

Primeri ortonormiranih baza su:

• kanonska baza Rn i Cn sa standardnim skalarnim proizvodom,

• kanonska baza Mmn(R) sa standardnim skalarnim proizvodom
A ◦B = Tr

(
ABT

)
. Npr. za m = n = 2 (zbog jednostavnijeg zapisa)

imamo (
1 0
0 0

)
◦
(

1 0
0 0

)
= Tr

(
1 0
0 0

)
= 1,(

1 0
0 0

)
◦
(

0 1
0 0

)
= Tr

(
0 0
1 0

)
= 0,

itd.

• kanonska baza
{
1, . . . , xn−1

}
vektorskog prostora Rn[x] sa standardnim

skalarnim proizvodom p ◦ q =
n−1∑
i=0

p(i)(0)q(i)(0)
(i!)2 . Ovo objax�ava zaxto

delimo sa (i!)2 jer ako bismo na R3[x] posmatrali skalarni proizvod

p ◦ q =
n−1∑
i=0

p(i)(0)q(i)(0) kanonska baza bi bila ortogonalna ali ne i

normirana.
7Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768. - 1830.), francuski matematiqar i fiziqar
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Zadatak 11.28. Pokazati da je skup{
1√
2
, cos(mx), sin(nx)

∣∣∣∣ m,n ∈ N
}

ortonormiran ako je skalarni proizvod na C[−π, π] dat sa

f ◦ g =
1

π

π∫
−π

f(t)g(t) dt.

Rexe�e. Direktnom proverom, za sve m,m′ ∈ N ∪ {0} i n, n′ ∈ N, imamo

cos(mx) ◦ sin(nx) = 1

π

π∫
−π

cos(mt) sin(nt) dt

=
1

2π

π∫
−π

(sin((m+ n)t) + sin((m− n)t)) dt = 0,

sin(nx) ◦ sin(n′x) =
1

π

π∫
−π

sin(nt) sin(n′t) dt

=
1

2π

π∫
−π

(cos((n− n′)t)− cos((n+ n′)t)) dt

=

 1
2π

π∫
−π

dt = 1, za n = n′,

0, za n ̸= n′,

cos(mx) ◦ cos(m′x) =
1

π

π∫
−π

cos(mt) cos(m′t) dt

=
1

2π

π∫
−π

(cos((m+m′)t) + cos((m−m′)t)) dt

=


1
2π

π∫
−π

2 dt = 2, za m = m′ = 0,

1
2π

π∫
−π

dt = 1, za m = m′ ̸= 0,

0, za m ̸= m′.

Ovde vektor 1√
2

vidimo kao 1√
2

= 1√
2
cos(0 · x), xto znaqi da je

1√
2
◦ 1√

2
=
(

1√
2

)2
(cos(0 · x) ◦ cos(0 · x)) = 1 i 1√

2
◦ f = 1√

2
(cos(0 · x) ◦ f) = 0,

za sve f ∈ {cos(mx), sin(nx) |m,n ∈ N}.
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Dakle, imamo ortonormiran skup u vektorskom prostoru C[−π, π] koji
je sastav	en od sinusa i kosinusa. Mo�e se pokazati da je ovaj skup gust u
f ∈ C[−π, π], tj. da se svaka funkcija f ∈ C[−π, π] mo�e izraziti kao

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) ,

gde je an = f ◦ cos(nx) i bn = f ◦ sin(nx), za sve n. Ovo je Furijeov razvoj
funkcije i pored ortonormiranosti uk	uquje i pita�e konvergencije
prethodnog reda (qime se ovde ne�emo baviti).

Zadatak 11.29 (Qebixov	evi8 polinomi). a) Pokazati da je

Tn(x) = cos(n arccosx), za sve n ∈ N ∪ {0},

polinom po x stepena n.

b) Pokazati da je skup
{

T0√
2
, T1, T2, T3, . . .

}
ortonormiran u odnosu na

skalarni proizvod

f ◦ g =
2

π

1∫
−1

f(t)g(t)
dt√
1− t2

na vektorskom prostoru C[−1, 1].

Rexe�e. a) Prvi naqin je indukcijom po n, za n = 0 i n = 1 tvr�e�e
trivijalno va�i jer je T0(x) = cos 0 = 1 i T1(x) = cos(arccosx) = x.
Pretpostavimo da su Tn i Tn−1 polinomi stepena n i n− 1, tada je

Tn+1(x) = cos((n+ 1) arccosx)

= cos(arccosx) cos(n arccosx)− sin(arccosx) sin(n arccosx)

= xTn(x)− sin(arccosx) sin(n arccosx).

Poxto ne vidimo da je sin(arccosx) sin(n arccosx) polinom primeni�emo
slede�i trik. Na isti naqin mo�emo dobiti i

Tn−1(x) = xTn(x) + sin(arccosx) sin(n arccosx),

xto povlaqi Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x) i onda je jasno da je

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x)

polinom stepena n+ 1.

8Pafnuti@i L~voviq Qebyx�v (1821. - 1894.), ruski matematiqar
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Drugi naqin je da pomo�u Moavrove i Binomne formule dobijemo

Tn(x) = ℜ(cos(n arccosx) + i sin(n arccosx))

= ℜ(cos(arccosx) + i sin(arccosx))n = ℜ (x+ i sin(arccosx))
n

= ℜ
n∑

j=0

(
n

j

)
(i sin(arccosx))jxn−j =

n∑
j=0
2|j

(
n

j

)
(i sin(arccosx))jxn−j

=

[n2 ]∑
k=0

(
n

2k

)(
−(sin(arccosx))2

)k
xn−2k

=

[n2 ]∑
k=0

(
n

2k

)(
(cos(arccosx))2 − 1

)k
xn−2k =

[n2 ]∑
k=0

(
n

2k

)(
x2 − 1

)k
xn−2k

=

[n2 ]∑
k=0

(
n

2k

) k∑
l=0

(
k

l

)
(−1)l

(
x2
)k−l

xn−2k

=

[n2 ]∑
l=0

(−1)l
[n2 ]∑
k=l

(
n

2k

)(
k

l

)xn−2l.

Najvixi stepen x koji se pojav	uje u Tn je xn, a koeficijent koji stoji uz

�ega je
[n2 ]∑
k=0

(
n
2k

)
̸= 0.

b) Skalarni proizvod dva Qebixov	eva polinoma je

Tm ◦ Tn =
2

π

1∫
−1

cos(m arccos t) cos(n arccos t)
dt√
1− t2

=
2

π

π∫
0

cos(mx) cos(nx)dx =

 2, za m = n = 0,
1, za m = n ̸= 0,
0, za m ̸= n,

pri qemu smo posled�i integral raqunali na isti naqin kao u prethodnom
zadatku.

Qebixov	evi polinomi se koriste u numeriqkoj i prime�enoj

matematici za aproksimaciju funkcije f polinomom
n∑

k=1

(
f ◦ T̃k

)
T̃k

stepena n, gde je T̃k =

{ T0√
2
, za k = 0

Tk, za k ⩾ 1
. Grexka prilikom aproksimacije

je ortogonalna na L
{
T̃0, . . . , T̃n

}
i �ena norma se sma�uje sa pove�a�em n.

Prirodno se name�e pita�e kako odrediti ortonormiranu bazu nekog
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vektorskog prostora, a odgovor na to pita�e daje Gram9{Xmitov10

postupak. Neka je f = {f1, . . . , fn} proizvo	na baza euklidskog ili
unitarnog vektorskog prostora (V, ◦). U prvom koraku od f pravimo
ortogonalnu bazu ê = {ê1, . . . , ên} gde je

êi := fi −
i−1∑
j=1

fi ◦ êj
∥êj∥2

êj . (11.30)

Ideja je priliqno intuitivna, za ê1 mo�emo uzeti f1. Zatim biramo
ê2 tako da L {ê1, ê2} bude jednako L {f1, f2} = L {ê1, f2}. To znaqi
da je ê2 = αê1 + βf2, za neke skalare α i β. Dodatno, β ̸= 0 zbog
L {ê1, ê2} = L {f1, f2}, pa �emo pretpostaviti da je β = 1 (xto je samo
skalira�e baznog vektora ê2, ali za sada o tome ne brinemo). Poxto
zahtevamo ê1⊥ê2 ima�emo

0 = ê2 ◦ ê1 = (αê1 + f2) ◦ ê1 = α ∥ê1∥2 + f2 ◦ ê1,

xto povlaqi α = − f2◦ê1
∥ê1∥2 . Ponav	a�em ovog postupka dobijamo gore

navedenu formulu.

U drugom koraku samo normiramo vektore êi i dobijamo ortonormiranu
bazu e = {e1, . . . , en}, gde je ei =

1
∥êi∥ êi.

Zadatak 11.31. Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog
prostora V = L (f1, f2, f3) sa standardnim skalarnim proizvodom iz R4,
gde je f1 = (1, 1, 1, 1), f2 = (1, 0, 1, 0) i f3 = (−1, 2, 0, 1).

Rexe�e. Prema Gram{Xmitovom postupku ortogonalna baza vektorskog
prostora V je ê = {ê1, ê2, ê3}, gde je

ê1 =f1 = (1, 1, 1, 1),

ê2 =f2 −
f2 ◦ ê1
∥ê1∥2

ê1 = (1, 0, 1, 0)− (1, 0, 1, 0) ◦ (1, 1, 1, 1)
∥(1, 1, 1, 1)∥2

(1, 1, 1, 1)

=(1, 0, 1, 0)− 2

4
(1, 1, 1, 1) =

(
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

)
,

ê3 =f3 −
f3 ◦ ê1
∥ê1∥2

ê1 −
f3 ◦ ê2
∥ê2∥2

ê2

=(−1, 2, 0, 1)− (−1, 2, 0, 1) ◦ (1, 1, 1, 1)
∥(1, 1, 1, 1)∥2

(1, 1, 1, 1)

−
(−1, 2, 0, 1) ◦

(
1
2 ,−

1
2 ,

1
2 ,−

1
2

)∥∥( 1
2 ,−

1
2 ,

1
2 ,−

1
2

)∥∥2
(
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

)
=(−1, 2, 0, 1)− 2

4
(1, 1, 1, 1)− −2

1

(
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

)
=

(
−1

2
,
1

2
,
1

2
,−1

2

)
,

9Jørgen Pedersen Gram (1850. - 1916.), danski matematiqar i ekonomista
10Erhard Schmidt (1876. - 1959.), nemaqki matematiqar
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a ortonormirana baza je e = {e1, e2, e3}, gde je

e1 =
1

∥ê1∥
ê1 =

1

∥(1, 1, 1, 1)∥
(1, 1, 1, 1) =

1

2
(1, 1, 1, 1) =

(
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
,

e2 =
1

∥ê2∥
ê2 =

1∥∥( 1
2 ,−

1
2 ,

1
2 ,−

1
2

)∥∥
(
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

)
=

(
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

)
,

e3 =
1

∥ê3∥
ê3 =

1∥∥(− 1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,−

1
2

)∥∥
(
−1

2
,
1

2
,
1

2
,−1

2

)
=

(
−1

2
,
1

2
,
1

2
,−1

2

)
.

Zadatak 11.32. Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog
prostora R3[x] sa skalarnim proizvodom

p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p(1)q(1).

Rexe�e. Ideja je ista kao u prethodnom zadatku, samo xto �e sad biti
vixe raquna poxto je skalarni proizvod malo qudniji. Gram{Xmitov
postupak prime�en na kanonsku bazu prostora R3[x] daje ortogonalnu bazu
ẽ = {ê1, ê2, ê3}, gde je

ê1(x) =1,

ê2(x) =x− x ◦ 1
∥1∥2

1 = x− 0 · 1 + 1 · 0 + 1 · 1
12 + 02 + 12

1 = x− 1

2
,

ê3(x) =x2 − x2 ◦ 1
∥1∥2

1−
x2 ◦

(
x− 1

2

)∥∥(x− 1
2

)∥∥2
(
x− 1

2

)

=x2 − 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1
12 + 02 + 12

1−
0
(
− 1

2

)
+ 0 · 1 + 1 · 1

2(
− 1

2

)2
+ 12 +

(
1
2

)2 (
x− 1

2

)
=x2 − 1

2
− 1

3

(
x− 1

2

)
= x2 − 1

3
x− 1

3
,

i ortonormiranu bazu e = {e1, e2, e3}, gde je

e1(x) =
1

∥1∥
1 =

1√
12 + 02 + 12

1 =

√
2

2
,

e2(x) =
1∥∥x− 1

2

∥∥
(
x− 1

2

)
=

1√(
− 1

2

)2
+ 12 +

(
1
2

)2
(
x− 1

2

)

=

√
2

3

(
x− 1

2

)
=

√
6

3
x−

√
6

6
,

e3(x) =
1∥∥x2 − 1
3x− 1

3

∥∥
(
x2 − 1

3
x− 1

3

)
=

1√(
− 1

3

)2
+
(
− 1

3

)2
+
(
1
3

)2
(
x2 − 1

3
x− 1

3

)
=

√
3x2 −

√
3

3
x−

√
3

3
.
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Naravno, ovo nije jedino rexe�e. Npr. mogli smo uzeti i ê1(x) = x2,

ê2(x) = x− x◦x2

∥x2∥2x2, itd. A mogli smo i primeniti Gram{Xmitov postupak

na neku drugu bazu i dobiti drugaqije rexe�e.

Zadatak 11.33. Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog
prostora V = {M ∈ M2(C) | TrM = 0} sa ermitskim proizvodom〈(

a b
c −a

)
,

(
a′ b′

c′ −a′

)〉
= aa′ + bb′ + 3cc′ + iac′ − ica′ + ibc′ − icb′.

Rexe�e. I jox jednom �emo primeniti Gram{Xmitov postupak, ovog puta
na bazu {(

0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
1 0
0 −1

)}
.

Time dobijamo ortogonalnu bazu ê = {ê1, ê2, ê3}, gde je

ê1 =

(
0 1
0 0

)
,

ê2 =

(
0 0
1 0

)
−

〈(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)〉
∥∥∥∥( 0 1

0 0

)∥∥∥∥2
(

0 1
0 0

)

=

(
0 0
1 0

)
− −i

1

(
0 1
0 0

)
=

(
0 i
1 0

)
,

ê3 =

(
1 0
0 −1

)
−

〈(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

)〉
∥∥∥∥( 0 1

0 0

)∥∥∥∥2
(

0 1
0 0

)

−

〈(
1 0
0 −1

)
,

(
0 i
1 0

)〉
∥∥∥∥( 0 i

1 0

)∥∥∥∥2
(

0 i
1 0

)

=

(
1 0
0 −1

)
− 0

1

(
0 1
0 0

)
− i

2

(
0 i
1 0

)
=

(
1 1

2

− i
2 −1

)
,

i ortonormiranu bazu e = {e1, e2, e3}, gde je

e1 =
1∥∥∥∥( 0 1

0 0

)∥∥∥∥
(

0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
,
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e2 =
1∥∥∥∥( 0 i

1 0

)∥∥∥∥
(

0 i
1 0

)
=

(
0 i

√
2

2√
2
2 0

)
,

e3 =
1∥∥∥∥∥

(
1 1

2

− i
2 −1

)∥∥∥∥∥
(

1 1
2

− i
2 −1

)
=

( √
2

√
2
2

− i
√
2

2 −
√
2

)
.

Napomi�emo da ermitski proizvod nije simetriqan, pa smo u
prethodnom zadatku morali voditi raquna o redosledu vektora prilikom
primene formule (11.30) jer kod ermitskog proizvoda (za razliku od
skalarnog) ⟨êj , fi⟩ nije isto xto i ⟨fi, êj⟩.

11.5 Ortogonalna dopuna

Definicija 11.34. Neka je (V, ◦) euklidski ili unitarni vektorski
prostor i S ⊆ V �egov podskup. Skup

S⊥ := {v ∈ V | (∀u ∈ S) v⊥u}

zovemo ortogonalna dopuna (ortokomplement) skupa S.

Ortogonalna dopuna ima slede�e osobine:

(1) skup S⊥ je vektorski potprostor V (qak i ukoliko S nije potprostor),

(2) S⊥ = (L (S))⊥,

(3) S⊥⊥ = L (S), specijalno za U ⩽ V imamo U⊥⊥ = U ,

(4) za svaki U ⩽ V va�i V = U ⊕ U⊥,

(5) specijalno, ukoliko je vekorski prostor V konaqne dimenzije va�i
dimV = dimU + dim

(
U⊥),

(6) ako je e baza (ili samo generatorni skup) vektorskog potprostora U ,
tada je

U⊥ = {v ∈ V | (∀u ∈ e) v⊥u}.

Neka je U vektorski potprostor prostora V . Na osnovu (4) proizvo	an
vektor v ∈ V na jedinstven naqin mo�emo zapisati kao v = u + w, gde je
u ∈ U i w ∈ U⊥.
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Slika 11.35. Geometrijski smisao ortogonalne projekcije i ortogonalne
dopune vektora

Vektor u �emo zvati ortogonalna projekcija vektora v na potprostor U
i oznaqavati sa πUv, a w ortogonalna projekcija vektora v na potprostor
U⊥ (ortogonalna dopuna vektora v u odnosu na potprostor U) i oznaqavati
sa πU⊥v.

Zadatak 11.36. Neka je U = L (1, 2, 3, 4) ⊆ R4. Odrediti bar jednu bazu i
dimenziju vektorskog prostora U⊥.

Rexe�e. Ortogonalna dopuna U⊥ je skup svih vektora v = (x, y, z, t) ∈ R4

za koje je
(x, y, z, t) ◦ (1, 2, 3, 4) = x+ 2y + 3z + 4t = 0,

tj.

U⊥ = {(−2y − 3z − 4t, y, z, t) | y, z, t ∈ R}
= L ((−2, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (−4, 0, 0, 1)).

Baza ortogonalne dopune U⊥ je {(−2, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (−4, 0, 0, 1)}, a
dimenzija 3.

Zadatak 11.37. Neka je

U = L
(
1− 2x+ 3x2 + x3, 3− 5x+ 6x2

)
⊆ R4[x],

gde je skalarni proizvod na R4[x] zadat sa

p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) +
1

6

1∫
0

p′′(t)q′′(t) dt.

Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskog prostora U⊥.
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Rexe�e. Ortogonalna dopuna U⊥ je skup svih polinoma
p(x) = a+ bx+ cx2 + dx3 ∈ R4[x] za koje je(

a+ bx+ cx2 + dx3
)
◦
(
1− 2x+ 3x2 + x3

)
= a− 2b+

1

6

1∫
0

(2c+ 6dt)(6 + 6t) dt = a− 2b+ 3c+ 5d = 0,

(
a+ bx+ cx2 + dx3

)
◦
(
3− 5x+ 6x2

)
= 3a− 5b+

1

6

1∫
0

(2c+ 6dt) · 12 dt = 3a− 5b+ 4c+ 6d = 0.

Rexe�e ovog sistema je a = 7c+ 13d i b = 5c+ 9d. Sledi

U⊥ =
{
(7c+ 13d) + (5c+ 9d)x+ cx2 + dx3

∣∣ c, d ∈ R
}

= L
(
7 + 5x+ x2, 13 + 9x+ x3

)
.

Zadatak 11.38. a) Odrediti po jednu bazu vektorskih prostora U i U⊥,
ako je U ⩽ R4 skup rexe�a sistema

2x + y + z + 3t = 0
3x + 2y + 2z + t = 0
x + 2y + 2z − 9t = 0

b) Odrediti ortogonalnu projekciju i ortogonalnu dopunu vektora
v = (7,−4,−1, 2) u odnosu na potprostor U .

Rexe�e. Iz

2x + y + z + 3t = 0 /(−2)

3x + 2y + 2z + t = 0
x + 2y + 2z − 9t = 0
2x + y + z + 3t = 0
−x − 5t = 0

−3x − 15t = 0

sledi x = −5t i y + z − 7t = 0, xto znaqi da je

U = {(−5t, y,−y + 7t, t) | y, t ∈ R} = L (e1, e2) ,

gde je e1 = (0,−1, 1, 0) i e2 = (−5, 7, 0, 1).

Bazu U⊥ mo�emo tra�iti kao u prethodna dva zadatka, a mo�emo se i
poslu�iti jednim trikom kako bismo izbegli taj raqun. Sistem s poqetka
�emo zapisati kao

(x, y, z, t) ◦ (2, 1, 1, 3) = 0
(x, y, z, t) ◦ (3, 2, 2, 1) = 0
(x, y, z, t) ◦ (1, 2, 2,−9) = 0
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To znaqi da je

U =
{
w ∈ R4

∣∣ w⊥e3, w⊥e4, w⊥e5
}
= {e3, e4, e5}⊥ ,

gde je e3 = (2, 1, 1, 3), e4 = (3, 2, 2, 1) i e5 = (1, 2, 2,−9). Sledi

U⊥ = {e3, e4, e5}⊥⊥
= L (e3, e4, e5) = L (e3, e4) ,

jer je e5 = 3e3 − 4e4.

b) Projekcija πUv pripada prostoru U pa je mo�emo zapisati preko baznih
vektora kao πUv = αe1 + βe2, za neke α, β ∈ R. Tada je

v = πUv + πU⊥v = αe1 + βe2 + πU⊥v.

Iskoristi�emo qi�enicu da je ortogonalna dopuna πU⊥v ∈ U⊥ ortogonalna
na e1, e2 ∈ U , dobijamo

v ◦ e1 = α (e1 ◦ e1) + β (e2 ◦ e1) + πU⊥v ◦ e1︸ ︷︷ ︸
=0

v ◦ e2 = α (e1 ◦ e2) + β (e2 ◦ e2) + πU⊥v ◦ e2︸ ︷︷ ︸
=0

Nakon xto izraqunamo sve preostale skalarne proizvode, dolazimo do
sistema po promen	ivim α i β:

3 = 2α + −7β
−61 = −7α + 75β

Rexe�a ovog sistema su

α =

∣∣∣∣ 3 −7
−61 75

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −7
−7 75

∣∣∣∣ =
−202

101
= −2,

β =

∣∣∣∣ 2 3
−7 −61

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −7
−7 75

∣∣∣∣ =
−101

101
= −1,

pa je πUv = −2e1 − e2 = (5,−5,−2,−1).

Ortogonalnu dopunu πU⊥v mo�emo tra�iti na isti naqin kao
projekciju πUv, a mo�emo i samo iskoristiti jednakost

πU⊥v = v − πUv = (2, 1, 1, 3).
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Setimo se prvog koraka u Gram{Xmitovom postupku. Sada kad znamo
xta je projekcija mo�emo dati i geometrijsko objax�e�e (11.30). Najpre

smo vektor ê2 dobili kao projekciju vektora f2 na potprostor L (ê1)
⊥
.

Da budemo precizniji, ako zapixemo projekcije kao πL (ê1)f2 = αê1 i
πL (ê1)

⊥f2 = f2 − πL (ê1)f2 = f2 − αê1, onda iz ê1⊥πL (ê1)
⊥f2 sledi da je

α = f2◦ê1
∥ê1∥2 ’

te dobijamo pomenutu projekciju.

Sliqno, za svako i ⩽ j − 1 vektor
fj◦êi
∥êi∥2 êi je projekcija vektora fj na

L (êi). Naravno, kad saberemo sve te projekcije dobi�emo projekciju fj na
L (ê1, ê2, . . . , êj−1). Konaqno, dolazimo do zak	uqka da êj je projekcija fj
na L (ê1, ê2, . . . , êj−1)

⊥
.

11.6 Ugao i rastoja�e izme�u vektora i
potprostora

Kao i kod svih geometrijskih pojmova do sada motivacija dolazi
iz vektorskog prostora R3. Neka je (V, ◦) euklidski vektorski prostor.
Rastoja�e izme�u vektora u, v ∈ V se definixe kao

d(u, v) := ∥u− v∥.

Teorema 11.39. Neka je (V, ◦) euklidski vektorski prostor, U �egov
potprostor i neka je v ∈ V \ {O} proizvo	an vektor. Vektor iz U koji je
najbli�i vektoru v je πUv, tj.

∃min
u∈U

d(v, u) = d (v, πUv) .

Definicija 11.40. Neka je (V, ◦) euklidski vektorski prostor, U �egov
potprostor V i neka je v ∈ V \{O} proizvo	an vektor. Rastoja�e vektora
v od potprostora U je

d(v, U) := min
u∈U

d(v, u) = d (v, πUv) = ∥v − πUv∥ = ∥πU⊥v∥ ,

a ugao izme�u vektora v i potprostora U je

∢(v, U) :=

{
∢ (v, πUv) , ako v ̸∈ U⊥,
π
2 , ako v ∈ U⊥.

Naravno, ista definicija rastoja�a (ali samo rastoja�a, ne i ugla)
ima smisla i u unitarnim prostorima.

Sliqno kao u sluqaju norme, i za ugao va�i ∃min
u∈U

∢(v, u) = ∢ (v, U).
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Slika 11.41. Geometrijska ilustracija ugla i rastoja�a izme�u vektora i
potprostora

Zadatak 11.42. Neka je (V, ◦) euklidski vektorski prostor, U vektorski
potprostor V i v ∈ V proizvo	an vektor. Pokazati da va�i

a) ∥v∥2 = d(v, U)2 + d
(
v, U⊥)2,

b) ∢(v, U) ∈
[
0, π

2

]
,

v) ∢(v, U) + ∢
(
v, U⊥) = π

2 .

Rexe�e. Ovde naravno ne mo�emo da ka�emo je jasno sa slike jer nije u
pita�u samo R3, ve� proizvo	an euklidski prostor.

a) Po Pitagorinoj teoremi (Zadatak 11.21.a)) za ortogonalne vektore πUv
i πU⊥v va�i

∥v∥2 = ∥πUv + πU⊥v∥2 = ∥πUv∥2 + ∥πU⊥v∥2 = d
(
v, U⊥)2 + d(v, U)2.

b) Mo�emo pretpostaviti da v ̸∈ U⊥ jer u suprotnom tvr�e�e trivijalno
va�i. Kako ∢(v, U) ∈ [0, π] po definiciji dovo	no je pokazati da je
cos∢(v, U) ⩾ 0. Poxto su vektori πUv ∈ U i πU⊥v ∈ U⊥ ortogonalni
imamo

cos∢(v, U) = cos∢ (v, πUv) =
v ◦ πUv

∥v∥ ∥πUv∥
=

(πUv + πU⊥) ◦ πUv

∥v∥ ∥πUv∥

=
πUv ◦ πUv

∥v∥ ∥πUv∥
=

∥πUv∥
∥v∥

⩾ 0.

Primetimo da upravo izvedena relacija cos∢(v, U) = ∥πUv∥
∥v∥ va�i i u

sluqaju v ∈ U⊥ jer je tada ∢(v, U) = π
2 i πUv = O.

v) Prema delu b) je ∢(v, U),∢
(
v, U⊥) ∈

[
0, π

2

]
, cos∢(v, U) = ∥πUv∥

∥v∥ i

cos∢
(
v, U⊥) = ∥πU⊥v∥

∥v∥ . Sledi,
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cos
(
∢(v, U) + ∢

(
v, U⊥))

= cos∢(v, U) cos∢
(
v, U⊥)− sin∢(v, U) sin∢

(
v, U⊥)

=
∥πUv∥
∥v∥

∥πU⊥v∥
∥v∥

−

√
1− ∥πUv∥2

∥v∥2

√
1− ∥πU⊥v∥2

∥v∥2

=

∥πUv∥ ∥πU⊥v∥ −
√(

∥v∥2 − ∥πUv∥2
)(

∥v∥2 − ∥πU⊥v∥2
)

∥v∥2
= 0,

jer je ∥v∥2 = ∥πUv∥2 + ∥πU⊥v∥2 po Pitagorinoj teoremi. Dakle,
∢(v, U) + ∢

(
v, U⊥) = π

2 .

U delu b) prethodnog zadatka smo pokazali da se ugao izme�u vektora v
i potprostora U mo�e izraziti i u obliku

∢(v, U) = arccos
∥πUv∥
∥v∥

.

Zadatak 11.43. Neka je

V =
{
(x, y, z, t) ∈ R4

∣∣ 4x+ 2y − 4z + 2t = 5x+ y − 3z + 3t = 0
}

potprostor R4 i v = (2, 6,−2, 6) ∈ R4. Odrediti rastoja�e vektora v od
potprostora V , kao i ugao izme�u v i V .

Rexe�e. Neka je e1 = (4, 2,−4, 2) i e2 = (5, 1,−3, 3). Tada je

V =
{
v ∈ R4

∣∣ v⊥e1, v⊥e2
}

= {e1, e2}⊥ i V ⊥ = {e1, e2}⊥⊥
= L {e1, e2}.

Zapiximo v kao v = πV v + πV ⊥v = πV v + αe1 + βe2. Tada je

v ◦ e1 = πV v ◦ e1︸ ︷︷ ︸
=0

+ α (e1 ◦ e1) + β (e2 ◦ e1)

v ◦ e2 = πV v ◦ e2︸ ︷︷ ︸
=0

+ α (e1 ◦ e2) + β (e2 ◦ e2)

40 = 40α + 40β
40 = 40α + 44β

Sledi, β = 0, α = 1, πV ⊥v = e1 = (4, 2,−4, 2) i πV v = v−πV ⊥v = (−2, 4, 2, 4).

Sada kad imamo ove projekcije mo�emo da ka�emo da je

d(v, V ) = d (v, πV v) = ∥πV ⊥v∥ = 2
√
10

i

∢(v, V ) = ∢ (v, πV v) = arccos
v ◦ πV v

∥v∥ ∥πV v∥

= arccos
40

4
√
5 · 2

√
10

= arccos

√
2

2
=

π

4
.
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Drugi naqin da se uradi prethodni zadatak jeste da se najpre
ortonormira baza vektorskog prostora V Gram{Xmitovim postupkom, a
zatim primeni postupak izlo�en u zadatku. Time bismo imali jedan korak
vixe ali bi zato sistem po α i β imao oblik 1·α+0·β = . . . , 0·α+1·β = . . . ,
tj. dobili bismo odmah rexe�e.

Zadatak 11.44. Na vektorskom prostoru R4[x] skalarni proizvod je
definisan sa

f ◦ g = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p′′(0)q′′(0) + p(1)q(1).

Da li polinom p(x) = 2− x− x2 zaklapa ve�i ugao sa potprostorom

V =
{
q ∈ R4[x]

∣∣ q(1) + q(−1) = 0
}

ili sa potprostorom V ⊥?

Rexe�e. Odredimo najpre projekciju πV p. Za proizvo	an polinom
q(x) = a+ bx+ cx2 + dx3 ∈ V uslov q(1) + q(−1) = 2a + 2c = 0 povlaqi
c = −a i

V =
{
a
(
1− x2

)
+ bx+ dx3

∣∣ a, b, d ∈ R
}
= L

(
x, x3, 1− x2

)
.

Sledi, p(x) = (πV p) (x) + (πV ⊥p) (x) = αx + βx3 + γ
(
1− x2

)
+ (πV ⊥p) (x).

Sada primenimo stari trik:

p ◦ x = αx ◦ x + β
(
x3
)
◦ x + γ

(
1− x2

)
◦ x + (πV ⊥p) ◦ x︸ ︷︷ ︸

=0

p ◦
(
x3
)

= αx ◦
(
x3
)

+ β
(
x3
)
◦
(
x3
)

+ γ
(
1− x2

)
◦
(
x3
)

+ (πV ⊥p) ◦
(
x3
)︸ ︷︷ ︸

=0

p ◦
(
1− x2

)
= αx ◦

(
1− x2

)
+ β

(
x3
)
◦
(
1− x2

)
+ γ

(
1− x2

)
◦
(
1− x2

)
+ (πV ⊥p) ◦

(
1− x2

)︸ ︷︷ ︸
=0

−1 = 2α + β +
0 = α + β
6 = 5γ

Rexe�a ovog sistema su γ = 6
5 , α = −1 i β = 1. Sledi,

(πV p) (x) =
6
5 − x− 6

5x
2 + x3.

To znaqi da je

∢(p, V ) = ∢ (p, πV p) = arccos
p ◦ (πV p)

∥p∥ ∥πV p∥
arccos

41
5

3 ·
√
205
5

= arccos

√
205

15
.

Sada mo�emo na isti naqin da odredimo i ugao ∢
(
p, V ⊥) i uporedimo

ga sa uglom ∢(p, V ), a mo�emo i da izbegnemo taj raqun. Znamo
da je ∢

(
p, V ⊥) < ∢(p, V ) ekvivalentno sa ∢

(
p, V ⊥) < π

4 (jer je

∢
(
p, V ⊥)+ ∢(p, V ) = π

2 ), a to je ekvivalentno sa cos∢
(
p, V ⊥) > cos π

4 =
√
2
2

(jer kosinus opada na
[
0, π

2

]
). Ovo posled�e je oqigledno taqno jer je

√
205
15 =

√
205
225 >

√
1
2 =

√
2
2 .
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Drugi naqin da se ovo uradi jeste da umesto sa potprostorom V uradimo
sve isto sa V ⊥, jer je ma�e dimenzije pa bi raqunski bilo jednostavnije.
Sada �emo prikazati i jednu malu modifikaciju te ideje, koja se
mo�e primeniti u jednodimenzionalnim prostorima. Prvo, iskoristimo
da je vektor πV ⊥p ortogonalan na bazne vektore prostora V . Neka je
πV ⊥p = α+ βx+ γx2 + δx3, za neke α, β, γ, δ ∈ R, tada je

(πV ⊥p) ◦ x = β + (α+ β + γ + δ) = 0
(πV ⊥p) ◦

(
x3
)

= α+ β + γ + δ = 0
(πV ⊥p) ◦

(
1− x2

)
= α− 4γ = 0

Sledi, β = 0, α = 4γ i δ = −5γ. To znaqi da je (πV ⊥p) (x) = γ
(
4 + x2 − 5x3

)
i (πV p) (x) = 2−x−x2−γ

(
4 + x2 − 5x3

)
. Koeficijent γ �emo na�i iz uslova

πV p ∈ V tj.
(πV p) (1) + (πV ⊥p) (−1) = 2− 10γ = 0.

Dakle, γ = 1
5 i (πV p) (x) = 6

5 − x − 6
5x

2 + x3. I onda uglove raqunamo na
isti naqin.

Zadatak 11.45. a) Pokazati da za sve p ∈ R3[x] va�i 1∫
0

t2p(t) dt

2

⩽
1

5

1∫
0

p(t)2dt.

b) Pokazati da postoji i izraqunati

min
p∈R3[x]
p(0)=0

1∫
0

(6 + 12t− p(t))2dt.

Rexe�e. a) Ovde je najte�i deo prepoznati da se radi o skalarnom

proizvodu. Za poqetak, setimo se da je f◦g =
1∫
0

f(t)g(t) dt skalarni proizvod

na vektorskom prostoru R3[x].

Neka je q(t) = t2. Tada je po Nejednakosti Koxi{Xvarc{Bu�akovskog

|q ◦ p| ⩽ ∥q∥∥p∥.

Sada zak	uqak sledi kvadrira�em posled�eg izraza i raspisiva�em

q ◦ p =

1∫
0

t2p(t) dt, ∥p∥ =

√√√√√ 1∫
0

p(t)2dt i ∥q∥ =

√√√√√ 1∫
0

t4dt =

√
5

5
.

b) Ovde naravno ne�emo koristiti izvode i ostali analitiqki alat
(pogotovo xto je dim

{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(0) = 0
}

= 2, pa je ovo suxtinski
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funkcija dve promen	ive). Kao i u prethodnom delu, primetimo da je

f ◦ g =
1∫
0

f(t)g(t) dt skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[x]. To

znaqi da je
1∫

0

(6 + 12t− p(t))2dt = ∥q − p∥2 = d(q, p)2,

gde je q(x) = 6 + 12x. Neka je V =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(0) = 0
}
. Kako je rastoja�e

nenegativno bi�e

min
p∈R3[x]
p(0)=0

1∫
0

(6 + 12t− p(t))2dt =

(
min
p∈V

d(q, p)

)2

= d(q, V )2 = d (q, πV q)
2
,

po Teoremi 11.39. Ista teorema garantuje i postoja�e min
p∈V

d(q, p),

odakle �e slediti da postoji i minimum koji se tra�i u zadatku.
Dodatno, ovi minimumi se dosti�u za polinom p = πV q ∈ V .
Neka je p(x) = αx+ βx2 (proizvo	an vektor iz prostora V ). Tada je
q(x) = (πV q) (x) + (πV ⊥q) (x) = αx+ βx2 + (πV ⊥q) (x) i

q ◦ x = αx ◦ x + β
(
x2
)
◦ x + (πV ⊥q) ◦ x︸ ︷︷ ︸

=0

q ◦
(
x2
)

= αx ◦
(
x2
)

+ β
(
x2
)
◦
(
x2
)

+ (πV ⊥q) ◦
(
x2
)︸ ︷︷ ︸

=0

Ove skalarne proizvode raqunamo pomo�u integrala
1∫
0

tk dt = 1
k+1 , za k ⩾ 0.

Dobijamo sistem

7 = α
3 + β

4

5 = α
4 + β

5

qije je rexe�e α =

∣∣∣∣∣∣∣
7 1

4

5 1
5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
3

1
4

1
4

1
5

∣∣∣∣∣∣∣
= 36 i β =

∣∣∣∣∣∣∣
1
3 7
1
4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
3

1
4

1
4

1
5

∣∣∣∣∣∣∣
= −20. Konaqno,

p(x) = 36x− 20x2, a nax minimum iznosi

min
p∈R3[x]
p(0)=0

1∫
0

(6 + 12t− p(t))2dt =

1∫
0

(
6− 24t+ 20t2

)2
dt = · · · = 4.
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11.7 Beselova nejednakost

Neka je V konaqno-dimenzionalni euklidski (ermitski) vektorski
prostor sa ortonormiranom bazom e = {e1, . . . , en}. Tada na osnovu (11.27)
za svaki vektor v ∈ V va�i

v =

n∑
i=1

(v ◦ ei) ei.

Slede�a teorema daje jednu zanim	ivu vezu norme vektora v sa �egovim
koordinatama v ◦ ei.

Teorema 11.46. (1) Beselova11 nejednakost: Neka je (V, ◦) euklidski ili
unitarni vektorski prostor i neka je S ⊆ V �egov ortonormirani
podskup. Tada za svaki vektor v ∈ V va�i

∥v∥2 ⩾
∑
s∈S

|v ◦ s|2.

(2) Parsevalova12 jednakost: Ukoliko je skup S dodatno i baza u
prethodnoj nejednakosti va�i jednakost.

Ukoliko je skup S u prethodnoj teoremi beskonaqan, to posebno znaqi i
da (beskonaqna) suma koja se pojav	uje konvergira. Zahtev da je S baza se
mo�e oslabiti i tra�iti samo da je skup S gust.

U sluqaju konaqno-dimenzionalnog vektorskog prostora V prethodna
teorema sledi indukcijom iz Pitagorine teoreme (Zadatak 11.21.a)). Ako je
e = {e1, . . . , en}. ortonormirana baza prostora i v ∈ V proizvo	an vektor,
tada su vektori (v ◦ ei) ei, za 1 ⩽ i ⩽ n, me�usobno ortogonalni, pa va�i

∥v∥2 =
n∑

i=1

∥(v ◦ ei) ei∥2 =
n∑

i=1

|v ◦ ei|2 ∥ei∥2 =
n∑

i=1

|v ◦ ei|2 .

Zadatak 11.47. Pokazati da za svaki polinom p ∈ R3[x] va�i

p(0)2 + p′(0)2 + p(1)2 ⩾
3

2
p′
(
1

6

)2

+
p′′(0)2

12
.

Rexe�e. Za poqetak primetimo da je leva strana tra�ene nejednakosti
norma koja dolazi iz skalarnog proizvoda

p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p(1)q(1)

11Friedrich Wilhelm Bessel (1784. { 1846.), nemaqki matematiqar, fiziqar i astronom
12Marc-Antoine Parseval (1755. { 1836.), francuski matematiqar
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na R3[x]. Ortonormirana baza u odnosu na ovaj skalarni proizvod je

e =

{
e1(x) =

√
2

2
, e2(x) = −

√
6

6
+

√
6

3
x, e3(x) = −

√
3

3
−

√
3

3
x+

√
3x2

}
,

xto smo videli u Zadatku 11.32.

Ukoliko primenimo Beselovu nejednakost na proizvo	an polinom
p(x) = a+ bx+ cx2 ∈ R3[x] dobijamo

∥p∥2 ⩾
∑
i∈I

|p ◦ ei|2 ,

gde je I podskup od {1, 2, 3} koji �emo naknadno izabrati. Imamo skalarne
proizvode

p ◦ e1 =a

√
2

2
+ (a+ b+ c)

√
2

2
=

√
2a+

√
2

2
b+

√
2

2
c,

p ◦ e2 =− a

√
6

6
+ b

√
6

3
+ (a+ b+ c)

√
6

6
=

√
6

2
b+

√
6

6
c =

√
6

2
p′
(
1

6

)
,

p ◦ e3 =− a

√
3

3
− b

√
3

3
+ (a+ b+ c)

√
3

3
=

√
3

3
c =

√
3

6
p′′(0).

Sada je jasno da treba primeniti Beselovu nejednakost na vektore e2 i
e3, dobijamo

p(0)2 + p′(0)2 + p(1)2 = ∥p∥2 ⩾ |p ◦ e2|2 + |p ◦ e3|2 =
3

2
p′
(
1

6

)2

+
p′′(0)2

12
.

Sada �emo pokazati jednu zanim	ivu primenu Parsevalove jednakosti.

Ci	 je izraqunati red
∞∑

n=1

1
n2 .

Krenu�emo od funkcije f(x) = x. Ova funkcija (tj. �ena
restrikcija) pripada euklidskom vektorskom prostoru C[−π, π] sa

skalarnim proizvodom f ◦ g = 1
π

π∫
−π

f(t)g(t) dt. U Zadatku 11.28 smo videli

da je skup {
1√
2
, cos(mx), sin(nx)

∣∣∣∣ m,n ∈ N
}

ortonormiran i rekli smo da je taj skup gust u C[−π, π].

Parsevalova jednakost daje

∥x∥2 =

∣∣∣∣∣x ◦
√
2

2

∣∣∣∣∣
2

+

∞∑
m=1

|x ◦ cos(mx)|2 +
∞∑

n=1

|x ◦ cos(nx)|2, (11.48)
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gde je

x ◦
√
2

2
=

1

π

π∫
−π

t
√
2

2
dt = 0

i

x ◦ cos(mx) =
1

π

π∫
−π

t cos(mt) dt = 0

kao integrali neparne funkcije na simetriqnom intervalu, a parcijalnom
integracijom dobijamo

x ◦ sin(nx) = 1

π

π∫
−π

t sin(nt) dt = − 1

nπ

π∫
−π

t d(cos(nt))

= − t cos(nt)

nπ

∣∣∣∣π
t=−π

+
1

nπ

π∫
−π

cos(nt) dt = −2 cos(nπ)

n
=

2(−1)n+1

n
.

Ovim Parsevalova jednakost (11.48) postaje

∥x∥2 =

∞∑
n=1

∣∣∣∣2(−1)n+1

n

∣∣∣∣2 = 4

∞∑
n=1

1

n2
,

te je
∞∑

n=1

1

n2
=

1

4
∥x∥2 =

1

4π

π∫
−π

t2dt =
t3

12π

∣∣∣∣π
t=−π

=
π2

6
.

Analogno, ukoliko primenimo Parsevalovu jednakost na funkciju
f(x) = x2 mo�emo dobiti

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
.



Glava 12

Dualni prostor

euklidskog i unitarnog

vektorskog prostora

O dualnim prostorima smo ve� priqali. Me�utim, ukoliko je vektorski
prostor V euklidski (unitarni) situacija postaje znatno jednostavnija. Za
svaki fiksiran vektor v ∈ V imamo po jedan linearni fukncional L ∈ V ∗

zadat sa Lu = u ◦ v, za sve u ∈ V . Preslikava�e L �emo oznaqiti sa v∗ i
re�i da je linearni funkcional v∗ dualni vektor vektora v. Napomi�emo
da ovde imamo dualni vektor svakog vektora, za razliku od proizvo	nog
(neeuklidskog) prostora gde smo imali samo dualnu bazu baze (Definicija
10.3). Naredna teorema ka�e da su ovo ujedno i svi linearni funkcionali
na V .

Teorema 12.1. Neka je (V, ◦) euklidski ili unitarni vektorski prostor.
Tada je preslikava�e V −→ V ∗, v 7→ v∗, za sve v ∈ V , izomorfizam
vektorskih prostora V i V ∗.

Ukoliko je e = {e1, . . . , en} ortonormirana baza vektorskog prostora V ,

tada je e∗i ej = ej◦ei =
{

1, za i = j,
0, inaqe,

xto znaqi da �e tada e∗ = {e∗1, . . . , e∗n}

biti dualna baza baze e (u smislu Definicije 10.3). Naglaxavamo da ovo
va�i samo za ortonormiranu bazu.

Zadatak 12.2. Neka je L(x, y, z) = 3x + 4y − 3z linearni funkcional
vektorskog prostora R3. Odrediti vektor v ∈ R3 za koji je L = v∗.

Rexe�e. Ako je v = (α, β, γ), za neke α, β, γ ∈ R, funkcional v∗ je dat sa

v∗(x, y, z) = (x, y, z) ◦ v = (x, y, z) ◦ (α, β, γ) = αx+ βy + γz.

271
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Tra�imo da ovo bude jednako L(x, y, z) = 3x+ 4y − 3z, za sve (x, y, z) ∈ R3.
Jasno je da mora biti α = 3, β = 4 i γ = −3, tj. v = (3, 4,−3).

Zadatak 12.3. Odrediti matricu A ∈ M2(C) za koju je Tr = A∗.

Rexe�e. Ako je A =

(
α β
γ δ

)
, za neke α, β, γ, δ ∈ C, funkcional A∗ je

dat sa

A∗
(

x y
z t

)
=

〈(
x y
z t

)
,

(
α β
γ δ

)〉
= Tr

((
x y
z t

)(
α γ

β δ

))
= αx+ βy + γz + δt.

Tra�imo da ovo bude jednako Tr

(
x y
z t

)
= x+t, za sve

(
x y
z t

)
∈ M2(R).

Jasno je da mora biti α = δ = 1, β = γ = 0, tj. A = E.

Xtavixe, ovde smo i bez raquna mogli da primetimo da je

TrX = Tr
(
XE

T
)
= ⟨X,E⟩ = E∗X, za sve X ∈ M2(R).

Zadatak 12.4. Skalarni proizvod na R3[x] je zadat sa f ◦g =
1∫

−1

f(t)g(t) dt.

Odrediti polinom p ∈ R3[x] za koji je L = p∗, ako je

a) Lq =
1∫

−1

q(t) dt,

b) Lq = q(0),

v) Lq = q′(0),

g) Lq =
1∫
0

q(t) dt.

Rexe�e. a) Ovde je oqigledno da je Lq = q ◦ 1, za sve q ∈ R3[x] tj. L = 1∗.

b) Tra�imo polinom p(x) = a+ bx+ cx2 takav da je

p∗
(
α+ βx+ γx2

)
=
(
α+ βx+ γx2

)
◦
(
a+ bx+ cx2

)
=

1∫
−1

(
α+ βt+ γt2

) (
a+ bt+ ct2

)
dt

=

(
2a+

2

3
c

)
α+

2

3
bβ +

(
2

3
a+

2

5
c

)
γ

jednako L
(
α+ βx+ γx2

)
= α, za sve α + βx + γx2 ∈ R3[x], tj. za sve

α, β, γ ∈ R. To nas dovodi do sistema

2a + 2
3c = 1

2
3b = 0

2
3a + 2

5c = 0
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qija su rexe�a b = 0, a = 9
8 i c = − 15

8 . Tra�eni polinom je p(x) = 9
8 −

15
8 x2.

v) Na isti naqin kao u b) dobijamo da je L =
(
3
2x
)∗
.

g) Integral
1∫
0

nije skalarni proizvod (tj. jeste neki skalarni proizvod ali

nije onaj sa kojim u ovom primeru radimo) i ne mo�emo primeniti trik iz
dela a), ve� �emo raditi kao u b). Poxto je L

(
α+ βx+ γx2

)
= α + β

2 + γ
3

ovde �emo dobiti sistem

2a + 2
3c = 1

2
3b = 1

2
2
3a + 2

5c = 1
3

qije je rexe�e b = 3
4 , a = 1

2 i c = 0. Sledi, L =
(
1
2 + 3

4x
)∗
.

Zadatak 12.5. Neka je V euklidski vektorski prostor iz Zadatka 11.14.
Za linearni funkcional Φ ∈ V ∗, Φ(a) = a0 odrediti niz x ∈ V za koji je
Φ = x∗.

Rexe�e. Poxto tra�imo da va�i a ◦ x = a0x0 + a1x1 + a2x2 = a0, za
sve a ∈ U , jasno je da mora biti x0 = 1, x1 = 0 i x2 = 0 (jer prva tri
qlana niza iz V mogu biti proizvo	ni). Sada treba odrediti vektor x ∈ V
koji zadovo	ava pomenute poqetne uslove. Mo�emo ga zapisati u obliku
α+ β(−1)n + γ2n, za neke α, β, γ ∈ R (xto smo videli u Zadatku 11.14). To
nas dovodi do sistema

x0 = α + β + γ = 1
x1 = α − β + 2γ = 0
x2 = α + β + 4γ = 0

qije je rexe�e γ = − 1
3 , α = 1 i β = 1

3 . Dakle, xn = 1 + (−1)n−2n

3 , za sve
n ∈ N.

Anihilator vektorskog potprostora U ⩽ V smo definisali kao skup
svih linearnih funkcionala L ∈ V ∗ qija je restrikcija na potprostor
U jednaka nula-funkcionalu. Ali ukoliko je V euklidski ili unitarni
prostor svaki funkcional L ∈ V ∗ se mo�e videti kao L = v∗ za neki
vektor v ∈ V , pa anihilator od U postaje

{L ∈ V ∗ | (∀u ∈ U)Lu = 0} = {v∗ | v ∈ V, (∀u ∈ U) v∗u = 0}
= {v∗ | v ∈ V (∀u ∈ U)u ◦ v = 0}
= {v∗ | v ∈ V (∀u ∈ U)u⊥v} =

{
v∗ | v ∈ U⊥} ,

gde u posled�em redu U⊥ oznaqava ortogonalnu dopunu od U . Dakle,
anihilator je dualni skup ortogonalne dopune (drugim reqima izomorfni
su), pa ne qudi ista oznaka U⊥.
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Na primer, u Zadatku 11.36 smo videli da je ortogonalna dopuna
vektorskog potprostora U = L (1, 2, 3, 4) ⩽ R4 jednaka

U⊥ = L ((−2, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (−4, 0, 0, 1)).

To znaqi da je anihilator

U⊥ = L ((−2, 1, 0, 0)∗, (−3, 0, 1, 0)∗, (−4, 0, 0, 1)∗) .

(Lako se mo�e proveriti da linearno nezavisni funkcionali
(−2, 1, 0, 0)∗(a, b, c, d) = −2a + b, (−3, 0, 1, 0)∗(a, b, c, d) = −3a + c i
(−4, 0, 0, 1)∗(a, b, c, d) = −4a+ d slikaju potprostor U u nulu, i �ihov broj
je jednak dimR4 − dimU = 3, xto je dimenzija anihilatora.)

Sliqno, prema Zadatku 11.37 ortogonalna dopuna vektorskog
potprostora U = L

(
1− 2x+ 3x2 + x3, 3− 5x+ 6x2

)
⊆ R4[x] je

U⊥ = L
(
7 + 5x+ x2, 13 + 9x+ x3

)
.

Zato �e anihilator biti

U⊥ = L
((

7 + 5x+ x2
)∗

,
(
13 + 9x+ x3

)∗)
,

gde je

(
7 + 5x+ x2

)∗ (
a+ bx+ cx2 + dx3

)
= 7a+ 5b+

1

6

1∫
0

(2c+ 6dt) · 2 dt

= 7a+ 5b+
2c

3
+ d,

(
13 + 9x+ x3

)∗ (
a+ bx+ cx2 + dx3

)
= 13a+ 9b+

1

6

1∫
0

(2c+ 6d) · 6t dt

= 13a+ 9b+ c+ 2d.

12.1 Adjungovani operatori i adjungovane
matrice

Teorema 12.6. Neka je (V, ◦) euklidski ili unitarni vektorski prostor
i L : V −→ V linearni operator. Postoji jedinstveni linearni operator
G : V −→ V takav da va�i (Lu) ◦ v = u ◦ (Gv), za sve u, v ∈ V .

Definicija 12.7. Linearni operator G iz prethodne teoreme zovemo
adjungovani operator operatora L i oznaqavamo sa L∗.
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Adjungovani operator je suxtinski isto xto i transponovani operator.
Jedina razlika je xto je adjungovani operator L∗ definisan na samom
prostoru V , a transponovani operator LT na dualnom prostoru V ∗. Ali
prostori V i V ∗ su izomorfni, i prilikom tog izomorfizma adjungovani
operator ,,prelazi\ u transponovani. Preciznije, iz

u ◦ (L∗v) = (Lu) ◦ v = v∗(Lu) =
(
LT v∗

)
u,

za sve u ∈ V , sledi da je vektor LT v∗ ∈ V ∗ dualni vektor vektora L∗v ∈ V .

Definicija 12.8. Neka je A realna ili kompleksna matrica. Matricu

A
T
= AT zovemo adjungovana matrica matrice A i oznaqavamo je sa A∗.

Specijalno, za realnu matricu A je A∗ = AT . U ovim oznakama
standardni skalarni (ermitski) proizvod na skupu realnih (kompleksnih)
matrica postaje A ◦ B = Tr (AB∗). Ovu matricu ne treba mexati sa
matricom adj(A) koju smo isto zvali adjungovana. Vezu adjungovanog
operatora i adjungovane matrice daje slede�a teorema.

Teorema 12.9. Neka je (V, ◦) euklidski ili unitarni vektorski prostor
sa ortonormiranom bazom e i neka je L : V −→ V linearni operator. Tada
je [L∗]e = [L]e

∗
.

S obzirom da smo znali da je
[
LT
]
e
= [L]Te prethodno tvr�e�e je potpuno

oqekivano. Zabunu mo�da jedino unosi kompleksno konjugova�e u sluqaju
unitarnih prostora. Ono dolazi iz qi�enice da smo dualni vektor v∗

poistove�ivali sa ermitskim proizvodom ⟨·, v⟩ koji je antisimetriqan.

Zadatak 12.10. Odrediti adjungovani operator linearnog operatora

a) L : R3 −→ R3, L(x, y, z) = (2x− 2y + z, y − z, x+ 2y),

b) L : C3 −→ C3, L(x, y, z) = (ix + 2y + z, x + 4iy, y + (−1 + i)z), pri qemu
C3 posmatramo kao kompleksni vektorski prostor,

v) L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p+ p′, ako je skalarni proizvod na R3[x] zadat
sa p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p(1)q(1).

Rexe�e. a) Za adjungovani operator L∗ treba da va�i
(L(a, b, c)) ◦ (x, y, z) = (a, b, c) ◦ (L∗(x, y, z)), za sve (a, b, c), (x, y, z) ∈ R3.
Kada raspixemo ovaj skalarni proizvod ima�emo

(L(a, b, c)) ◦ (x, y, z) = (2a− 2b+ c, b− c, a+ 2b) ◦ (x, y, z)
= (2a− 2b+ c)x+ (b− c)y + (a+ 2b)z

= a(2x+ z) + b(−2x+ y + 2z) + c(x− y)

= (a, b, c) ◦ (2x+ z,−2x+ y + 2z, x− y).

Odavde i iz Teoreme 12.6 lako zak	uqujemo da je

L∗(x, y, z) = (2x+ z,−2x+ y + 2z, x− y).
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Drugi naqin bi bio da gledamo matrice operatora L i L∗ u kanonskoj

bazi e vektorskog prostora R3. Vidimo da je [L]e =

 2 −2 1
0 1 −1
1 2 0

. To
znaqi da je matrica adjungovanog operatora

[L∗]e = [L]e
∗
= [L]e

T
=

 2 0 1
−2 1 2
1 −1 0

 .

Odatle mo�emo proqitati da je L∗(x, y, z) = (2x+ z,−2x+ y + 2z, x− y).

b) Za adjungovani operator L∗ treba da va�i
⟨L(a, b, c), (x, y, z)⟩ = ⟨(a, b, c), L∗(x, y, z)⟩, za sve (a, b, c), (x, y, z) ∈ C3.
Kada raspixemo ovaj ermitski proizvod ima�emo

⟨L(a, b, c)), (x, y, z)⟩ = ⟨(ia+ 2b+ c, a+ 4ib, b+ (−1 + i)c), (x, y, z)⟩
= (ia+ 2b+ c)x+ (a+ 4ib)y + (b+ (−1 + i)c)z

= a (ix+ y) + b (2x+ 4iy + z) + c (x+ (−1 + i)z)

= a(−ix+ y) + b(2x− 4iy + z) + c(x+ (−1− i)z)

= ⟨(a, b, c), (−ix+ y, 2x− 4iy + z, x+ (−1− i)z)⟩.

Odavde zak	uqujemo da je L∗(x, y, z) = (−ix+ y, 2x− 4iy + z, x+ (−1− i)z).

Drugi naqin bi bio da gledamo matrice operatora L i L∗ u kanonskoj

bazi e vektorskog prostora C3. Vidimo da je [L]e =

 i 2 1
1 4i 0
0 1 −1 + i

. To
znaqi da je matrica adjungovanog operatora

[L∗]e = [L]e
∗
= [L]e

T
=

 −i 1 0
2 −4i 1
1 0 −1− i

 .

Sledi, L∗(x, y, z) = (−ix+ y, 2x− 4iy + z, x+ (−1− i)z).

v) I jox jednom �emo ponoviti isti postupak, ali sa malo qudnijim
skalarnim proizvodom koji �e zakomplikovati raqun. Bi�e jednostavnije
da skalarni proizvod zapixemo kao(

α+ βx+ γx2
)
◦
(
a+ bx+ cx2

)
= αa+ βb+ (α+ β + γ)(a+ b+ c).

Za adjungovani operator L∗ treba da va�i(
L
(
α+ βx+ γx2

))
◦
(
a+ bx+ cx2

)
=
(
α+ βx+ γx2

)
◦
(
L∗ (a+ bx+ cx2

))
,

za sve α + βx + γx2, a + bx + cx2 ∈ R3[x]. Kada raspixemo ovaj skalarni
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proizvod dobijamo(
L
(
α+ βx+ γx2

))
◦
(
a+ bx+ cx2

)
=
(
(α+ β) + (β + 2γ)x+ γx2

)
◦
(
a+ bx+ cx2

)
= (α+ β)a+ (β + 2γ)b+ (α+ 2β + 3γ)(a+ b+ c).

Preostaje da posled�i izraz na namestimo na
(
α+ βx+ γx2

)
◦ . . .. To �emo

uraditi na slede�i naqin:(
L
(
α+ βx+ γx2

))
◦
(
a+ bx+ cx2

)
= α(2a+ b+ c) + β(3a+ 3b+ 2c) + γ(3a+ 5b+ 3c)

= α(−a− 4b− 2c) + β(−2b− c) + (α+ β + γ)(3a+ 5b+ 3c)

= α(−a− 4b− 2c) + β(−2b− c)

+ (α+ β + γ)((−a− 4b− 2c) + (−2b− c) + (4a+ 11b+ 6c))

=
(
α+ βx+ γx2

)
◦
(
(−a− 4b− 2c) + (−2b− c)x+ (4a+ 11b+ 6c)x2

)
.

Odavde zak	uqujemo da je

L∗ (a+ bx+ cx2
)
= (−a− 4b− 2c) + (−2b− c)x+ (4a+ 11b+ 6c)x2.

Drugi naqin bi bio da gledamo matrice operatora L i L∗. Kanonska baza
vektorskog prostora R3[x] nije ortonormirana u odnosu na ovaj skalarni
proizvod, pa je moramo prvo ortonormirati (Gram-Xmitovim postupkom)
da bismo mogli da primenimo Teoremu 12.9. To smo ve� uradili u Zadatku
11.32 i dobili smo ortonormiranu bazu

e =

{
e1(x) =

√
2

2
, e2(x) = −

√
6

6
+

√
6

3
x, e3(x) = −

√
3

3
−

√
3

3
x+

√
3x2

}
.

Operator L slika bazne vektore u

Le1 = e1 + e′1 = e1,

(Le2) (x) = e2(x) +

√
6

3
= e2(x) +

2
√
3

3
e1(x),

(Le3) (x) = e3(x)−
√
3

3
+ 2

√
3x = e3(x) + 3

√
2 e2(x) +

2
√
3

3

= e3(x) + 3
√
2 e2(x) +

2
√
6

3
e1(x).

To znaqi da je [L]e =

 1 2
√
3

3
2
√
6

3

0 1 3
√
2

0 0 1

 xto da	e povlaqi

[L∗]e = [L]e
∗
= [L]e

T
=

 1 0 0
2
√
3

3 1 0

2
√
6

3 3
√
2 1

. Iz matrice mo�emo proqitati
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da je

L∗ (a+ bx+ cx2
)

= L∗

((
a+

c

3

)
+
(
b+

c

3

)
x+

√
3

3
ce3(x)

)

= L∗

((
a+

b

2
+

c

2

)
+

(√
6

2
b+

√
6

6
c

)
e2(x) +

√
3

3
ce3(x)

)

= L∗

((
√
2 a+

√
2

2
b+

√
2

2
c

)
e1(x) +

(√
6

2
b+

√
6

6
c

)
e2(x) +

√
3

3
ce3(x)

)

=

(
√
2 a+

√
2

2
b+

√
2

2
c

)
(L∗e1) (x) +

(√
6

2
b+

√
6

6
c

)
(L∗e2) (x)

+

√
3

3
c (L∗e3) (x)

=

(
√
2 a+

√
2

2
b+

√
2

2
c

)(
e1(x) +

2
√
3

3
e2(x) +

2
√
6

3
e3(x)

)

+

(√
6

2
b+

√
6

6
c

)(
e2(x) + 3

√
2e3(x)

)
+

√
3

3
ce3(x)

=

(
√
2 a+

√
2

2
b+

√
2

2
c

)(
−
√
2

2
+ 2

√
2x2

)

+

(√
6

2
b+

√
6

6
c

)(
−7

√
6

6
− 2

√
6

3
x+ 3

√
6x2

)

+

√
3

3
c

(
−
√
3

3
−

√
3

3
x+

√
3x2

)
= (−a− 4b− 2c) + (−2b− c)x+ (4a+ 11b+ 6c).

12.2 Normalni operatori i normalne
matrice

Definicija 12.11. Ka�emo da je (realna ili kompleksna) matrica
A normalna ako komutira sa adjungovanom matricom A∗, tj. ako va�i
AA∗ = A∗A.

Primeri normalnih matrica su:
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(1) simetriqne matrice { to su matrice A ∈ Mn(R) za koje je A∗ = A,

(2) ermitske (samoadjungovane) matrice { to su matrice A ∈ Mn(C) za
koje je A∗ = A,

(3) ortogonalne matrice { to su invertibilne matrice A ∈ Mn(R) za
koje je A∗ = A−1,

(4) unitarne matrice { to su invertibilne matrice A ∈ Mn(C) za koje
je A∗ = A−1.

Trivijalno, svaka simetriqna matrica je i ermitska, a svaka
ortogonalna matrica je i unitarna.

Analogno se definixu i normalni operatori, simetriqni operatori,
itd. na euklidskom (unitarnom) prostoru. Jasno je da je linearni operator
normalan (simetriqan, ermitski, itd.) ako i samo je �egova matrica u
proizvo	noj ortonormiranoj bazi normalna (simetriqna, ermitska, itd.).

Za proizvo	an vektor v ∈ V i normalan operator L : V −→ V na
euklidskom (unitarnom) prostoru V va�i

∥L∗v∥ =
√
(L∗v) ◦ (L∗v) =

√
v ◦ ((L∗∗L∗) v) =

√
v ◦ ((LL∗) v)

=
√

v ◦ ((L∗L) v) =
√
(Lv) ◦ (Lv) = ∥Lv∥,

tj. vektori L∗v i Lv imaju istu normu. Naravno, analogno va�i i za
normalne matrice. Naredna teorema daje jox neke zanim	ive osobine nekih
normalnih matrica.

Teorema 12.12. Matrica A ∈ Mn(R) (A ∈ Mn(C)) je ortogonalna
(unitarna) ako i samo ako kolone matrice A qine ortonormiran skup
ako i samo ako vrste matrice A qine ortonormiran skup. Dodatno, ako
je matrica A ortogonalna (unitarna), tada va�i

(1) |detA| = 1,

(2) ∥Av∥ = ∥v∥, za sve v ∈ Rn (v ∈ Cn), tj. mno�e�e matricom A je
izometrija,

(3) Sve sopstvene vrednosti matrice A su modula 1. Specijalno, sve
sopstvene vrednosti ortogonalne matrice ±1.

Zadatak 12.13. Koja od slede�ih matrica je ermitska (unitarna)?

a) A =

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)
,

b) B =

 0 2 + i 1
2− i i 0
1 0 1

,
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v) C =

 0 1 0√
6
6 (−1 + i) 0

√
3
3 (1− i)

√
6
3 0

√
3
3

.
Rexe�e. a) Matrica A nije ermitska jer A∗ =

(
1− i 1 + i
1 + i 1− i

)
̸= A. Ova

matrica nije ni unitarna jer je

∥A1↓∥ =

∥∥∥∥( 1 + i
1− i

)∥∥∥∥ =
√

|1 + i|2 + |1− i|2 = 2 ̸= 1.

Drugo obrazlo�e�e bi bilo: nije unitarna jer je AA∗ = 4E.

Ovde je zanim	ivo da je matrica A simetriqna (u smislu AT = A), ali
nije ermitska.

b) Matrica B nije ermitska jer B∗ =

 0 2 + i 1
2− i −i 0
1 0 1

 ̸= B, a nije ni

unitarna jer je ∥B1↓∥ =

∥∥∥∥∥∥
 0

2− i
1

∥∥∥∥∥∥ =
√
|0|2 + |2− i|2 + |1|2 =

√
6 ̸= 1.

v) Matrica C oqigledno nije ermitska, proverimo da li �ene kolone qine
ortonormiran skup:

∥C1↓∥ =

√√√√|0|2 +

∣∣∣∣∣
√
6

6
(−1 + i)

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
√
6

3

∣∣∣∣∣
2

= 1,

∥C2↓∥ =
√

|1|2 + |0|2 + |0|2 = 1,

∥C3↓∥ =

√√√√|0|2 +

∣∣∣∣∣
√
3

3
(1− i)

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
√
3

3

∣∣∣∣∣
2

= 1,

⟨C1↓, C2↓⟩ = 0 · 1 +
√
6

6
(−1 + i) · 0 +

√
6

3
· 0 = 0,

⟨C1↓, C3↓⟩ = 0 · 0 +
√
6

6
(−1 + i) ·

√
3

3
(1 + i) +

√
6

3
·
√
3

3
= 0,

⟨C2↓, C3↓⟩ = 1 · 0 + 0 ·
√
3

3
(1 + i) + 0 ·

√
3

3
= 0.

Dakle, matrica C je unitarna.

Zadatak 12.14. U zavisnosti od realnih parametara α i β ispitati

da li je matrica A =

 cosα cosβ sinα cosβ sinβ
− sinα cosα 0

− cosα sinβ − sinα sinβ cosβ

 simetriqna

(ortogonalna)?
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Rexe�e. Matrica A je simetriqna ako i samo ako je A = AT tj.
− sinα = sinα cosβ, − cosα sinβ = sinβ i − sinα sinβ = 0. Drugim reqima,
matrica A je simetriqna ako i samo ako je

(1) α ∈ π + 2πZ i β proizvo	no ili

(2) β ∈ π + 2πZ i α proizvo	no ili

(3) α, β ∈ 2πZ.

Sa druge strane, matrica A �e biti ortogonalna za sve α, β ∈ R jer je

∥A1↓∥ =
√
(cosα cosβ)2 + (− sinα)2 + (− cosα sinβ)2

=
√
cos2 α+ sin2 α = 1,

∥A2↓∥ =
√
(sinα cosβ)2 + cos2 α+ (− sinα sinβ)2 =

√
sin2 α+ cos2 α = 1,

∥A3↓∥ =

√
sin2 β + 02 + cos2 β = 1,

A1↓ ◦A2↓ = cosα sinα cos2 β − cosα sinα+ cosα sinα sin2 β

= cosα sinα− cosα sinα = 0,

A1↓ ◦A3↓ = cosα cosβ sinβ + 0− cosα cosβ sinβ = 0,

A2↓ ◦A3↓ = sinα cosβ sinβ + 0− sinα cosβ sinβ = 0.

Zadatak 12.15. Neka je n ∈ N i ζ = cos 2π
n + i sin 2π

n (tzv. n-ti koren iz
jedinice). Pokazati da je matrica

A =



ζ√
n

ζ2

√
n

ζ3

√
n

. . . ζn

√
n

ζ2

√
n

ζ4

√
n

ζ6

√
n

. . . ζ2n

√
n

ζ3

√
n

ζ6

√
n

ζ9

√
n

. . . ζ3n

√
n

...
...

...
. . .

...
ζn

√
n

ζ2n

√
n

ζ3n

√
n

. . . ζn2

√
n


unitarna.

Rexe�e. Prvo, primetimo da je |ζ| =
√

cos2 2π
n + sin2 2π

n = 1, xto povlaqi

ζ = |ζ|2
ζ = 1

ζ . Norma k-te kolone je

∥Ak↓∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥



ζk

√
n

ζ2k

√
n

ζ3k

√
n
...

ζnk

√
n



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

√√√√ n∑
j=1

∣∣∣∣ ζjk√
n

∣∣∣∣2 =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

|ζ|2jk =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

1 = 1.
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Sliqno, skalarni proizvod dve razliqite kolone je

⟨Ak↓, Al↓⟩ =
n∑

j=1

ζjk√
n

ζ
jl

√
n
=

1

n

n∑
j=1

ζj(k−l) =
ζk−l

n

ζn(k−l) − 1

ζk−l − 1
,

gde smo u posled�em koraku koristili formulu za sumu geomtrijskog niza.
Pritom je ζn = cos

(
n · 2π

n

)
+ i sin

(
n · 2π

n

)
= 1, xto povlaqi ⟨Ak↓, Al↓⟩ = 0.

Zadatak 12.16. Odrediti sve ortogonalne 4×4 matrice qije su prve dve
kolone redom 

1
2
1
2
1
2
1
2

 i


√
3
2

−
√
3
6

−
√
3
6

−
√
3
6

 .

Rexe�e. Neka su A1↓ =


1
2
1
2
1
2
1
2

 i A2↓ =


√
3
2

−
√
3
6

−
√
3
6

−
√
3
6

 dve poznate kolone

i neka su A3↓ =


a
b
c
d

 i A4↓ =


e
f
g
h

 dve nepoznate kolone, za neke

a, b, c, d, e, f, g, h ∈ R.

Relacije ortogonalnosti daju

A1↓ ◦A3↓ =
a+ b+ c+ d

2
= 0,

A2↓ ◦A3↓ =

√
3

6
(3a− b− c− d) = 0,

odakle mo�emo zak	uqiti da je a = 0 i d = −b − c. Zatim, uslov
normiranosti

∥A3↓∥2 = 02 + b2 + c2 + (−b− c)2 = 2b2 + 2c2 − 2bc = 1

mo�emo zapisati u obliku (2b− c)2 + 3c2 = 2, odnosno(
√
2b−

√
2

2
c

)2

+

(√
6

2
c

)2

= 1.

To znaqi da je
∣∣∣√2b−

√
2
2 c
∣∣∣ , ∣∣∣√6

2 c
∣∣∣ ⩽ 1, pa mo�emo uvesti smenu

√
2b−

√
2
2 c = sinα,

√
6
2 c = cosα, za neko α ∈ [0, 2π). Tada je

c =

√
6

3
cosα, b =

√
2

2
sinα−

√
6

6
cosα i d = −

√
2

2
sinα−

√
6

6
cosα,
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pa tre�a kolona postaje A3↓ =


0√

2
2 sinα−

√
6
6 cosα

√
6
3 cosα

−
√
2
2 sinα−

√
6
6 cosα

. Sliqno, posled�a

kolona �e biti jedanaka A4↓ =


0√

2
2 sinβ −

√
6
6 cosβ

√
6
3 cosβ

−
√
2
2 sinβ −

√
6
6 cosβ

, za neko

β ∈ [0, 2π).

Jedini preostali zahtev je ortogonalnost posled�e dve kolone:

A3↓ ◦A4↓

=

(√
2

2
sinα−

√
6

6
cosα

)(√
2

2
sinβ −

√
6

6
cosβ

)
+

√
6

3
cosα ·

√
6

3
cosβ

+

(
−
√
2

2
sinα−

√
6

6
cosα

)(
−
√
2

2
sinβ −

√
6

6
cosβ

)
= sinα sinβ + cosα cosβ = cos(α− β) = 0.

Odatle zak	uqujemo da je ili β−α ∈
{
±π

2 ,±
3π
2

}
, odnosno sinβ = ± cosα i

cosβ = ∓ sinα.

Sve zajedno, tra�ene matrice su oblika

A =


1
2

√
3
2 0 0

1
2 −

√
3
6

√
2
2 sinα−

√
6
6 cosα ±

√
2
2 cosα±

√
6
6 sinα

1
2 −

√
3
6

√
6
3 cosα ∓

√
6
3 cosα

1
2 −

√
3
6 −

√
2
2 sinα−

√
6
6 cosα ∓

√
2
2 sinα±

√
6
6 cosα

 , (12.17)

gde je α ∈ [0, 2π) proizvo	no.

Sada �emo prikazati jox jedan naqin za rexava�e ovog zadatka. Kao
xto smo ve� rekli, dve tra�ene kolone moraju pripadati potprostoru

U = L

f1 =


0
1
0
−1

 , f2 =


0
0
1
−1


 .

Gram{Xmitovim postupkom mo�emo napraviti ortogonalnu bazu ovog
prostora koja se sastoji od vektora
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ê1 = f1 i ê2 = f2 −
f2 ◦ ê1
∥ê1∥2

ê1 =


0
− 1

2

1
− 1

2

 ,

kao i ortonormiranu bazu sastav	enu od vektora

e1 =
1

∥ê1∥
ê1 =


0√
2
2

0

−
√
2
2

 i e2 =
1

∥ê2∥
ê2 =


0

−
√
6
6√
6
3

−
√
6
6

 .

Sada �emo dve nepoznate kolone tra�iti preko koordinata u
ortonormiranoj bazi e = {e1, e2}:

A3↓ = ae1 + be2 i A4↓ = ce1 + de2,

za neke a, b, c, d ∈ R. Iz normiranosti i Pitagorine teoreme (Zadatak
11.21.a)) sledi da je

∥A3↓∥2 = a2 ∥e1∥2 + b2 ∥e1∥2 = a2 + b2 = 1

∥A4↓∥2 = c2 + d2 = 1,

odakle opet zak	uqujemo da je a = sinα, b = cosα, c = sinβ i d = cosβ, za
neke α, β ∈ [0, 2π). Na kraju, ortogonalnost daje

A3↓ ◦A4↓ = (sinαe1 + cosαe2) (sinβe1 + cosβe2)

= sinα sinβ + cosα cosβ = cos(α− β) = 0,

xto �e opet dati c = sinβ = ± cosα = ±a i d = cosβ = ∓ sinα = ∓b,
odnosno rexe�e (12.17).

Prethodni zadatak ima zanim	ivu geometrijsku interpretaciju budu�i
da je potprostor U izomorfan sa R2 (jer je dimenzije 2). Ako je e = {e1, e2}
jedna ortonormirana baza potprostora U ovim smo pokazali da su sve
ortonormirane baze U date sa {g1, g2} ili {g1,−g2}, gde je

g1 = sinαe1 + cosαe2 i g2 = cosαe1 − sinαe2.

Geometrijski gledano, transformacija (e2, e1) 7→ (g1, g2) predstav	a
rotaciju oko koordinatnog poqetka za ugao −α prema Zadatku 5.16.v).
Eventualna promena znaka na drugoj koordinati je simetrija oko prave
koja sadr�i vektor g1 (tj. prave kroz koordinatni poqetak) po Zadatku
5.16.b). Drugim reqima, proizvo	na ortonormirana baza se dobija od
baze e ili rotacijom ili kompozicijom simetrije i rotacije. Sa druge
strane, iz elementarne geometrije je poznato da je svaka izometrija
ravni (koja fiksira koordinatni poqetak) jednaka jednoj od pomenutih
transformacija.
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Zadatak 12.18. Pokazati da je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = p(1)f − 3p,

gde je f(x) = 1+ x+ x2, simetriqan. Da li je ovaj operator ortogonalan?

Rexe�e. Iz

L
(
a+ bx+ cx2

)
= (−2a+ b+ c) + (a− 2b+ c)x+ (a+ b− 2c)x2

i (
L
(
a+ bx+ cx2

))
◦
(
α+ βx+ γx2

)
= (−2a+ b+ c)α+ (a− 2b+ c)β + (a+ b− 2c)γ

= a(−2α+ β + γ) + b(α− 2β + γ) + c(α+ β − 2γ)

=
(
a+ bx+ cx2

)
◦
(
(−2α+ β + γ) + (α− 2β + γ)x+ (α+ β − 2γ)x2

)
(na R3[x] podrazumevamo standardni skalarni proizvod) sledi da je
adjungovani operator operatora L dat sa

L∗ (α+ βx+ γx2
)
= (−2α+ β + γ) + (α− 2β + γ)x+ (α+ β − 2γ)x2,

za sve α, β, γ ∈ R.

Sada vidimo operator su operatori L i L∗ jednaki, xto znaqi da je
operator L simetriqan.

Sa druge strane, operator L ne�e biti ortogonalan jer kompozicija

(L∗ ◦ L)
(
a+ bx+ cx2

)
= L∗ ((−2a+ b+ c) + (a− 2b+ c)x+ (a+ b− 2c)x2

)
= (6a− 3b− 3c) + (−3a+ 6b− 3c)x+ (−3a− 3b+ 6c)x2

nije identitet.

Isti zak	uqak smo mogli izvesti i ukoliko primetimo da matrica

[L]e =

 −2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

 operatora L u kanonskoj bazi e (koja je

ortonormirana u odnosu na standardni skalarni proizvod na R3[x]) jeste
simetriqna ali nije ortogonalna.
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Glava 13

Spektralna teorema

Teorema 13.1 (Spektralna teorema za realne matrice). Neka je
A simetriqna matrica. Tada postoji dijagonalna matrica D i
ortogonalna matrica P takve da je A = PDPT .

Specijalno, ovo znaqi da je svaka simetriqna matrica dijagonalnog
tipa jer je PT = P−1. Drugim reqima, ovakva ortogonalna
dijagonalizacija je specijalni sluqaj standardne dijagonalizacije
A = PDP−1. Matrica P i da	e nije jedinstveno odre�ena.

Naziv prethodne teoreme potiqe od naziva spektar koji se koristi za
skup svih sopstvenih vrednosti jedne matrice (operatora).

Va�i i obrnuto, svaka matrica A oblika A = PDPT (gde
je D dijagonalna, a P ortogonalna matrica) je simetriqna jer je

AT =
(
PDPT

)T
= PTTDTPT = PDPT = A.

Spektralna teorema ne daje odgovor kako odrediti pomenute matrice
D i P . U tome �e nam pomo�i poznati postupak dijagonalizacije,
Gram{Xmitov postupak i naredno tvr�e�e.

Teorema 13.2. Sopstveni potprostori simetriqne matrice su
me�usobno ortogonalni.

Zadatak 13.3. Data je matrica A =

 2 3 3
3 2 3
3 3 2

. Odrediti bar po

jednu ortogonalnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da va�i
A = PDPT .

Rexe�e. Odredimo najpre sopstvene potprostore na uobiqajeni naqin.
Karakteristiqni polinom matrice A je

287
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χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 3 3
3 2− λ 3
3 3 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
8− λ 3 3 /(−1)
8− λ 2− λ 3
8− λ 3 2− λ

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
8− λ 3 3
0 −1− λ 0
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 8)(λ+ 1)2.

Sopstveni vektori za sopstvenu vrednost 8 su rexe�a sistema

−6x + 3y + 3z = 0 / : 3 /(−1) / · 2
3x − 6y + 3z = 0 / : 3
3x + 3y − 6z = 0 / : 3

−2x + y + z = 0
3x − 3y = 0

−3x + 3y = 0

Dakle, y = x = z, xto da	e znaqi da je Ker(A−8E) = L

 1
1
1

. Izaberimo
normiran sopstveni vektor f1 ∈ Ker(A− 8E), npr. e1 =


√
3
3√
3
3√
3
3

.
Sliqno, sopstveni vektori za sopstvenu vrednost −1 su rexe�a

jednaqine 3x+ 3y + 3z = 0, tj. Ker(A+E) = L (f2, f3), gde je f2 =

 1
0
−1


i f3 =

 0
1
−1

. Sada treba izabrati dva bazna vektora Ker(A + E).

Izabra�emo ih tako da qine ortonormiranu bazu pomenutog prostora.
Taqnije, dobi�emo ih Gram{Xmitovim postupkom od baze {f2, f3}:

ê2 = f2 =

 1
0
−1

 , ê3 = f3 −
f3 ◦ ê2
∥ê2∥2

ê2 =

 − 1
2

1
− 1

2

 ,

e2 =
1

∥ê2∥
ê2 =


√
2
2

0

−
√
2
2

 i e3 =
1

∥ê3∥
ê3 =


−
√
6

6√
6
3

−
√
6
6

 .
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Tada je A = PDP−1, gde je

D =

 8 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 i P =


√
3
3

√
2
2 −

√
6
6√

3
3 0

√
6
3√

3
3 −

√
2
2 −

√
6
6

 .

Dodatno, prema konstrukciji je ∥ei∥ = 1, za i = 1, 2, 3, i e2⊥e3, a Teorema
13.2 garantuje da je e1⊥e2 i e1⊥e3. To znaqi da je matrica P ortogonalna
i onda iz P−1 = P ∗ = PT sledi da je A = PDPT .

Sada odavde mo�emo lako izraqunati An = PDnPT , A−1 = PD−1PT ,
itd.

Zadatak 13.4. Data je matrica A =

 1 2 3
2 4 6
3 6 9

. Odrediti bar po

jednu ortogonalnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da va�i
A = PDPT .

Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je

A =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 3
2 4− λ 6
3

/(−2)

6 9− λ

/(−3)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1− λ 2λ 3λ
2 −λ 0
3 0 −λ

∣∣∣∣∣∣

= λ2

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 3
2 −1 0 / · 2
3 0 −1 / · 3

∣∣∣∣∣∣ = λ2

∣∣∣∣∣∣
14− λ 0 0

2 −1 0
3 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −λ2(λ− 14).

Sopstveni potprostori su Ker(A − 14E) = L

 1
2
3

 = L (e1), gde je

e1 =


√
14
14√
14
7

3
√
14

14

, i KerA = L (f2, f3), gde je f2 =

 −2
1
0

 i f3 =

 −3
0
1

.
Bazu KerA �emo ortonormirati Gram{Xmitovim postupkom:

ê2 = f2, e2 =
1

∥ê2∥
ê2 =

 − 2
√
5

5√
5
5

0

 ,
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ê3 = f3 −
f3 ◦ ê2
∥ê2∥2

ê2 =

 − 3
5

− 6
5

1

 i e3 =
1

∥ê3∥
ê3 =


− 3

√
70

70

− 3
√
70

35√
70
14

 .

Sledi, A = PDP−1, gde je

D =

 14 0 0
0 0 0
0 0 0

 i P =


√
14
14 − 2

√
5

5 − 3
√
70

70√
14
7

√
5
5 − 3

√
70

35

3
√
14

14 0
√
70
14

 .

Sliqno kao u prethodnom zadatku, prema konstrukciji je ∥ei∥ = 1, za
i = 1, 2, 3, i e2⊥e3, a Teorema 13.2 ka�e da je e1⊥e2 i e1⊥e3. Dakle, matrica
P je ortogonalna i onda iz P−1 = P ∗ = PT sledi da je A = PDPT .

Teorema 13.5 (Spektralna teorema za kompleksne matrice). Neka je
A ∈ Mn(C) normalna matrica. Tada postoji dijagonalna matrica D i
unitarna matrica P takve da je A = PDP ∗.

K	uqna razlika u odnosu na realni sluqaj jeste da sada imamo
spektralnu teoremu za sve normalne matrice (ne samo za ermitske). Sa
druge strane, postupak koji smo koristili u prethodna dva zadatka se mo�e
preneti na kompleksni sluqaj samo u sluqaju ermitskih matrica (samo za
�ih va�i analog Teoreme 13.2, tj. sopstveni potprostori su im me�usobno
ortogonalni).

Zadatak 13.6. Data je matrica A =

(
0 2 + i

2− i 4

)
. Odrediti bar

po jednu unitarnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da va�i
A = PDP ∗.

Rexe�e. Karakteristiqni polinom matrice A je

χA(λ) =

∣∣∣∣ −λ 2 + i
2− i 4− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ− 5 = (λ− 5)(λ+ 1).

Sopstveni vektori za sopstvenu vrednost 5 su rexe�a sistema

5x + (2 + i)y = 0 /(−2− i)

(2− i)x − y = 0
(2− i)x − y = 0

0 = 0

Dakle, Ker(A − 5E) = L

(
1

2− i

)
= L

( √
6
6√

6
6 (2− i)

)
. Na isti naqin

dobijamo i Ker(A+ E) = L

(
−2− i

1

)
= L

( √
6
6 (−2− i)

√
6
6

)
.
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Znamo da je A = PDP−1, gde je

D =

(
5 0
0 −1

)
i P =

( √
6
6

√
6
6 (−2− i)

√
6
6 (2− i)

√
6
6

)
.

Dodatno, kolone matrice P su normirane (prema konstrukciji)
i ortogonalne (kao sopstveni vektori koji odgovaraju razliqitim
sopstvenim vrednostima). To znaqi da je matrica P unitarna i onda iz
P−1 = P ∗ sledi da je A = PDP ∗.

Matrica A iz prethodnog zadatka ima realne sopstvene vrednosti. To
nije sluqajnost, svaka ermitska (kompleksna) matrica mora imati sve
realne sopstvene vrednosti. Taqnije, iz A = PDP ∗ (gde je A ermitska,

D dijagonalna, a P unitarna matrica) sledi D = P−1A (P ∗)
−1

= P ∗AP .
Tada je

D = D∗ = (P ∗AP )
∗
= P ∗A∗P ∗∗ = P ∗AP = D,

xto znaqi da su svi koeficijenti matrice D (specijalno, i sve sopsvene
vrednosti matrice A) realni. Tako�e, zbog A∗ = A, matrica A ima
isk	uqivo realne koeficijente na dijagonali.

13.1 Dijagonalizacija kvadratnih formi

Kao xto smo ve� rekli, realnu kvadratnu formu

q (x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

aix
2
i +

∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj ,

mo�emo matriqno predstaviti kao q(x) = xTAx, gde je

x =


x1

x2

...
xn

 i A =


a1

a12

2
a13

2 . . . a1n

2
a12

2 a2
a23

2 . . . a2n

2
a13

2
a23

2 a3 . . . a3n

2
...

...
...

. . .
...

a1n

2
a2n

2
a3n

2 . . . an

 .

Dodatno, kako je matrica A simetriqna postoja�e ortogonalna
matrica P i dijagonalna matrica D takve da je A = PDPT .

Sledi, q(x) = xTPDPTx =
(
PTx

)T
D
(
PTx

)
. Nakon smene y = PTx naxa

kvadratna forma q postaje q(y) = yTDy, tj.

q (y1, . . . , yn) =

n∑
i=1

diy
2
i , (13.7)
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gde su di ∈ R koeficijenti sa dijagonale matriceD tj. sopstvene vrednosti
matrice A. Izraz (13.7) zovemo kanonski dijagonalni oblik kvadratne
forme q.

Neka je e kanonska baza vektorskog prostora Rn i f ortonormirana
baza istog prostora sastav	ena od kolona matrice P . Tada je P matrica
prelaska sa baze e na bazu f , a [x]e = x i [x]f = P−1[x]e = PTx = y.

Izraz (13.7), pored toga xto predstav	a dijagonalni oblik, ima jox
jedan dodatni kvalitet { kvadratna forma q je tim oblikom predstav	ena u
ortonormiranoj bazi. Prefiks kanonski koristimo da bismo razlikovali
taj dijagonalni oblik od ostalih dijagonalnih oblika kvadratne forme
q, npr. onih koje smo dobijali Lagran�evim postupkom ili dijagonalnih
oblika

(4d1)
(y1
2

)2
+

n∑
i=2

diy
2
i ili

n∑
i=1

(sgn di)
(√

|di|yi
)2

.

Zadatak 13.8. Neka je

q : R2 −→ R, q (x1, x2) = 8x2
1 − 4x1x2 + 5x2

2.

Odrediti kanonski dijagonalni oblik kvadratne forme q, kao i bar jednu
ortonormiranu bazu R2 u kojoj q ima taj oblik i signaturu forme q.

Rexe�e. Kvadratnu formu q mo�emo zapisati kao q(x) = xTAx, gde je

x =

(
x1

x2

)
i A =

(
8 −2
−2 5

)
. Karakteristiqni polinom matrice A je

χA(λ) =

∣∣∣∣ 8− λ −2
−2 5− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 13λ+ 36 = (λ− 4)(λ− 9).

Sopstveni potprostori su Ker(A− 9E) =

{(
−2α
α

) ∣∣∣∣ α ∈ R
}

= L (e1)

i Ker(A− 4E) =

{(
α
2α

) ∣∣∣∣ α ∈ R
}

= L (e2), gde je e1 =
√
5
5

(
−2
1

)
i

e2 =
√
5
5

(
1
2

)
. To da	e znaqi da je A = PDPT , gde je D =

(
9 0
0 4

)
i

P =
√
5
5

(
−2 1
1 2

)
.

Dakle, smenom

(
y1
y2

)
= PTx =

√
5
5

(
−2x1 + x2

x1 + 2x2

)
dolazimo do

dijagonalnog oblika kvadratne forme q(y1, y2) = 9y21 + 4y22 . Baza u kojoj
forma q ima ovaj oblik je {e1, e2}.

Kvadratna forma q se mo�e zapisati i kao q(y1, y2) = (3y1)
2 + (2y2)

2,
xto znaqi da je signatura ove kvadratne forme jednaka (2, 0, 0).
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Zadatak 13.9. Neka je

q : R3 −→ R, q (x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + 9x2
3 + 4x1x2 + 6x1x3 + 12x2x3.

Odrediti kanonski dijagonalni oblik kvadratne forme q, kao i bar jednu
ortonormiranu bazu R3 u kojoj q ima taj oblik i signaturu forme q.

Rexe�e. Kvadratnu formu q mo�emo zapisati kao q(x) = xTAx, gde je

x =

 x1

x2

x3

 i A =

 1 2 3
2 4 6
3 6 9

. Ovom matricom smo se ve� bavili u

Zadatku 13.4 i videli da je A = PDPT , gde je

D =

 14 0 0
0 0 0
0 0 0

 i P =


√
14
14 − 2

√
5

5 − 3
√
70

70√
14
7

√
5
5 − 3

√
70

35

3
√
14

14 0
√
70
14

 .

Smenom y = PTx dolazimo do dijagonalnog oblika kvadratne
forme q (y1, y2, y3) = 14y21 . Baza u kojoj q ima ovaj oblik je


√
14
14√
14
7

3
√
14

14

 ,

 − 2
√
5

5√
5
5

0

 ,


− 3

√
70

70

− 3
√
70

35√
70
14


. Signatura ove kvadratne forme

je (1, 0, 2).

13.2 Singularna dekompozicija

Kao xto smo ve� rekli, dekompozicija matrice A na A = PDP ∗ je
mogu�a jedino za normalne matrice A (odnosno, simetriqne matrice A u
realnom sluqaju). Slede�a teorema daje jednu slabiju dekompoziciju koja
�e biti primen	ive na sve matrice.

Teorema 13.10. Neka je A realna (kompleksna) kvadratna matrica.
Postoje dijagonalna matrica D sa svim nenegativnim vrednostima
na dijagonali i ortogonalne (unitarne) matrice P i Q takve da je
A = PDQ∗.

U prethodnoj teoremi i nada	e kad ka�emo nenegativan broj mislimo
i realan i nenegativan.

Zadatak 13.11. Neka je A =

 2 2 0
0 1 −2
0 0 0

. Odrediti bar po jednu

dijagonalnu matricu D i ortogonalne matrice P i Q takve da va�i
A = PDQT .
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Rexe�e. K	uqna ideja je primeniti ortogonalnu dekompoziciju
(Spektralnu teoremu) na simetriqnu matricu

B = AAT =

 2 2 0
0 1 −2
0 0 0

 2 0 0
2 1 0
0 −2 0

 =

 8 2 0
2 5 0
0 0 0

 .

Zapravo, i bez izraqunava�a bismo trebali da znamo da je matrica B
simetriqna jer je BT =

(
AAT

)
= ATTAT = AAT = B. Ukoliko va�i

A = PDQT , jasno je da �e biti

B = AAT = PDQT
(
PDQT

)T
= PD QTQTT︸ ︷︷ ︸

=QTQ=E

DT︸︷︷︸
=D

PT = PD2PT . (13.12)

Simetriqnu matricu B mo�emo zapisati kao B = P ′D′P ′T , gde je matrica
D′ dijagonalna, a matrica P ′ ortogonalna. To specijalno znaqi da tra�ena
matrica P mo�e biti P ′, a da D mo�emo dobiti kao rexe�e jednaqine
D2 = D′.

Karakteristiqni polinom matrice B je

χB(λ) = −λ3 + 13λ2 − 36λ = −λ(λ− 4)(λ− 9).

Zatim, sopstveni potprostori ove matrice su

Ker(B − 9E) = L

 2
1
0

 = L


2
√
5

5√
5
5

0

 ,

Ker(B − 4E) = L

 1
−2
0

 = L


√
5
5

− 2
√
5

5

0

 ,

KerB = L

 0
0
1

 .

Sledi, P = P ′ =


2
√
5

5

√
5
5 0

√
5
5 − 2

√
5

5 0

0 0 1

 i D2 = D′ =

 9 0 0
0 4 0
0 0 0

, odnosno
D =

 3 0 0
0 2 0
0 0 0

.
Preostaje jox da odredimo ortogonalnu matricu Q. Tra�imo da va�i
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A = PDQT , xto povlaqi DQT = P−1A = PTA, odnosno kad transponujemo

QD =
(
DTQT

)T
=
(
DQT

)T
=
(
PTA

)T
= ATPTT = ATP

=

 2 0 0
2 1 0
0 −2 0




2
√
5

5

√
5
5 0

√
5
5 − 2

√
5

5 0

0 0 1

 =


4
√
5

5
2
√
5

5 0
√
5 0 0

− 2
√
5

5
4
√
5

5 0

 .

Ukoliko bi matrica D bila invertibilna (ali nije) mogli bismo da
odredimo Q kao Q = D−1ATP . Umesto toga setimo se kako se mno�i
dijagonalnom matricom sa desne strane. Imali bismo da je

QD =

 a b c
d e f
g h i

 3 0 0
0 2 0
0 0 0

 =

 3a 2b 0
3d 2e 0
3g 2h 0

 .

Sada je jasno da je Q =


4
√
5

15

√
5
5 c

√
5
3 0 f

− 2
√
5

15
2
√
5

5 i

. Posled�u kolonu mo�emo

odrediti iz uslova da je ortogonalna na prve dve i da je normirana, odnosno

Q1↓ ◦Q3↓ =
4
√
5

15
c+

√
5

3
f − 2

√
5

15
i = 0,

Q2↓ ◦Q3↓ =

√
5

5
c+

2
√
5

5
i = 0,

∥Q3↓∥ =
√
c2 + f2 + i2 = 1. (13.13)

Nakon rexava�a sistema dobi�emo Q3↓ = ±


2
3

− 2
3

− 1
3

. Mo�emo izabrati

npr. Q =


4
√
5

15

√
5
5

2
3√

5
3 0 − 2

3

− 2
√
5

15
2
√
5

5 − 1
3

.
Lako se mo�e proveriti da je matrica Q zaista ortonormirana. Sa

druge strane, i prethodno izvo�e�e to garantuje. Iz QD = ATP sledi da
je

(QD)TQD = DTQTQD

=

 3 0 0
0 2 0
0 0 0

 ∥Q1↓∥2 Q1↓ ◦Q2↓ Q1↓ ◦Q3↓
Q1↓ ◦Q2↓ ∥Q2↓∥2 Q2↓ ◦Q3↓
Q1↓ ◦Q3↓ Q2↓ ◦Q3↓ ∥Q3↓∥2

 3 0 0
0 2 0
0 0 0


=

 9 ∥Q1↓∥2 6Q1↓ ◦Q2↓ 0

6Q1↓ ◦Q2↓ 4 ∥Q2↓∥2 0
0 0 0


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jednako (
ATP

)T
ATP = PTAATP = PTBP = PTP ′D′P ′TP

= PTPD2PTP = D2 =

 9 0 0
0 4 0
0 0 0

 .

Odavde zak	uqujemo da je ∥Q1↓∥ = ∥Q2↓∥ = 1 i Q1↓⊥Q2↓, xto uz (13.13)
upravo znaqi da je matrica Q ortogonalna.

Naravno, rexe�e prethodnog zadatka nije jedinstveno. Pored toga xto
ortogonalna dekompozicija matrice B nije jedinstvena, mogli smo i umesto
sa matricom B uraditi sve isto (sliqno) sa matricom C = ATA koja
je tako�e simetriqna. Jedino xto je jedinstveno je matrica D (do na
permutaciju dijagonalnih koeficijenata) ukoliko pretpostavimo da su
svi �eni koeficijenti nenegativni (kao u Teoremi 13.10). U suprotnom

i matrica

 3 0 0
0 −2 0
0 0 0

 bi dala neko (drugo) rexe�e.

Definicija 13.14. Neka je A realna (kompleksna) kvadratna matrica.
Za nenegativan broj λ ka�emo da je singularna vrednost matrice A ako
postoje normirani vektori u i v takvi da va�i

Av = λu i A∗u = λv.

Tada kazemo da su u i v levo-singularni i desno-singularni vektor
matrice A za singularnu vrednost λ.

Ukoliko imamo singularnu dekompoziciju A = PDQ∗, singularne
vrednosti �e se nalaziti na dijagonali matrice D, a levo-singularni
i desno-singularni vektori �e biti odgovaraju�e kolone matrica P i Q
redom. Na primeru prethodnog zadatka imamo:

(1) singularnu vrednost λ1 = 3, i �en levo-singularni

vektor u1 = P1↓ =


2
√
5

5√
5
5

0

 i desno-singularni vektor

v1 = Q1↓ =


4
√
5

15√
5
3

− 2
√
5

15

,
(2) singularnu vrednost λ2 = 2, i �en levo-singularni

vektor u2 = P2↓ =


√
5
5

− 2
√
5

5

0

 i desno-singularni vektor
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v2 = Q2↓ =


√
5
5

0
2
√
5

5

,
(3) singularnu vrednost λ3 = 0, i �en levo-singularni vektor

u3 = P3↓ =

 0
0
1

 i desno-singularni vektor v3 = Q3↓ =


2
3

− 2
3

− 1
3

.
Nije texko proveriti da za pomenute singularne vektore va�i

Av1 = 3u1, ATu1 = 3v1, Av2 = 2u2, ATu2 = 2v2,

Av3 = O = 0 · u3, i ATu3 = O = 0 · v3.

Singularne vrednosi i levo-singularni i desno-singularni vektori
objax�avaju zaxto je Teorema 13.10 formulisana bax na ovaj naqin. Naime,
mogli smo matricu Q zameniti matricom S = Q∗ i re�i: Za svaku realnu
(kompleksnu) kvadratnu matricu A postoje dijagonalna matrica D sa
svim nenegativnim vrednostima na dijagonali i ortogonalne (unitarne)
matrice P i S takve da je A = PDS. Ipak, opredelili smo se za
formulaciju koja stoji u Teoremi 13.10 jer se u matricama P i Q lepo
vide levo-singularni i desno-singularni vektori.

Primetimo da izlo�eni postupak radi za proizvo	nu matricu A, ne
samo za kvadratnu. Razlog je xto je matrica AAT uvek kvadratna, qak i
kada matrica A to nije. Naredni primer daje singularnu dekompoziciju
proizvo	ne (nekvadratne) matrice. Jedina razlika je xto tada ne mo�emo
tra�iti da je matrica D dijagonalna, ve� �e biti iste dimenzije kao i
poqetna matrica A.

Zadatak 13.15. Neka je A =

(
1 −2 0
0 −2 1

)
. Odrediti bar po jednu

matricu D koja ima nule van glavne dijagonale i ortogonalne matrice
P i Q takve da va�i A = PDQT .

Rexe�e. Opet �emo raditi sa simetriqnom matricom

B = AAT =

(
1 −2 0
0 −2 1

) 1 0
−2 −2
0 1

 =

(
5 4
4 5

)
.

�en karakteristiqni polinom je χB(λ) = λ2 − 10λ+ 9 = (λ− 1)(λ− 9),

a sopstveni potprostori su Ker(B − 9E) = L

(
1
1

)
= L

( √
2
2√
2
2

)
i

Ker(B − E) = L

(
1
−1

)
= L

( √
2
2

−
√
2
2

)
.
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Tra�ene matrice �e biti

P =

( √
2
2

√
2
2√

2
2 −

√
2
2

)
i D =

( √
9 0 0

0
√
1 0

)
=

(
3 0 0
0 1 0

)
.

Ovde je matrica D iste dimenzije kao i poqetna matrica A i ima korene
sopstvenih vrednosti matrice B na dijagonali. Pomenutu matricu D

dobijamo iz uslova da je DDT =

(
9 0
0 1

)
, kao u (13.12), jedino xto sada

DT nije isto xto i D.

Preostaje jox da odredimo ortogonalnu matricu Q. To �emo uraditi na
isti naqin kao u prethodnom zadatku, samo xto ovde dodatno treba paziti
da je sada DT ̸= D. Iz A = PDQT sledi DQT = P−1A = PTA, odnosno

QDT =
(
DTTQT

)T
=
(
DQT

)T
=
(
PTA

)T
= ATPTT = ATP

=

 1 0
−2 −2
0 1

( √
2
2

√
2
2√

2
2 −

√
2
2

)
=


√
2
2

√
2
2

−2
√
2 0

√
2
2 −

√
2
2

 .

Da bi mno�e�e bilo definisano matrica Q mora biti dimenzije 3 × 3.

Ako je Q =

 a b c
d e f
g h i

 ima�emo

QDT =

 a b c
d e f
g h i

 3 0
0 1
0 0

 =

 3a b
3d e
3g h

 .

Sledi, Q =


√
2
6

√
2
2 . . .

− 2
√
2

3 0 . . .
√
2
6 −

√
2
2 . . .

. Posled�u kolonu mo�emo odrediti iz
uslova da je ortogonalna na prve dve i da je normirana, dobi�emo

Q =


√
2
6

√
2
2

2
3

− 2
√
2

3 0 1
3√

2
6 −

√
2
2

2
3

 .

Sliqno se definixu i singularne vrednosti i levo-singularni i
desno-singularni vektori za proizvo	nu matricu. Jedina razlika je xto
ako matrica A nije kvadratna levo-singularni i desno-singularni vektori
ne�e biti iste dimenzije, i ne�e se nalaziti u svim kolonama matrica P i
Q, ve� samo u prvih min{m,n} za matricu A dimenzije m× n. Na primer,
u prethodnom zadatku imamo
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(1) singularnu vrednost λ1 = 3, i �en levo-singularni

vektor u1 = P1↓ =

( √
2
2√
2
2

)
i desno-singularni vektor

v1 = Q1↓ =


√
2
6

− 2
√
2

3√
2
6

,
(2) singularnu vrednost λ2 = 1, i �en levo-singularni

vektor u2 = P2↓ =

( √
2
2

−
√
2
2

)
i desno-singularni vektor

v2 = Q2↓ =


√
2
2

0

−
√
2
2

.
Naglaxavamo da vektor Q3↓ nije desno-singularni za matricu A. Naime,
AQ3↓ = O znaqi da je Q3↓ kandidat za desno-singularni vektor koji
odgovara sopstvenoj vrednosti 0, ali lako se proverava da ne postoji nenula
vektor v takav da va�i AT v = O = 0 ·Q3↓.

U prethodnom zadatku smo umesto sa matricom B = AAT mogli raditi i
sa matricom C = ATA, koja je tako�e simetriqna ali dimenzije 3×3. Pored
komplikovanijeg raquna to bi dovelo do jox jednog problema. Sopstvene
vrednosti matrice C bi bile 1 i 9 (xto su sopstvene vrednosti matrice
B, odnosno singularne vrednosti matrice A), ali bismo imali i nulu kao
tre�u sopstvenu vrednost matrice C koja ne�e biti singularna vrednost
za matricu A.



300 GLAVA 13. SPEKTRALNA TEOREMA



Dodatak A

Zadaci sa ispita

U nastavku su dati zadaci sa ispita iz Linearne algebre na
Matematiqkom fakultetu u Beogradu u periodu od 2017. do 2023. godine.
Zadaci obele�eni zvezdicom izlaze iz okvira prethodno izlo�enog
gradiva.

A.1 Kolokvijum 2017.

Zadatak A.1. Na skupu polinoma R3[x] su definisane operacije(
a+ bx+ cx2

)
⊕
(
d+ ex+ fx2

)
= ad+ bex+ cfx2,

α⊙
(
a+ bx+ cx2

)
= αa+ bx+ cx2,

za sve α, a, b, c, d, e, f ∈ R. Da li je
(
R3[x],⊕,⊙

)
vektorski prostor nad

po	em R?

Zadatak A.2. Dati su potprostori

U =


 a b c

b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 ,

V =


 a b c

d e 0
f 0 0

∣∣∣∣∣∣ a, b, c, d, e, f ∈ R


vektorskog prostora M3(R). Odrediti bar jednu bazu i dimenziju
potprostora U + V i U ∩ V . Da li je suma U + V direktna?

301
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Zadatak A.3. Odrediti rang, defekt i bar jednu bazu jezgra i slike
linearnog preslikava�a

L : R4 −→ M23(R), L(x, y, z, t) =

(
y + 2t 0 x− y

−x+ y + t 2t x− 4t

)
.

Zadatak A.4. Dato je linearno preslikava�e

L : R4[x] −→ M2(R), L(p) =

(
p(0) p(1)
p′(0) p′(1)

)
.

a) Pokazati da je preslikava�e L invertibilno.

b) Odrediti matrice operatora L i L−1 u odnosu na par kanonskih baza
prostora R4[x] i M2(R).

v) Koliki je rang matrica iz dela pod b)?

Zadatak A.5. Matrica linearnog operatora L : R3 −→ R3 u odnosu na

bazu e1 = (1, 1,−1), e2 = (1,−1, 1), e3 = (−1, 1, 1) je

 15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

.
Odrediti matricu ovog operatora u odnosu na bazu f1 = (4, 0, 2),
f2 = (6, 0, 2), f3 = (1, 1, 3).

Zadatak A.6. Neka su V1, V2 i V3 potprostori vektorskog prostora V ,
pri qemu je V1 ⩽ V3. Pokazati da va�i

V1 + (V2 ∩ V3) = (V1 + V2) ∩ V3.

A.2 Jun 2017.

Zadatak A.7. U zavisnosti od realnog parametra α odrediti bar
jednu bazu i dimenziju vektorskog potprostora V ⩽ R[x] generisanog
polinomima

p1(x) = (α+ 1) + αx+ αx2 + αx3 + · · ·+ αxn−1,

p2(x) = α+

(
α+

1

2

)
x+ αx2 + αx3 + · · ·+ αxn−1,

p3(x) = α+ αx+

(
α+

1

3

)
x2 + αx3 + · · ·+ αxn−1,

...

pn(x) = α+ αx+ αx2 + αx3 + · · ·+
(
α+

1

n

)
xn−1.
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Zadatak A.8. Dato je linearno preslikava�e

L : M2(R) −→ R2[x], L

(
a b
c d

)
= (a+ 2b+ c+ d) + (−b+ c+ d)x.

a) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

b) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par baza

e =

{(
1 0
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 1
1 2

)}
i f = {1−x, 1+x}.

Zadatak A.9. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
...

...
...

. . .
...

...
...

n− 1 n n . . . n n n
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.10. a) Ako je A =

 0 −4 −6
−1 0 −3
1 2 5

, izraqunati A2017.

b) Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn+1 = − 4yn − 6zn
yn+1 = −xn − 3zn
zn+1 = xn + 2yn + 5zn

sa poqetnim uslovima x0 = 1, y0 = 3 i z0 = −5.

Zadatak A.11. Dato je preslikava�e

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(0)q(0) + p′(1)q′(1) + p′′(2)q′′(2).

a) Pokazati da je ◦ skalarni proizvod na R3[x].

b) Odrediti ugao izme�u polinoma p(x) = 1 + x + x2 i potprostora U⊥,
gde je U =

{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(0) + p′(1) + p′′(2) = 0
}
.

v) Na�i bar jednu ortonormiranu bazu prostora R3[x] u odnosu na ovaj
skalarni proizvod.

Zadatak A.12. a) Data je matrica A =

 3 −2 4
−2 6 2
4 2 3

. Odrediti bar

po jednu ortogonalnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da va�i
A = PDPT .

b) Dijagonalizovati kvadratnu formu

q : R3 −→ R3, q(x, y, z) = 3x2 + 6y2 + 3z2 − 4xy + 8xz + 4yz.
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A.3 Jul 2017.

Zadatak A.13. Dati su podskupovi M2(R):

V1 = {A ∈ M2(R) | detA = 0} ,
V2 =

{
A ∈ M2(R) | TrA = 0, AT = A

}
,

V3 =

{(
a a
a a

) ∣∣∣∣ a ∈ R
}
,

V4 =

{(
a b

a+ 2b a+ 3

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
.

a) Koji od prethodnih podskupova su vektorski potprostori M2(R)?

b) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju prostora V2 ∩ V3 i V2 + V3. Da li
je prethodna suma direktna?

Zadatak A.14. Neka je Lp = (1+x+x2)p′(−1)−x2p′(0) linearni operator
vektorskog prostora R3[x].

a) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt operatora
L.

b) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na bazu{
1, 1 + x, 2 + 2x+ 3x2

}
prostora R3[x].

v) Odrediti adjungovan operator operatora L u odnosu na skalarni
proizvod p ◦ q = p(−1)q(−1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) na prostoru R3[x].

Zadatak A.15. U zavisnosti od realnog parametra x izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 . . . 0 1
1 1! 0 0 0 . . . 0 x
1 2 2! 0 0 . . . 0 x2

1 3 3 · 2 3! 0 . . . 0 x3

1 4 4 · 3 4 · 3 · 2 4! . . . 0 x4

...
...

...
...

...
. . .

...
...

1 n− 1 (n− 1)(n− 2) (n− 1)(n− 2)(n− 3) (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4) . . . (n− 1)! xn−1

1 n n(n− 1) n(n− 1)(n− 2) n(n− 1)(n− 2)(n− 3) . . . n(n− 1) . . . 2 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.16. a) Ispitati da li je matrica A =

 4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1


dijagonalnog tipa. Ukoliko jeste, odrediti invertibilnu matricu P
takvu da je matrica P−1AP dijagonalna.

b) Izraqunati A2017.

Zadatak A.17. a) Pokazati da je sa f ◦ g =
2∫
1

tf(t)g(t) dt definisan jedan

skalarni proizvod na vektorskom prostoru C[1, 2].
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b) Pokazati da va�i

(
2∫
1

f(t) dt

)2

⩽ log 2
2∫
1

t(f(t))2 dt.

v) Ako je U =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(0) = p′′(0)
}
, pokazati da postoji i izraqunati

min
p∈U

2∫
1

t(p(t)− t)2 dt.

Zadatak A.18. Odrediti �ordanovu normalnu formu matrice

A =


1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

 .

A.4 Septembar 2017.

Zadatak A.19. Ispitati da li je (R2,⊕,⊙) vektorski prostor nad
po	em R ako su operacije ⊕ i ⊙ zadate sa

(x1, x2)⊕ (y1, y2) =

(
7

√
x7
1 + y71 , x2 + y2 + 7

)
,

α⊙ (x1, x2) =
(

7
√
αx1, αx2 + 7(α− 1)

)
.

Zadatak A.20. Dato je linearno preslikava�e

L : R4[x] −→ M2(R), L(p) =

 p(1) p(0)− 2p(1) + p(2)
1∫
0

p′′(x)dx p′′
(
1
2

) 
a) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt ovog
preslikava�a.

b) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par baza

e =
{
3 + 2x, 3− 2x, 3x2 + 2x3, 3x2 − 2x3

}
i

f =

{(
1 0
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
.

Zadatak A.21. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n
n

) (
n

n−1

) (
n

n−2

)
. . .

(
n
0

)(
n+1
n

) (
n+1
n−1

) (
n+1
n−2

)
. . .

(
n+1
0

)(
n+2
n

) (
n+2
n−1

) (
n+2
n−2

)
. . .

(
n+2
0

)
...

...
...

. . .
...(

2n
n

) (
2n
n−1

) (
2n
n−2

)
. . .

(
2n
0

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Zadatak A.22. Linearni operator L : R4 −→ R3 u bazi
e = {(1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5)} vektorskog prostora R3 ima matricu −1 −6 −3

3 8 3
−6 −12 −4

.
a) Na�i bar jednu bazu u kojoj ovaj operator ima dijagonalnu matricu.

b) Na�i matricu operatora L2017.

Zadatak A.23. Dato je preslikava�e

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(0)q(0) + p(−1)q(−1) + p(−2)q(−2).

a) Pokazati da je ◦ skalarni proizvod na R3[x].

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu potprostora

U =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(2)− p(1) = p′(1)
}

u odnosu na ovaj skalarni proizvod.

v) Odrediti rastoja�e polinoma p(x) = 2+19x+7x2 od potprostora U⊥.

A.5 Oktobar 2017.

Zadatak A.24. Da li je podskup U potprostor vektorskog prostora V ,
ako je

a) V = R[−1,3], U = {f ∈ V |(∀x ∈ [−1, 1])(1 + x)(f(x) + f ′(x)) = 2f(1− 2x)},

b) V = R[x], U = {p ∈ V | deg p ̸= 1},

v) V = M2(R), U = {A ∈ V | detA = TrA}.

Zadatak A.25. Dato je linearno preslikava�e

L : R3[x] −→ R4[x], L(p) = p(1)+p(−1)+

 1∫
−1

p(t) dt

x+p′(0)x2+3p′′(1)x3.

a) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

b) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par kanonskih baza.

v) Odrediti potprostor V vektorskog prostora R4[x] takav da va�i
R4[x] = ImL⊕ V .
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Zadatak A.26. U zavisnosti od realnog parametra x izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 1 x x . . . x
x x+ 1

2 x . . . x
x x x+ 1

3 . . . x
...

...
...

. . .
...

x x x . . . x+ 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.27. Neka je e = {a, b, c} ortonormirana baza u odnosu na
neki skalarni proizvod ◦ vektorskog prostora R3. Linearni operator
L : R3 −→ R3 zadat je sa

Lx = (a ◦ x) a− (c ◦ x) b− (b ◦ x) c.

a) Pokazati da je a− b+ c sopstveni vektor operatora L.

b) Na�i matricu operatora L u odnosu na bazu e.

v) Odrediti matricu operatora Ln, n ∈ N, u odnosu na bazu e.

Zadatak A.28. Dato je preslikava�e

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, A ◦B = Tr

(
BT

(
1 0
0 4

)
A

)
.

a) Pokazati da je ◦ skalarni proizvod na M2(R).

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu potprostora

U = {A ∈ M2(R) | TrA = 0}

u odnosu na ovaj skalarni proizvod.

v) Da li je matrica E =

(
1 0
0 1

)
bli�a potprostoru U ili U⊥?

Zadatak A.29. Neka je q : R3 −→ R kvadratna forma definisana sa

q(x, y, z) = −2x2 − 2y2 − 2z2 + 2xy + 2xz + 2yz.

Odrediti kanonski dijagonalni oblik kvadratne forme q, kao i bar jednu
ortonormiranu bazu u kojoj q ima taj oblik.

Zadatak A.30. Odrediti �ordanovu normalnu formu matrice

A =



1 2 3 . . . 9 10
0 1 2 . . . 8 9
0 0 1 . . . 7 8
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 2
0 0 0 . . . 0 1


.



308 DODATAK A. ZADACI SA ISPITA

A.6 Kolokvijum 2018.

Zadatak A.31. Rexiti sistem nad po	em Z7 u zavisnosti od parametra
α ∈ Z7:

x + 4y + z = 2
3x + 3y + z = α
2x + (α+ 6)y = α2 + 2α+ 5

.

Zadatak A.32. Da li je podskup U potprostor vektorskog prostora V ,
ako je:

a) V = M2(R), U = {X ∈ V |AX = XA, TrX = TrA}, gde je

A =

(
1 1
0 −1

)
,

b) V = R12[x], U = {p ∈ V | deg p = 10} ∪ {O}, gde je O nula-polinom,

v) V = RR, U = {f ∈ V | f(0) ̸= f(1)}.

U sluqaju da je U vektorski potprostor odrediti �egovu bazu i
dimenziju.

Zadatak A.33. Dati su potprostori

U =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ p′(0) = 0
}

i V =
{
p ∈ R4[x]

∣∣ p(1) = p(−1)
}

vektorskog prostora R4[x].

a) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskih prostora U+V , U ∩V ,
U⊥ i V ⊥. Da li je suma U + V direktna?

b)* Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskih prostora R4[x]/U i
R4[x]/V .

Zadatak A.34. Dato je preslikava�e

L : M2(R) −→ M2(R), LX = XTA−AXT + (TrX)A,

gde je A =

(
0 1
1 3

)
.

a) Pokazati da je L linearni operator vektorskog prostora M2(R).

b) Odrediti bar jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt ovog
operatora.

v) Odrediti matricu prelaska sa baze

f =

{(
1 −1
0 0

)
,

(
3 −2
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 0
2 3

)}
na kanonsku bazu vektorskog prostora M2(R).

g) Odrediti matricu operatora L u odnosu na bazu f .
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Zadatak A.35. Na�i par baza vektorskih prostora R4 i R3[x] u odnosu
na koje linearno preslikava�e

L : R4 −→ R3[x],

L(a, b, c, d) = (a+ 2b− d) + (2a+ 5b− c+ 3d)x+ (a+ 4b− 2c+ 9d)x2

ima kanonsku matricu.

Zadatak A.36. Dato je linearno preslikava�e

L : R3[x] −→ M2(R), Lp =

(
p(0) p(1)
p′(0) p′(1)

)
.

Odrediti matricu linearnog preslikava�a LT u odnosu na par baza

π = {π11, π12, π21,Tr}, i ϕ = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}, gde je πij

(
a11 a12
a21 a22

)
= aij, za

1 ⩽ i, j ⩽ 2, ϕ1p = p(0), ϕ2p = p′(0) i ϕ3p = p′′(2).

A.7 Jun 2018.

Zadatak A.37. a) Da li je suma

U = L

(
1 0
0 2

)
+
{
M ∈ M2(R) | TrM = 0,MT = −M

}
direktna? Odrediti bar jednu bazu e i dimenziju vektorskog prostora U .

b)* Odrediti bar jednu bazu f dualnog prostora U∗ dualnu bazi e.

v) Za svaki funkcional Φ iz baze f odrediti vektor M ∈ M2(R) takav
da va�i Φ(X) = X ◦ M , za sve X ∈ M2(R), ako je skalarni proizvod na
M2(R) zadat sa A ◦B = Tr(ABT ).

Zadatak A.38. Dato je linearno preslikava�e

L : R3[x] −→ R3, Lp = (p′(0), p(1), p(−1)).

a) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

b) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par baza{
1− x, 1− x2, 2− 2x+ x2

}
i {(1, 1, 3), (3, 1,−1), (2, 3, 7)}.

Zadatak A.39. U zavisnosti od realnog parametra α izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2α α− 1 0 · · · 0 0 0
1 α α− 1 · · · 0 0 0
0 1 α · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 1 α α− 1
0 0 0 · · · 0 1 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Zadatak A.40. Odrediti �ordanovu formu matrice

A =


2 0 2 0 0 6
0 2 0 3 0 0
0 0 2 0 4 0
0 0 0 2 0 5
0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 2

 .

Zadatak A.41. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R,

p ◦ q = p(0)q(0) + p(1)q(1) + 2p′(1)q′(1)− p(1)q′(1)− p′(1)q(1)

jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[x].

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu prostora R3[x].

v) Odrediti ugao koji polinom x2 zaklapa sa potprostorom (L x)⊥.

Zadatak A.42. a) Data je matrica A =

 1 −2 2
−2 4 −4
2 −4 4

. Odrediti
bar po jednu ortogonalnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da
va�i A = PDPT .

b) Dijagonalizovati kvadratnu formu

q : R3 −→ R3, q(x, y, z) = x2 + 4y2 + 4z2 − 4xy + 4xz − 8yz.

A.8 Jul 2018.

Zadatak A.43. U zavisnosti od realnog parametra λ rexiti sistem
linearnih jednaqina

x + y + λz = λ2

x + λy + z = λ
λx + y + z = 1

Zadatak A.44. Dato je linearno preslikava�e

L : M2(R) −→ R3[x], LM = TrM +Tr(AM)x+Tr(BM)x2,

gde je A =

(
0 2
1 0

)
i B =

(
1 1
1 1

)
.

a) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.
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b) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par baza

e =

{(
1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
1 2
3 0

)
,

(
0 1
1 0

)}
i

f =
{
1 + x2, 1 + 3x+ 3x2, 1 + 2x+ 2x2

}
.

v) Odrediti baze e∗ i f∗, dualne bazama e i f , redom.

g) Odrediti matricu transponovanog preslikava�a LT u odnosu na par
baza f∗ i e∗.

Zadatak A.45. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 3 · · · 3 3 1
3 3 3 · · · 3 2 3
3 3 3 · · · 3 3 3
...

...
...

. . .
...

...
...

3 n− 1 3 · · · 3 3 3
n 3 3 · · · 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.46. Dat je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x],

Lp =
(
4 + 2x+ x2

)
p(0) +

(
1 + 5x+ x2

)
p′(0) +

(
−1

2
− x+ x2

)
p′′(1).

a) Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora L.

b) Odrediti matricu operatora L2018 u kanonskoj bazi.

Zadatak A.47. Data je matrica A =

(
2 −1
−1 2

)
.

a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, X ◦ Y = Tr(XTAY )

jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru M2(R).

b) Ako je U skup svih matrica koje komutiraju sa matricom A odrediti
bar jednu ortonormiranu bazu U⊥.

v) Odrediti rastoja�e matrice

(
1 1
0 0

)
od potprostora U⊥.

Zadatak A.48. Neka je data kvadratna forma q na R3 na slede�i naqin:

q(x, y, z) = 2x2 + 5y2 + 5z2 + 4xy − 4xz − 8yz.

a) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu f prostora R3 u kojoj forma q
ima dijagonalni oblik.

b) Izraziti formu q preko koordinata u bazi f i napisati formule
transformacija koordinata.
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A.9 Septembar 2018.

Zadatak A.49. Dati su podskupovi M2(R):

V1 =

{(
a b
b −a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
,

V2 = {A ∈ M2(R) | TrA+ detA = 0},
V3 =

{
A ∈ M2(R)

∣∣AT = 2A
}
.

a) Koji od podskupova Vi su i potprostori vektorskog prostora M2(R).

b) Za sve one Vi koji su potprostori odrediti bar po jednu bazu i
dimenziju vektorskih prostora V ⊥

i .

v)* Za sve one Vi koji su potprostori odrediti bar po jednu bazu i
dimenziju vektorskih prostora M2(R)/Vi.

Zadatak A.50. Dato je preslikava�e

L : R3[x] −→ R3, Lp =

p(2)− p(1), p′
(
3

2

)
,

1∫
−1

p(t) dt

 .

a) Pokazati da je preslikava�e L linearno.

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

v) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par baza

e =
{
1 + x, 1− x, 1 + 3x2

}
i f = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} .

g) Odrediti matricu transponovanog preslikava�a LT u odnosu na par
baza f∗ i e∗, gde su e∗ i f∗ dualne baze baza e i f , redom.

Zadatak A.51. U zavisnosti od realnog parametra x izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 · · · 0 0
x 1 + x2 x · · · 0 0
0 x 1 + x2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 + x2 x
0 0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.52. a) Odrediti �ordanovu formu J matrice

A =

 2 −1 1
1 5 −2
0 1 2

, kao i bar jednu invertibilnu matricu P takvu da

va�i A = PJP−1.

b) Odrediti matricu An, za sve n ∈ N.
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Zadatak A.53. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(−1)q(−1) + p′(0)q′(0) + p′(1)q′(1)

jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[x].

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu potprostora
U =

{
p ∈ R3[x]

∣∣ p′′(0) = 0
}
.

v) Odrediti rastoja�e polinoma p(x) = x2 + x+ 2 od potprostora U⊥.

Zadatak A.54. a) Ispitati da li je matrica

A =

 cosα cosβ sinα cosβ sinβ
sinα − cosα 0

− cosα sinβ − sinα sinβ cosβ


simetriqna (ortogonalna) u zavisnosti od realnih parametara α i β.

b) Za α = π
4 i β = 0 odrediti ortogonalnu matricu P takvu da matrica

PTAP bude dijagonalna.

A.10 Oktobar 2018.

Zadatak A.55. a) U zavisnosti od realnog parametra λ odrediti rang
matrice

A =

 1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

 .

b) Za λ = 2 odrediti invertibilne matrice P i Q takve da va�i
PAQ = A0, gde je A0 kanonska matrica matrice A.

Zadatak A.56. a) Pokazati da je preslikava�e

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = xp′(x+ 1) + p′′(x)

jedan linearni operator vektorskog prostora R3[x].

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

v) Odrediti matricu operatora L u odnosu bazu
{
x, x− x2, 1− x+ x2

}
.

Zadatak A.57. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0 0
1 3 2 · · · 0 0
0 1 3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 3 2
0 0 0 · · · 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Zadatak A.58. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore
linearnog preslikava�a

L : M2(R) −→ M2(R), LX = AX +XB,

gde je A =

(
3 5
0 −2

)
i B =

(
6 8
−2 −4

)
.

Zadatak A.59. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, A ◦B = Tr

(
A

(
1 0
0 2

)
BT

)
jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru M2(R).

b) Odrediti bar po jednu ortonormiranu bazu vektorskog potprostora
svih simetriqnih matrica S = {A ∈ M2(R) |AT = A} i �egove
ortogonalne dopune.

v) Odrediti ugao koji matrica

(
1 0
1 0

)
zaklapa sa potprostorom S⊥.

Zadatak A.60. Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog
prostora R3 u kojoj kvadratna forma

q(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xy + xz + yz

ima dijagonalni oblik. Izraziti formu q u toj bazi.

A.11 Kolokvijum 2019.

Zadatak A.61. Rexiti sistem nad po	em Z11:

4x + 3y + 5z = 2
3x + 4y + 2z = 7
8x + 10y + 6z = 4

Zadatak A.62. Ispitati da li je (M2(R),✠, •) vektorski prostor nad
po	em R ako su operacije definisane sa

X✠Y = X + Y + E i α •X = αX + (α− 1)E.

Zadatak A.63. Neka je An kvadratna n × n matrica qiji su svi
koeficijenti jednaki 1.

a) Odrediti prirodne brojeve m i n takve da su mno�e�a XAm i AnX
definisana za sve matrice X ∈ M23(R).

b) Za m i n iz dela pod a) pokazati da je U = {X ∈ M23(R) | XAm = AnX}
potprostor vektorskog prostora M23(R).

v) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskog prostora U .
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Zadatak A.64. Dati su vektorski prostori

U =
{
p ∈ R4[x]

∣∣ p′(1) = p′′(−1)
}
,

V = L
(
x− x2, x2 − x3, x3 − x

)
,

W =
{
p ∈ R3[x]

∣∣ 2p(1) = p(2)
}
.

a) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskog prostora (U ∩V )+W .

b) Odrediti dimenziju vektorskog prostora U ∩ V ∩W .

Zadatak A.65. U zavisnosti od realnog parametra λ odrediti rang
matrice  1 1 1 1

1 λ λ2 λ3

1 λ2 λ3 λ4

 .

Zadatak A.66. Odrediti inverz matrice
1 2 1 0
2 5 1 1
1 3 1 −2
1 4 −2 4

 .

A.12 Jun 2019.

Zadatak A.67. Neka je RN skup svih realnih nizova i neka je

U =
{
x ∈ RN ∣∣ x je aritmetiqki

}
,

V =
{
x = (xn)n∈N ∈ RN

∣∣xn+3 = 5xn+2 − 8xn+1 + 4xn, ∀n ∈ N
}
.

a) Pokazati da su U i V vektorski potprostori RN.

b) Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju U i V .

v) Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju U+V i U∩V . Da li je prethodna
suma direktna?

Zadatak A.68. a) U zavisnosti od realnog parametra λ odrediti rang
matrice

A =

 1 λ+ 2 −1 λ+ 1
λ+ 1 6 −2 4
−1 −3 λ λ− 3

 .

b) Za λ = −5 odrediti kanonsku matricu A0, kao i invertibilne
matrice P i Q takve da va�i A0 = PAQ.
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Zadatak A.69. Linearno preslikava�e L : R3[x] −→ R3 ima matricu 2 1 1
3 0 −3
4 −5 −19

 u odnosu na par baza e =
{
1 + x, 1− x, 1 + 2x2

}
i

f = {(1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1)}.

a) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par kanonskih baza
vektorskih prostora R3[x] i R3.

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

Zadatak A.70. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
1 8 27 · · · n3

1 32 243 · · · n5

...
...

...
. . .

...
1 22n−1 32n−1 · · · n2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.71. Pokazati da postoji i izraqunati

min
p∈R3[x]

p(0)=p′′(0)

1∫
−1

|x|(p(x)− 14)2dx.

Zadatak A.72. Neka je A =

 1 −2 2
−2 4 −4
2 −4 4

.
a) Odrediti bar po jednu dijagonalnu matricu D i ortogonalnu matricu
P takve da va�i A = PDPT .

b) Izraqunati A2019.

v) Svesti kvadratnu formu q(x, y, z) = x2 + 4y2 + 4z2 − 4xy + 4xz − 8yz na
dijagonalni oblik.

A.13 Jul 2019.

Zadatak A.73. a) U zavisnosti od realnog parametra α odrediti skup
rexe�a U sistema jednaqina

αx + 2y + z − (1 + α)t = 0
−αx + 2y + 3z = 0

(1 + α)x + 2y − (1 + 2α)t = 0
4x + 2y − 2z − (3 + 2α)t = 0
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b) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju ortogonalne dopune U⊥, ako je
skalarni proizvod na R4 zadat sa

(a, b, c, d) ◦ (a′, b′, c′, d′) = aa′ + 2bb′ + cc′ + dd′.

v) Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju prostora U + V i U ∩ V ,
gde je V = L ((1,−1, 1, 0), (1, 0, 1,−1), (0,−1, 0, 1)). Da li je prethodna suma
direktna?

Zadatak A.74. Ispitati da li je podskup U potprostor vektorskog
prostora V i ako jeste odrediti bazu i dimenziju U , ako je

a) V = M2(R), U = {M ∈ V | TrM = detM},

b) V = M2(R), U =
{
M ∈ V

∣∣TrM = Tr
(
ATMA

)}
, za A =

(
1 0 1
1 0 1

)
,

v) V = R6[x], U =
{
p ∈ V

∣∣ deg p+ deg
(
p(1)x3

)
< 6

}
.

Zadatak A.75. a) Pokazati da je preslikava�e

L : R3[x] −→ M2(R), Lp =

 p(0) 3
1∫
0

p(t) dt− 3
2p

′(0)

p(1) + p(−1) p′′(3)
2


linearno.

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

v) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu
na par baza

{
1 + x+ x2, 1− 2x+ x2, −1 + x+ 2x2

}
i{(

1 1
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
0 1
1 1

)}
.

Zadatak A.76. Neka je

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 0 · · · 0 0
2 5 3 0 · · · 0 0
0 2 5 3 · · · 0 0
0 0 2 5 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 5 3
0 0 0 0 · · · 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
determinanta reda n.

a) Pokazati da va�i ∆n+2 = 5∆n+1 − 6∆n, za sve n ∈ N.

b) Izraqunati ∆n.
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Zadatak A.77. Neka je

A =

 0 −2 3
1 1 −1
0 −1 2

 .

a) Odrediti �ordanovu formu J matrice A i bar jednu invertibilnu
matricu P takvu da va�i A = PJP−1.

b) Izraqunati An, za sve n ∈ N.
Zadatak A.78. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(0)q(0) + p(1)q(1) +
p′′(0)q′′(0)

4

skalarni proizvod na prostoru R3[x].

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu prostora R3[x].

v) Izraqunati rastoja�e polinoma 1 + x+ x2 od potprostora R2[x].

g) Izraqunati ugao izme�u polinoma 1 + x + x2 i ortogonalne dopune
R2[x]⊥.

A.14 Septembar 2019.

Zadatak A.79. a) Pokazati da je skup V =

{(
a 0
0 b

) ∣∣∣∣ a, b > 0

}
sa

operacijama

A⊕B = A

(
1 0
0 2

)
B i α⊙

(
a 0
0 b

)
=

(
aα 0
0 2α−1bα

)
jedan vektorski prostor nad po	em realnih brojeva.

b) Ispitati da li su podskupovi

U1 =

{(
a 0
0 a+ 1

) ∣∣∣∣ a > 0

}
i U2 =

{
M ∈ V

∣∣∣∣detM =
1

2

}
potprostori vektorskog prostora (V,⊕,⊙).

Zadatak A.80. Odrediti inverz matrice

1 −1 0 0 · · · 0 0
−1 2 −1 0 · · · 0 0
0 −1 2 −1 · · · 0 0
0 0 −1 2 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 2 −1
0 0 0 0 · · · −1 2


.
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Zadatak A.81. Date su matrice A =

(
1 2
1 0

)
, B =

(
−1 1
0 0

)
,

C =

(
1 0
1 3

)
i D =

(
1 0
−1 −1

)
i polinomi p(x) = 1+ 2x, q(x) = x− x2

i r(x) = 1− 3x+ 2x2.

a) Pokazati da je preslikava�e

L : M2(R) −→ R3[x], LM = (M ◦A)p+ (M ◦B)q + (C ◦M)(q + r)

linearno ako je skalarni proizvod na M2(R) zadat sa A ◦B = Tr
(
ABT

)
.

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt
preslikava�a L.

v) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par kanonskih baza, kao
i u odnosu na par baza {A,B,C,D} i {p, q, r}.

Zadatak A.82. U zavisnosti od realnog parametra α izraqunati
vrednost determinante reda n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α α · · · α α 1
n

α α · · · α 1
n−1 α

α α · · · 1
n−2 α α

...
...

. . .
...

...
...

α 1
2 · · · α α α

1 α · · · α α α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.83. a) Odrediti �ordanovu normalnu formu J matrice
1 −1 −2 3 2
0 0 −2 3 1
0 1 1 −1 0
0 0 −1 2 5
0 0 0 0 2

 .

b) Izraqunati J100.

Zadatak A.84. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : R[x]× R[x] −→ R, p ◦ q =
1

π

1∫
−1

p(t)q(t)√
1− t2

dt

skalarni proizvod na vektorskom prostoru R[x].

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog potprostora R3[x].

v) Izraqunati ugao koji polinom x2 zaklapa sa potprostorom R2[x].
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A.15 Oktobar 2019.

Zadatak A.85. Neka je U =
{
p ∈ R4[x]

∣∣ p(1) = p′(1), p(0) = p(−1)
}

i
V = L (p1, p2, p3, p4), gde je p1(x) = 3 + x2 + x3, p2(x) = 2 − 2x − x2 + x3,
p3(x) = 4 + 2x+ 3x2 + x3 i p4(x) = 1 + 2x+ 2x2.

a) Odrediti po jednu bazu i dimenziju vektorskih potprostora U + V i
U ∩ V . Da li je prethodna suma direktna?

b) Odrediti sve skalare λ ∈ R za koje polinom 2 + x + λx2 + x3 pripada
U + V .

Zadatak A.86. Odrediti sve matrice A za koje je

adjA =

 2 −2 0
−6 9 −1
8 −12 2

 .

Zadatak A.87. Neka je

L : R3[x] −→ R3[x], (Lp)(x) = p′′(0)x3 − p′(x)
(
x2 − x+ 1

)
+ p(−1).

a) Pokazati da je L dobro definisan linearni operator na vektorskom
prostoru R3[x].

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt operatora
L.

v) Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora L.

Zadatak A.88. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 · · · 0

1
(
2
1

) (
2
2

)
0 · · · 0

1
(
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
· · · 0

...
...

...
...

. . .
...

1
(
n
1

) (
n
2

) (
n
3

)
· · ·

(
n

n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.89. Neka je A kvadratna 3 × 3 matrica determinante −4 i
traga 1 qija je jedna sopstvena vrednost 1.

a) Odrediti sve sopstvene vrednosti matrice A.

b) Odrediti dimenziju vektorskog prostora L
(
E,A,A2, A3, . . . , A100

)
.

v) Pokazati da je L
(
E,A,A2, A3, . . . , A100

)
= L

(
E,A2, A4, A6, . . . , A100

)
.

Zadatak A.90. a) Odrediti 3 × 3 matricu A takvu da preslikava�e
v 7→ Av predstav	a projekciju na ravan π : x − 2y − 2z = 0 u vektorskom
prostoru R3 (sa standardnim skalarnim proizvodom).

b) Izraqunati ugao koji vektor (1, 1, 1) zaklapa sa ravni π.
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A.16 Kolokvijum 2020.

Zadatak A.91. Rexiti sistem jednaqina nad po	em Z11:

4x + y + 9z = 10
3x + 4y + 2z = 5
8x + 10y + 6z = 3

Zadatak A.92. Neka je

A =



1 0 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0
2 0 1 0 . . . 0 0 0
0 2 0 1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . 2 0 1


kvadratna n×n matrica, gde je n neparan prirodan broj. Izraqunati An.

Zadatak A.93. a) Izraqunati inverz matrice A =

 3 −6 2
5 3 α
0 −4 1

 za

sve vrednosti realnog parametra α za koje taj inverz postoji.

b) Pokazati da postoji taqno jedno α za koje je rang matrice A jednak
2. Za tu vrednost α na�i bar jedan par invertibilnih matrica P i Q
takav da je PAQ = A0.

Zadatak A.94. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 7 10 · · · 3n− 5 3n− 2
2 1 2 2 · · · 2 2
3 3 1 3 · · · 3 3
...

...
...

...
. . .

...
...

n− 1 n− 1 n− 1 n− 1 · · · 1 n− 1
n n n n · · · n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.95. Ispitati da li je (V,✠, •) vektorski prostor nad po	em
R ako je V =

{
p ∈ R3[x]

∣∣ p(0) > 0
}
, a operacije su zadate sa

(p✠q)(x) = p(x) + q(x) + (p(0)− 1)(q(0)− 1)− 1,

(α • p)(x) = αp(x) + p(0)α − αp(0).

Zadatak A.96. Za svaki od narednih podskupova M2(R) ispitati da li
je vektorski potprostor vektorskog prostora M2(R) i ukoliko jeste
odrediti �egovu bazu i dimenziju:

a)

{(
x y
z t

) ∣∣∣∣ x+ 2y = 3z + 4t = 0

}
,
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b)
{
X ∈ M2(R) | X2 = 0

}
v) {X ∈ M2(R) | XA = (TrX)A}, gde je A =

(
1 2
2 4

)
.

A.17 Jun 2020.

Zadatak A.97. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra α:

(α+ 3)x + y + 2z = α
αx + (α− 1)y + z = 2α

3(α+ 1)x + αy + (α+ 3)z = 5

Zadatak A.98. Izraqunati determinantu∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 6 8 · · · 2(n− 1) 2n
2 2 6 8 · · · 2(n− 1) 2n
2 4 3 8 · · · 2(n− 1) 2n
2 4 6 4 · · · 2(n− 1) 2n
...

...
...

...
. . .

...
...

2 4 6 8 · · · n− 1 2n
2 4 6 8 · · · 2(n− 1) n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.99. Dati su potprostori U = L
(
sin2 x

2 , cos
2 x

2 , sin
2 x, cos2 x

)
i V = L (cosx, sinx, cos 2x, sin 2x) vektorskog prostora RR.

a) Dopuniti skup {cosx, cos 2x} do baze za U i odrediti bazu za V .

b) Dokazati da je sa (Lf)(x) = f ′(x) − f ′′(x) + f(0) sinx dobro definisano
linearno preslikava�e L : U → V . Da li je preslikava�e L invertibilno?

v) Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par baza iz dela a).

g) Odrediti sliku, jezgro, rang i defekt preslikava�a L.

Zadatak A.100. Dat je vektorski prostor R4[x] i preslikava�e

◦ : R4[x]× R4[x] −→ R, p ◦ q = p(0)q(0) + p(1)q(1) +
3

4

1∫
0

p′′(x)q′′(x)dx.

a) Dokazati da je ◦ skalarni proizvod na datom prostoru.

b) Odrediti jednu ortonormiranu bazu vektorskog potprostora
U = L

(
1 + x, 1 + x2, 1 + x3

)
.

v) Odrediti rastoja�e vektora 1 od potprostora U i ugao koji ovaj
vektor zaklapa sa tim potprostorom.
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Zadatak A.101. Odrediti kanonski dijagonalni oblik slede�e kvadartne
forme i neku ortonormiranu bazu u kojoj kvadartna forma ima taj oblik:

x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz.

Zadatak A.102. Na vektorskom prostoru nizova RN∪{0} = {a = (an)
∞
n=0}

dato je linearno preslikava�e

L : RN∪{0} −→ RN∪{0}, (La)n = an+3 − 2an+2 − an+1 + 2an.

a) Odrediti jezgro U linearnog preslikava�a L.

b) Pokazati da je a◦b = a0b0+a1b1+a2b2 skalarni proizvod na vektorskom
prostoru U .

v) Za linearni funkcional Φ ∈ U∗, Φ(a) = a0 odrediti niz x ∈ U za koji
je Φ = x∗, tj. Φ(a) = a ◦ x, za sve a ∈ U .

A.18 Jul 2020.

Zadatak A.103. a) Neka je A =

 0 10 0 1
1 3 1 1
3 −1 3 2

. Odrediti kanonsku

matricu A0 matrice A, kao i par invertibilnih matrica P i Q takvih
da va�i A0 = PAQ.

b) Ako je L : R4 −→ R3 linearno preslikava�e qija je matrica u odnosu
na par kanonskih baza R4 i R3 jednaka A, odrediti bar jedan par baza R4

i R3 u kom je matrica L jednaka A0.

Zadatak A.104. Neka je

U = L ((1, 2, 3, 1), (2, 4, 0, 2), (3, 2, 3, 1), (1, 2,−3, 1), (5, 6, 3, 3))

potprostor R4, i neka je V skup rexe�a sistema linearnih jednaqina

2x − y + z − 3t = 0
3x − 2y + t = 0
7x − 4y + αz + (1− 3α)t = 0

Odrediti parametar α ∈ R za koji je vektorski prostor V dimenzije 2.
Za tu vrednost parametra α odrediti bazu i dimenziju U + V i U ∩ V .

Zadatak A.105. Neka je

L : M2 (Z5) −→ M2 (Z5) , LX = CXCT + 4XT ,

gde je C =

(
1 2
0 1

)
.
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a) Dokazati da je L linearni operator.

b) Odrediti matricu ovog operatora u odnosu na kanonsku bazu M2 (Z5).

v) Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom operatora L. Da li
je ovaj operator dijagonalnog tipa?

g) Odrediti jezgro, sliku, defekt i rang ovog operatora. Koliko vektora
sadr�i jezgro?

Zadatak A.106.* Dokazati ili navesti kontraprimer:

a) Ako matrica A ∈ Mn(C) nije dijagonalnog tipa u Mn(C) i detA ̸= 0,
onda nijedan stepen matrice A nije dijagonalnog tipa u Mn(C).

b) Ako matrica A ∈ Mn(C) nije dijagonalnog tipa u Mn(C) i detA = 0,
onda nijedan stepen matrice A nije dijagonalnog tipa u Mn(C).

v) Ako matrica A ∈ Mn(R) nije dijagonalnog tipa u Mn(R) i detA ̸= 0,
onda nijedan stepen matrice A nije dijagonalnog tipa u Mn(R).

Zadatak A.107. Dato je preslikava�e

◦ : R4[x]×R4[x] −→ R, p◦q = p(0)q(0)+p′(0)q′(0)+p′′(0)q′′(0)+p′′′(0)q′′′(0).

a) Dokazati da je ovo preslikava�e skalarni proizvod na R4[x].

b) Odrediti rastoja�e vektora p(x) = 1 + x + x2 od potprostora
U = L

(
1 + x, 1 + x3

)
, kao i ugao koji p zaklapa sa potprostorom U⊥.

v) Odrediti vektor f ∈ R4[x] takav da va�i p ◦ f = p(3), za sve p ∈ R4[x].

Zadatak A.108. Odrediti sve ortogonalne 4 × 4 matrice qije su prve
dve kolone redom 

1
2
1
2
1
2
1
2

 i


√
3
2

−
√
3
6

−
√
3
6

−
√
3
6

 .

A.19 Septembar 2020.

Zadatak A.109. a) Neka je V =
{
x = (xn)

∞
n=1 ∈ RN

∣∣ (∀n ∈ N)xn > 0
}
skup

realnih pozitivnih nizova sa operacijama

(x✠y)n =
xnyn
2n

i (α • x)n = 2n(1−α)xα
n.

Pokazati da je (V,✠, •) vektorski prostor nad po	em realnih brojeva.
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b) Neka je U =
{
x = (xn)

∞
n=1 ∈ V | (∃q > 0)(∀n ∈ N)xn = x1q

n−1
}

svih
geometrijskih nizova iz V . Ispitati da li je U vektorski potprostor
od (V,✠, •) i ukoliko jeste odrediti bazu i dimenziju potprostora U .

Zadatak A.110. Izraqunati determinantu∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an−1 an
x1 −x2 0 . . . 0 0
0 x2 −x3 . . . 0 0
...

...
... . . .

...
...

0 0 0 . . . −xn−1 0
0 0 0 . . . xn−1 −xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.111. Neka je Z4
3[x] vektorski prostor polinoma stepena

ma�eg od 4 sa koeficijentima u po	u ostataka Z3.

a) Pokazati da je

L : Z4
3[x] −→ Z4

3[x], (Lp)(x) = p′(x) + 2(p′′(1) + p′′(2))(x+ 1)

linearni operator vektorskog prostora Z4
3[x].

b) Odrediti matricu ovog operatora u odnosu na bazu{
x3 + x, x3 + 2x, x2 + x+ 1, 2x+ 1

}
.

v) Odrediti jezgro, rang i defekt operatora L. Da li je ovaj operator
invertibilan?

Zadatak A.112. Odrediti �ordanovu formu matrice
1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

 .

Zadatak A.113. Dato je preslikava�e

◦ : R3×R3 −→ R, x◦y = 3x1y1+5x2y2+x3y3+x1y2+x2y1+2x2y3+2x3y2.

a) Dokazati da je ◦ skalarni proizvod na R3.

b) Odrediti jednu ortonormiranu bazu R3 u odnosu na ◦.

v) Odrediti rastoja�e vektora (0, 0, 1) od ravni {(a, b, 0) | a, b ∈ R}.

Zadatak A.114. Odrediti sve linearne operatore L : R3 −→ R3 qija je
matrica u odnosu na kanonsku bazu R3 ortogonalna i koji pravu y = z = 0 i
ravan z = 0 slikaju redom u pravu L ((1, 1, 1)) i ravan L ((1, 1, 1), (1, 1,−1)).
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A.20 Oktobar 2020.

Zadatak A.115. a) U zavisnosti od realnog parametra λ odrediti rang

matrice A =


2 2 2 λ
2 2 λ 2
2 λ 2 2
λ 2 2 2

.
b) Za λ = −6 odrediti kanonsku matricu A0 matrice A, kao i
invertibilne matrice P i Q takve da va�i A0 = PAQ.

Zadatak A.116. Neka su U1, U2 i W potprostori vektorskog prostora
V takvi da je V = U1 ⊕ U2.

a) Pokazati (primerom) da ne mora da va�i W = (U1 ∩W )⊕ (U2 ∩W ).

b) Pokazati da iz U1 ⊆ W ili U2 ⊆ W sledi W = (U1 ∩W )⊕ (U2 ∩W ).

v) Da li va�i obrnut smer: iz W = (U1 ∩W ) ⊕ (U2 ∩W ) sledi U1 ⊆ W
ili U2 ⊆ W?

Zadatak A.117. Neka je V vektorski prostor realnih aritmetiqkih
nizova.

a) Pokazati da je

L : V −→ V, (La)n = 2an+3 + 3an+2

dobro definisan linearni operator vektorskog prostora V .

b) Ispitati da li je operator L invertibilan?

v) Odrediti matricu ovog operatora u odnosu na bazu {a, b}, gde je an = n
i bn = 1− 2n, za sve n ∈ N.

Zadatak A.118. Neka je A ∈ M3(R) qija je determinanta 8, trag 7, a
jedna sopstvena vrednost 1.

a) Odrediti sve sopstvene vrednosti matrice A.

b) Pokazati da je B =
{
E,A,A2

}
jedna baza vektorskog prostora

V = L
(
E,A,A2, A3, . . .

)
i odrediti koordinate matrice A2020 u bazi B.

v) Pokazati da je matrica A invertibilna, kao i da A−1 pripada
vektorskom prostoru V . Odrediti koordinate matrice A−1 u bazi B.

Zadatak A.119. Neka je C1[0, 1] skup svih funkcija [0, 1] −→ R koje imaju
neprekidan prvi izvod. I neka je

◦ : C1[0, 1]× C1[0, 1] −→ R, f ◦ g = f(0)g(0) +

1∫
0

f ′(t)g′(t)e−t dt.
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a) Dokazati da je ◦ skalarni proizvod na C1[0, 1].

b) Odrediti jednu ortonormiranu bazu vektorskog potprostora
U = L (1, x, ex) ⩽ C1[0, 1].

v) Odrediti projekciju vektora e2x na vektorski potprostor U⊥.

Zadatak A.120. Odrediti adjungovan operator linearnog operatora

L : M2(R) −→ M2(R), LX =

(
1 2
3 4

)
XT .

Na vektorskom prostoru M2(R) podrazumevamo standardni skalarni
proizvod A ◦B = Tr

(
ABT

)
.

A.21 Oktobar 2 2020.

Zadatak A.121. a) Pokazati da je U =
{
p ∈ R4[x]

∣∣ (x+ 1)p′′′ = p′′
}

vektorski potprostor vektorskog prostora R4[x].

b) Odrediti bazu i dimenziju vektorskih prostora U + V i U ∩ V , gde je
V = L

(
x+ 2x2, x2 + 3x3, x3 + 4x

)
. Da li je prethodna suma direktna?

v) Ako je skalarni proizvod na R4[x] dat sa
1∫

−1

t2p(t)q(t) dt odrediti bazu

dualnog prostora U∗ vektorskog prostora U .

Zadatak A.122. Izraqunati determinantu∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1b1 a1b2 a1b3 . . . a1bn−1 a1bn
a1b2 a2b2 a2b3 . . . a2bn−1 a2bn
a1b3 a2b3 a3b3 . . . a3bn−1 a3bn
...

...
...

. . .
...

...
a1bn−1 a2bn−1 a3bn−1 . . . an−1bn−1 an−1bn
a1bn a2bn a3bn . . . an−1bn anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(koeficijent na mestu (i, j) je jednak amin{i,j}bmax{i,j}).

Zadatak A.123. Date su matrice A =

(
0 2
1 3

)
, B =

(
1 1
4 3

)
i

C =

(
1 2
1 1

)
iz M2 (Z5) i preslikava�e

L : M2 (Z5) −→ M2 (Z5) , LX = AXB + 3(TrX)C.

a) Pokazati da je L linearni operator vektorskog prostora M2 (Z5).
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b) Odrediti matricu ovog operatora u odnosu na bazu{(
1 1
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

v) Da li je operator L invertibilan?

Zadatak A.124. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn+1 = 3xn + yn − zn
yn+1 = 2yn
zn+1 = xn + yn + zn

sa poqetnim uslovima x1 = 1, y1 = 2 i z1 = −2.

Zadatak A.125. Neka je

A =

(
1 0
0 3

)
∈ M2(R) i V =

{
X ∈ M2(R) | X = XT , TrX = 0

}
.

Pokazati da postoji i izraqunati

min
X∈V

Tr
(
(A−X)A

(
AT −XT

))
.

Zadatak A.126. Odrediti kanonski dijagonalni oblik kvadratne forme

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 2x2 − y2 + 2z2 + 4xy − 2xz + 4yz,

kao i bar jednu ortonormiranu bazu u kojoj data forma ima taj dijagonalni
oblik.

A.22 Oktobar 3 2020.

Zadatak A.127. Ispitati da li je podskup U potprostor vektorskog
prostora V i u sluqaju da jeste odrediti bazu i dimenziju U ako je

a) V = R10[x], U = {p ∈ V | deg p neparan} ∪ {O}, gde je O nula-polinom,

b) V = M2(R), U =
{
M ∈ V

∣∣M +MT = 2(TrM)E
}
,

v) V = RN, U =
{
x = (xn)

∞
n=1 ∈ V | x3

12 ⩾ x45

}
.

Zadatak A.128. U zavisnosti od realnog parametra α rexiti sistem
jednaqina

x + y − z = 5
6x + 2y − αz = 11

(α− 2)x + y − 4z = 4
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Zadatak A.129. a) Pokazati da je preslikava�e

L : R4[x] −→ M2(R) Lp =

 p(1) p′′′(0)
1∫

−1

p(t) dt p(2) + p(−2)


linearno.

b) Odrediti jezgro, sliku, rang i defekt preslikava�a L.

v) Odrediti matricu ovog preslikava�a u odnosu na par baza{
1, 1 + 2x, 4− x2, x+ x3

}
i {(

1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
0 1
2 3

)}
.

Zadatak A.130. a) Odrediti sve sopstvene vrednosti i sopstvene

potprostore matrice A =

 4 −2 2
6 −3 4
3 −2 3

.
b) Ispitati da li je matrica A dijagonalnog tipa i ukoliko jeste
odrediti bar po jednu dijagonalnu matricu D i invertibilnu matricu
P takve da je A = PDP−1.

v) Odrediti bar jednu matricu X takvu da je X3 = A.

Zadatak A.131. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p′(1)q′(1)

skalarni proizvod na R3[x].

b) Odrediti jednu ortonormiranu bazu R3[x] u odnosu na ◦.

v) Odrediti rastoja�e polinoma 1− x+ x2 od potprostora
{
1 + x, x2

}⊥
.

Zadatak A.132. Neka je R3[x] euklidski vektorski prostor sa skalarnim
proizvodom iz prethodnog zadatka.

a) Dat je linearni funkcional Φ : R3[x] −→ R, Φp = p(2). Odrediti
polinom f ∈ R3[x] za koji je Φ = f∗.

b) Odrediti adjungovani operator L∗ linearnog operatora

L : R3[x] −→ R, Lp = p+ p′ − p′′.



330 DODATAK A. ZADACI SA ISPITA

A.23 Jun 2021.

Zadatak A.133. a) Ako je A =

(
0 1
1 1

)
pokazati da je preslikava�e

L : R3[x] −→ M2(R) Lp = p(A)

linearno.

b) Odrediti jezgro, sliku, rang i defekt preslikava�a L.

v) Odrediti matricu ovog linearnog preslikava�a u odnosu na par baza{
1− x, x− x2, 1 + x2

}
i

{(
1 1
0 0

)
,

(
2 3
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)
,

(
1 −1
1 −1

)}
.

Zadatak A.134. a) Odrediti skup U svih rexe�a diferencne jednaqine

an+3 − 7an+2 + 15an+1 − 9an = 0.

b) Ako je V skup svih aritmetiqkih nizova iz RN odrediti po jednu bazu
vektorskih prostora U + V i U ∩ V . Da li je prethodna suma direktna?

Zadatak A.135. a) Odrediti �ordanovu normalnu formu matrice

A =


2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 −2 4 0
0 4 0 2 2

.
b) Odrediti sve uopxtene sopstvene potprostore matrice A.

v) Odrediti minimalni polinom matrice A.

g) Odrediti bazu i dimenziju vektorskog prostora L
(
E,A,A2, A3, . . .

)
Zadatak A.136. Dat je linearni operator

L : R3 −→ R3, L(a, b, c) = (a+ c,−a+ 2b+ c, 3a− 2b+ c)

Odrediti jezgro i sliku transponovanog operatora LT .

Zadatak A.137. a) Pokazati da je preslikava�e

⟨·, ·⟩ : C3[x]× C3[x] −→ C,〈
a+ bx+ cx2, e+ fx+ gx2

〉
= ae+ bf + 3cg + iag − ice+ ibg − icf

ermitski proizvod na C3[x].

b) Odrediti jednu ortonormiranu bazu C3[x] u odnosu na ovaj ermitski
proizvod.

v) Odrediti rastoja�e izme�u polinoma 1 + 2x+ 3x2 i 3 + 2x+ x2.



A.24. JUL 2021. 331

A.24 Jul 2021.

Zadatak A.138. a) Pokazati da je
(
RN,✠, •

)
vektorski prostor ako su

operacije zadate sa

(x✠y)n = xn + yn − n i (α • x)n = αxn + (1− α)n,

za sve x, y ∈ RN i sve α ∈ R.

b) Da li je skup svih aritmetiqkih nizova iz RN vektorski potprostor
prostora RN?

Zadatak A.139. Odrediti matricu A takvu da je detA > 0 i

adjA =

 3 1 −1
2 −2 0
1 2 −1

.
Zadatak A.140. a) Odrediti �ordanovu normalnu formu J matrice

A =

 2 −1 1
1 5 −2
0 1 2

, kao i bar jednu invertibilnu matricu P takvu da

va�i A = PJP−1.

b) Izraqunati A2021.

v) Odrediti bar jednu matricu B takvu da va�i A = B2.

Zadatak A.141. Dat je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], (Lp)(x) = 2p(2x)− p′(x)− x(p(0) + p(x)− p(−x)).

a) Odrediti jezgro operatora L. Da li je ovaj operator invertibilan?

b) Da li je operator L simetriqan? (Na R3[x] podrazumevamo standardni

skalarni proizvod p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p′′(0)q′′(0)
4 .)

Zadatak A.142. a) Ako je M =

(
1 1
1 3

)
pokazati da je preslikava�e

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, A ◦B = Tr
(
BTMA

)
.

skalarni proizvod na vektorskom prostoru M2(R).

b) Odrediti ortonormiranu bazu potprostora U =
{
A ∈ M2(R) | AT = A

}
simetriqnih matrica.

v) Da li matrica

(
1 2
0 3

)
zaklapa ve�i ugao sa potprostorom U ili sa

potprostorom U⊥?
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A.25 Septembar 2021.

Zadatak A.143. Neka su L1, L2 : V −→ V linearni operatori vektorskog
prostora V takvi da va�i L1 ◦ L2 = L1 i L2 ◦ L1 = L2. Pokazati da je

a) KerL1 = KerL2,

b) V = KerL1 ⊕ ImL2.

Zadatak A.144. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 . . . 3 3 3 1
6 6 . . . 6 6 2 6
9 9 . . . 9 3 9 9
12 12 . . . 4 12 12 12
...

...
. . .

...
...

...
...

3n− 3 n− 1 . . . 3n− 3 3n− 3 3n− 3 3n− 3
n 3n . . . 3n 3n 3n 3n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.145. a) Odrediti �ordanovu normalnu formu J linearnog
operatora

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = 2p+ (p′(0)− 2p(0))q,

gde je q(x) = 1 + 2x+ x2, kao i bar jednu bazu f vektorskog prostora R3[x]
takvu da va�i [L]f = J .

b) Odrediti linearni operator Ln, za sve n ∈ N, i �egovu matricu u
odnosu na bazu

{
1, x, x2

}
.

Zadatak A.146. a) Pokazati da je preslikava�e

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, A ◦B = Tr
(
ATB

)
+ (TrA)(TrB)

skalarni proizvod na vektorskom prostoru M2(R).

b) Odrediti rastoja�e matrice M =

(
1 2
3 1

)
od potprostora

V =
{
A ∈ M2(R) | AT = A

}
simetriqnih matrica, kao i ugao koji

zaklapaju matrica M i potprostor V ⊥.

v) Odrediti matricu X ∈ M2(R) za koju je X∗ = Tr.

Zadatak A.147. Odrediti sve ortogonalne matrice oblika
1
2 − 1

2
1
2 − 1

2

−
√
3
3

√
3
3 0

√
3
3

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 .
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A.26 Oktobar 2021.

Zadatak A.148. a) U zavisnosti od realnog parametra α odrediti rang
matrice

A =


3 4 2 2
3 17 7 1
1 10 4 α
4 1 1 3

 .

b) Za α = 2 odrediti kanonsku matricu A0 matrice A, kao i
invertibilne matrice P i Q takve da va�i A0 = PAQ.

Zadatak A.149. Neka je Z3
3[x] vektorski prostor polinoma stepena

ma�eg od 3 nad po	em ostataka Z3 = {0, 1, 2}.

a) Pokazati da je preslikava�e

L : Z3
3[x] −→ Z3

3, Lp =
(
p(2), p′(1), p(0)3

)
linearno.

b) Odrediti jezgro, sliku, rang i defekt linearnog preslikava�a L.

v) Odrediti matricu linearnog preslikava�a L u odnosu na par baza{
1 + x, 1 + 2x2, 2 + x+ x2

}
i {(0, 2, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 2)}.

Zadatak A.150. a) Data je matrica A =

 −4 2 −2
2 −7 4
−2 4 −7

. Odrediti
bar po jednu dijagonalnu matricu D i ortogonalnu matricu P takvu da
va�i A = PDPT .

b) Odrediti kanonski dijagonalni oblik kvadratne forme

q : R3 −→ R, q (x1, x2, x3) = −4x2
1 − 7x2

2 − 7x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3,

kao i bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog prostora R3 u kojoj forma
q ima taj oblik.

Zadatak A.151. Pokazati da postoji i izraqunati

min
M∈V

Tr
(
M2 +AM +MAT

)
,

gde je A =

(
1 2
3 4

)
i V =

{
M ∈ M2(R) | M = MT

}
.

Zadatak A.152. a) Pokazati da je

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p(1)q(1)

skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[x].
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b) Odrediti adjungovani operator linearnog operatora L : R3[x] −→ R3[x],
Lp = p+ p′.

v) Da li je linearni operator L ortogonalan?

A.27 Oktobar 2 2021.

Zadatak A.153. a) Pokazati da su V1 = {M ∈ M2(R) | TrM = 0} i
V2 = {M ∈ M2(R) | AM = MA} potprostori vektorskog prostora M2(R),

gde je A =

(
1 2
2 2

)
.

b) Pokazati da V3 =
{
M ∈ M2(R) | (TrM)2 = detM

}
nije potprostor

vektorskog prostora M2(R).

v) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskih prostora V1 + V2 i
V1 ∩ V2.

g) Odrediti bar jedan vektorski potprostor V4 ⩽ M2(R) takav da va�i
V1 ⊕ V4 = M2(R).
Zadatak A.154. U zavisnosti od realnih parametara α i β izraqunati
vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α− β αβ 0 . . . 0 0
1 α+ β αβ . . . 0 0
0 1 α+ β . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . α+ β αβ
0 0 0 . . . 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.155. a) Pokazati da je preslikava�e

L : R3[x] −→ M2(R), Lp =

 p(1) p(1) + p(−1) + 4p(0)

p′
(
1
3

) 1∫
−1

p(t) dt


linearno.

b) Odrediti po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt linearnog
preslikava�a L.

v) Odrediti po jednu bazu jezgra i slike transponovanog preslikava�a LT .

Zadatak A.156. a) Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom
matrice

A =


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

 .
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b) Odrediti normalnu �ordanovu formu J matrice A i bar jednu
invertibilnu matricu P takvu da va�i A = PJP−1.

v) Odrediti matricu B takvu da va�i A = B3.

Zadatak A.157. Neka je V = L (sin, cos, tg) realni vektorski prostor
funkcija.

a) Pokazati da je

◦ : V × V −→ R, f ◦ g = f(0)g(0) + f
(π
4

)
g
(π
4

)
+ f

(
3π

4

)
g

(
3π

4

)
skalarni proizvod na vektorskom prostoru V .

b) Odrediti jednu ortonormiranu bazu vektorskog prostora V .

A.28 Januar 2022.

Zadatak A.158. Ispitati da li je
(
R2, †, •

)
vektorski prostor nad

po	em kompleksnih brojeva ako su operacije zadate sa

(x1, y1) † (x2, y2) = (x1 + x2 + 1, y1 + y2 − 1) ,

α • (x, y) = (xℜα− yℑα+ ℜα+ ℑα− 1, xℑα+ yℜα+ ℑα−ℜα+ 1).

Zadatak A.159. a) Pokazati da je

L : RN −→ RN, (La)n = an+3 − 6an+2 + 12an+1 − 8an

linearni operator vektorskog prostora nizova RN.

b) Odrediti jezgro linearnog operatora L.

Zadatak A.160. a) Odrediti matricu linearnog preslikava�a

L : M2(R) −→ R3, L

(
a b
c d

)
= (3a−b+5c+2d, a+b+3c−2d, 2a−4b+8d)

odnosu na par baza{(
1 1
0 −1

)
,

(
0 2
1 2

)
,

(
3 0
0 1

)
,

(
−1 1
1 0

)}
i

{(0, 2,−5), (2, 1, 4), (1, 3,−6)}.

b) Neka je M ◦N = Tr

(
M

(
1 1
1 3

)
NT

)
skalarni proizvod na vektorskom

prostoru M2(R). Odrediti matrice A,B,C ∈ M2(R) takve da va�i
LM = (A∗M,B∗M,C∗M), za sve M ∈ M2(R), gde ∗ oznaqava dualni vektor.
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Zadatak A.161. a) Pokazati da je

◦ : R4[x]×R4[x] −→ R, f ◦g = p(0)q(0)+p′(0)q′(0)+p′′(0)q′′(0)+p(1)q(1)

skalarni proizvod na vektorskom prostoru R4[x].

b) Da li polinom p(x) = 2− x− x2 zaklapa ve�i ugao sa potprostorom

V =
{
q ∈ R4[x]

∣∣ q(1) + q(−1) = 0
}

ili sa potprostorom V ⊥?

Zadatak A.162. Odrediti kanonski dijagonalni oblik kvadratne forme

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 2z2 − 8xy − 4xz + 4yz,

kao i bar jednu ortonormiranu bazu u kojoj data forma ima taj dijagonalni
oblik.

A.29 Jun 2022.

Zadatak A.163. a) Pokazati da su

U =
{
a ∈ RN | a1 = 4a2 = −2a3

}
,

V =
{
a ∈ RN | a je aritmetiqki niz

}
,

W =
{
a ∈ RN | (∀n ∈ N) an+4 = an

}
potprostori vektorskog prostora RN svih realnih nizova.

b) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskog potprostora
(U ∩ V ) +W . Da li je prethodna suma direktna?

v) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju anihilatora U⊥.

Zadatak A.164. a) Pokazati da je preslikava�e

L : R3[x] −→ R3, Lp = (p(−1), p(3), p′(2)− p′′(1))

linearno.

b) Odrediti bar po jednu bazu jezgra i slike, kao i rang i defekt linearnog
preslikava�a L.

v) Odrediti matricu linearnog preslikava�a L u odnosu na par baza{
2− x, 1 + 2x− x2,−2− 3x+ x2

}
i {(1, 3, 1), (1,−2,−1), (5, 6, 1)}.
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Zadatak A.165. a) Odrediti �ordanovu formu J matrice

A =

 3 0 0
0 4 −1
0 1 2

, kao i bar jednu invertibilnu matricu P takvu da

va�i A = PJP−1.

b) Odrediti bar jednu matricu B takvu da va�i B2 = A.

Zadatak A.166. a) Pokazati da je

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, A ◦B = Tr
(
AB +BA+ 3ABT

)
skalarni proizvod na vektorskom prostoru M2(R).

b) Odrediti bar po jednu ortonormiranu bazu vektorskog potprostora
V = {A ∈ M2(R) | TrA = 0} i �egove ortogonalne dopune V ⊥.

v) Pokazati da za sve matrice A ∈ M2(R) va�i

(TrA)2 ⩽
2

5
Tr
(
2A2 + 3AAT

)
.

Zadatak A.167. Neka je M2(R) euklidski vektorski prostor sa
skalarnim proizvodom iz prethodnog zadatka.

a) Dat je linearni funkcional

Φ : M2(R) −→ R, Φ

(
a b
c d

)
= a+ 2b+ 3c+ 5d.

Odrediti matricu M ∈ M2(R) takvu da va�i ΦA = A ◦ M , za sve
A ∈ M2(R).

b) Da li je linearni operator

L : M2(R) −→ M2(R), LA = A− (TrA)E.

simetriqan?

A.30 Jul 2022.

Zadatak A.168. a) Odrediti matricu prelaska sa baze
e = {(2, 3, 0), (5,−1,−1), (−1, 3, 2)} na bazu e′ = {(−1, 12, 6), (8, 8, 1), (11, 4, 0)}
vektorskog prostora R3, kao i matricu prelaska sa
baze f =

{
1 + 2x− x2, −1 + 3x+ x2, 2 + 4x+ x2

}
na bazu

f ′ =
{
5 + 5x− 2x2, 5x+ 6x2, 1 + 2x+ 2x2

}
vektorskog prostora R3[x].

b) Neka je L : R3 −→ R3[x] linearno preslikava�e takvo da va�i

[L]e,f =

 2 0 4
−5 2 −1
2 −5 3

. Odrediti matricu [L]e′,f ′ .
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Zadatak A.169. a) Odrediti �ordanovu formu linearnog operatora

L : M2(R) −→ M2(R), LX = A(AX)T , gde je A =

(
1 0
3 1

)
.

b) Odrediti sve uopxtene sopstvene potprostore linearnog operatora
L.

v) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskog prostora
L
(
1, L, L2, . . . , L2022

)
, gde je 1 : M2(R) −→ M2(R) identiqki operator.

Zadatak A.170. a) Pokazati da je

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q =

1∫
0

p(
√
t)q(

√
t) dt

skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[x].

b) Odrediti rastoja�e od polinoma x2 do vektorskog potprostora(
R2[x]

)⊥
.

v) Da li polinom x2 zahvata ve�i ugao sa potprostorom R2[x] ili sa

potprostorom
(
R2[x]

)⊥
?

Zadatak A.171. Pokazati da je za sve realne parametre α i β matrica

A =


cosα sinα sinβ − sinα cosβ

− sinα
2

cosα sin β+
√
3 cos β

2
− cosα cos β+

√
3 sin β

2√
3 sinα
2

−
√
3 cosα sin β+cos β

2

√
3 cosα cos β+sin β

2


ortogonalna.

A.31 Septembar 2022.

Zadatak A.172. Neka je V =
{
a ∈ RN

∣∣ a1 > 0
}

skup svih realnih
nizova qiji je prvi qlan strogo pozitivan. Ispitati da li je (V,⊞,⊡)
vektorski prostor ako su operacije zadate sa

(a⊞ b)1 = a1b1 i (a⊞ b)n = anb1 + a1bn, za sve n ⩾ 2

i

(α⊡ a)1 = aα1 i (α⊡ a)n = αana
α−1
1 , za sve n ⩾ 2.
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Zadatak A.173. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 . . . 1 1
2n 2n−1 0 0 . . . 0 0
3n 3n 3n−1 0 . . . 0 0
4n 4n 4n 4n−1 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

(n− 1)n (n− 1)n (n− 1)n (n− 1)n . . . (n− 1)n−1 0
nn nn nn nn . . . nn nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.174. a) Pokazati da je

L : M2(R) −→ M2(R), LX = AX +XT , gde je A =

(
1 2
0 1

)
,

linearni operator vektorskog prostora M2(R).

b) Odrediti jezgro, sliku, rang i defekt operatora L.

v) Odrediti matricu operatora L u odnosu na bazu{(
1 1
1 1

)
,

(
0 1
0 1

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

g) Odrediti LT Tr.

Zadatak A.175. Neka je V = L (cos, sin, 1) potprostor funkcija.

a) Pokazati da je

◦ : V × V −→ R, f ◦ g = f(0)g(0) + f ′(0)g′(0) + f
(π
2

)
g
(π
2

)
skalarni proizvod na vektorskom prostoru V .

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog prostora V .

v) Odrediti ugao koji vektor 1 zaklapa sa potprostorom L (cos, sin).

Zadatak A.176. Neka je A =

(
1 0 1
1 1 0

)
. Odrediti bar po jednu

matricu D oblika

(
∗ 0 0
0 ∗ 0

)
i ortogonalne matrice P i Q takve da

va�i A = PDQT .

A.32 Oktobar 2022.

Zadatak A.177. a) U zavisnosti od realnog parametra λ odrediti rang

matrice A =

 1 1 4 1
2 3 λ+ 5 1
λ 3 3λ+ 1 2λ− 3

.
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b) Za λ = 5 odrediti kanonsku matricu A0 matrice A, i bar po jednu
invertibilnu matricu P i Q takve da va�i A0 = PAQ.

v) Neka je λ = 5 i L : R4 −→ R3 linearno preslikava�e takvo da je
[L]e,f = A, gde su e i f kanonske baze vektorskih prostora R4 i R3, redom.
Odrediti bar jedan par baza e′ i f ′ vektorskih prostora R4 i R3, redom,
takav da va�i [L]e′,f ′ = A0.

Zadatak A.178. a) Pokazati da je

L : RN → RN, (La)n = an+3 − 5an+2 +8an+1 − 4an, za sve n ∈ N,

linearni operator vektorskog prostora RN.

b) Odrediti jezgro U linearnog operatora L.

v) Ako je V skup svih aritmetiqkih nizova iz RN odrediti po jednu bazu
U ∩ V i U + V . Da li je prethodna suma direktna?

Zadatak A.179. Dat je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], Lp = (p(1)− 2p(0))q +
p′(0)

4
(q′′ + 2q′),

gde je q(x) = 1− x+ x2.Ispitati da li je operator L

a) nilpotentan,

b) normalan (u odnosu na standardni skalarni proizvod na R3[x]).

Zadatak A.180. Dato je preslikava�e

◦ : M2(R)×M2(R) −→ R, M ◦N = Tr
(
MANT +MTAN

)
,

gde je A =

(
1 1
1 1

)
.

a) Pokazati da ◦ nije skalarni proizvod na M2(R).

b) Neka je V =

{(
a b
−b c

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R
}
. Pokazati da je preslikava�e ◦

(tj. �egova restrikcija na V ) skalarni proizvod na vektorskom prostoru
V .

v) Odrediti ugao koji vektor v =

(
1 2
−2 3

)
∈ V zaklapa sa

potprostorom U = {M ∈ V | TrM = 0} ⩽ V .

Zadatak A.181. Neka je A =

 1 2 2
2 1 2
2 2 1

.
a) Odrediti bar po jednu ortogonalnu matricu P i dijagonalnu matricu
D takve da va�i A = PDPT .
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b) Izraqunati An, za sve n ∈ N.

v) Odrediti kanonski dijagonalni oblik i signaturu kvadratne forme

q(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 4xy + 4xz + 4yz.

A.33 Januar 2023.

Zadatak A.182. a) Pokazati da je
(
RR,⊞,⊡

)
vektorski prostor ako su

operacije zadate sa

(f ⊞ g)(x) = f(x) + g(x)− x, (α⊡ f)(x) = αf(x)− αx+ x.

b) Pokazati da je V =
{
f ∈ RR

∣∣ f(1) = 1
}

vektorski potprostor
prostora RR.

Zadatak A.183. a) Pokazati da je

L : C2 −→ C2, L(a, b) =
(
2a+ (1 + i)b, (1− i)a− b

)
.

R-linearni operator, ali nije C-linearni operator.

b) Odrediti jezgro, sliku, rang i defekt R-linearnog operatora L.

v) Odrediti po jednu bazu vektorskih prostora KerL∩ImL i KerL+ImL.

Zadatak A.184. Izraqunati vrednost determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 9 0 0 . . . 0 0
1 6 9 0 . . . 0 0
0 1 6 9 . . . 0 0
0 0 1 6 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 6 9
0 0 0 0 . . . 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zadatak A.185. a) Odrediti �ordanovu formu J matrice

A =


2 0 1 0 −1 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 5 0 −9
2 0 1 0 3 0
0 0 0 1 0 −1

 .

b) Izraqunati J2023.
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Zadatak A.186. a) Pokazati da je

◦ : R3[x]× R3[x] −→ R, p ◦ q = p(1)q(1) + 3

1∫
0

p′(t)q′(t) dt.

skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[x].

b) Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu vektorskog prostora R3[x].

v) Odrediti ortogonalnu dopunu vektorskog potprostora L
(
1 + x, x2

)
.

Zadatak A.187. Pokazati da je linearni operator

L : R3[x] −→ R3[x], L
(
a+ bx+ cx2

)
= −b− ax+ (a+ b+ c)x2

simetriqan, pri qemu na R3[x] podrazumevamo skalarni proizvod iz
prethodnog zadatka.
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