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Dejstvo grupe na skup

1.1 Teorijski uvod

Definicija Neka je G grupa i S skup. Dejstvo grupe G na skup S je

preslikava�e · : G× S −→ S, koje zadovo	ava dve aksiome:

1. e · x = x, za sve x ∈ S,

2. (gh) · x = g · (h · x), za sve g, h ∈ G i sve x ∈ S.

(Ovde je g · x oznaka za ·(g, x).)
Ako G deluje na skup S, pixemo G 	 S, i ka�emo da je S jedan

G-skup.

Tvr�e�e 1 Neka G 	 S. Tada:

1. g · x = y ako i samo ako x = g−1 · y;

2. preslikava�e g· : S −→ S, dato sa x 7→ g · x, je permutacija skupa
S;

3. preslikava�e φ : S −→ Sym(S), dato sa φ(g) = g·, je homomor-

fizam grupa.

Obratno, ako je φ : G −→ Sym(S) neki homomorfizam grupa, tada je sa

g · x = φ(g)(x) definisano jedno dejstvo G 	 S.

Dakle, postoji prirodna bijektivna korespodencija izme�u skupa

svih razliqitih dejstava grupe G na skupu S i skupa svih homomor-

fizama iz G u Sym(S), gde je Sym(S) grupa svih bijektivnih preslika-
va�a iz S u S.

Definicija Neka G 	 S. Orbita elementa x ∈ S je skup O(x) =
{g · x | g ∈ G} ⊆ S. Kardinalnost orbite |O(x)|, zovemo red orbite.

Skup svih orbita oznaqavamo sa S/G.

1
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Tvr�e�e 2 Neka G 	 S. Definiximo na S relaciju ∼ sa: x ∼ y ako
i samo ako postoji g ∈ G tako da g · x = y. Tada:

1. ∼ je ekvivalencija na skupu S;

2. klasa ekvivalencije elementa x je x/ ∼= O(x);

3. S/G je particija skupa S.

4. (Klasna jednakost)Ako je S konaqan skup i T skup predstavnika

particije S/G, tada |S| =
∑
x∈T
|O(x)|.

Definicija Neka G 	 S. Stabilizator elementa x ∈ S je skup

Stab(x) = {g ∈ G | g · x = x} ⊆ G.

Tvr�e�e 3 Neka G 	 S, i neka je x ∈ S proizvo	no. Tada:

1. Stab(x) ≤ G;

2. dode	iva�e g·x 7→ g Stab(x) je dobro definisana bijekcijaO(x) −→
G/Stab(x) (G/Stab(x) je oznaka za skup levih koseta podgrupe

Stab(x));

3. |G : Stab(x)| = |O(x)|;

4. ako je G konaqna, |G| = |Stab(x)| · |O(x)|. Odavde specijalno va�i
da red orbite deli red grupe.

Definicija Neka G 	 S. Fiksni skup elementa g ∈ G je skup

Fix(g) = {x ∈ S | g · x = x} ⊆ S.

Tvr�e�e 4 (Bernsajdova lema) Neka je G konaqna grupa i G 	 S.

Tada |S/G| = 1

|G|
∑
g∈G
|Fix(g)|.

Definicija Neka grupa G dejstvuje na skupovima X i Y . Za pres-

likava�e φ : X −→ Y ka�emo da je homomorfizam G-skupova ako ono

komutira sa dejstvom grupe G, tj. ako za svako g ∈ G i x ∈ X va�i

φ(g · x) = g · φ(x). Ako je φ i bijektivno, zovemo ga izomorfizam G-
skupova.

Definicija Dejstvo G 	 S je tranzitivno ako postoji x ∈ S tako

da za svako y ∈ S postoji g ∈ G tako da va�i y = g · x. Ekvivalentno,
|S/G| = 1. Ekvivalentno, za sve x ∈ S i sve y ∈ S postoji g ∈ G tako da

y = g · x.
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Definicija DejstvoG 	 S je duplo tranzitivno ako postoje x1, x2 ∈
S, x1 6= x2, tako da za sve y1, y2 ∈ S, y1 6= y2, postoji g ∈ G tako da va�i

y1 = g · x1 i y2 = g · x2. Ekvivalentno, za sve x1, x2 ∈ S, x1 6= x2, i sve

y1, y2 ∈ S, y1 6= y2, postoji g ∈ G tako da y1 = g · x1 i y2 = g · x2.
Duplo tranzitivno dejstvo je naravno i tranzitivno.

1.2 Rexeni zadaci

1. Oznaqimo sa H = {z = x + iy | x ∈ R, y ∈ R>0} ⊆ C takozvanu

gor�u poluravan. Dokazati da je sa

(γ, z) 7→ γ · z =
az + b

cz + d
, gde je γ =

[
a b
c d

]
∈ SL2(R), (1.1)

zadato jedno dejstvo specijalne linearne grupe SL2(R) na H.

Rexe�e. Najpre transformiximo

az + b

cz + d
=

(az + b)(cz + d)

|cz + d|2
=
ac|z|2 + bd+ (ad+ bc)x+ i(ad− bc)y

|cz + d|2
,

pa za z ∈ H, za koje je dakle =(z) = y > 0, va�i

=
(
az + b

cz + d

)
=

y

|cz + d|2
> 0,

tj. γ · z ∈ H, za svako γ ∈ SL2(R). Drugim reqima, sa (1.1) je dobro

definisano jedno preslikava�e iz SL2(R)×H u H.

Sada proveravamo dve aksiome dejstva. Za neutral γ =

[
1 0
0 1

]
i

proizvo	nu taqku z ∈ H imamo da je

[
1 0
0 1

]
· z = 1z+0

0z+1 = z, pa va�i

prva aksioma.

Neka su sada γ =

[
a b
c d

]
i γ1 =

[
a1 b1
c1 d1

]
dve proizvo	ne ma-

trice iz grupe SL2(Z) i z ∈ H proizvo	na taqka u gor�oj poluravni.

Direktno raqunamo

γ · (γ1 · z) =

[
a b
c d

]
· a1z + b1
c1z + d1

=
aa1z+b1c1z+d1

+ b

ca1z+b1c1z+d1
+ d

=
(aa1 + bc1)z + ab1 + bd1
(ca1 + dc1)z + cb1 + dd1

=

[
aa1 + bc1 ab1 + bd1
ca1 + dc1 cb1 + dd1

]
· z

=

([
a b
c d

] [
a1 b1
c1 d1

])
· z = (γγ1) · z,

xto znaqi da va�i i druga aksioma.
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2. Neka je V vektorski prostor nad po	em F . Onda multiplika-

tivna grupa F× po	a F deluje na V skalarnim mno�e�em.

Rexe�e. Dakle preslikava�e F× × V −→ V je dato sa x · v = xv, gde
je na desnoj strani mno�e�e vektora v ∈ V skalarom x u F -vektorskom
prostoru V . Onda za v ∈ V , x, y ∈ F×, formule

1 · v = 1v = v i (xy) · v = (xy)v = x(yv) = x · (y · v)

slede iz aksioma vektorskog prostora, pa F× 	 V .

3. Neka je Q = {aX2 + bXY + cY 2 | a, b, c ∈ Z} skup svih binarnih

kvadratnih formi (homogenih polinoma stepena 2, sa dve neodre�ene

X i Y ) sa koeficijentima u prstenu Z. Ako za γ =

[
t u
v w

]
∈ SL2(Z)

i kvadratnu formu q(X,Y ) = aX2 + bXY + cY 2 definixemo

(γ · q)(X,Y ) = q([X,Y ]γ) = q(tX + vY, uX + wY ),

dokazati da je · jedno dejstvo grupe SL2(Z) na skup Q.
Neka je Qd = {aX2 + bXY + cY 2 | a, b, c ∈ Z, b2 − 4ac = d} ⊆ Q

skup svih binarnih kvadratnih formi diskriminante b2−4ac jednake
nekom fiksiranom d ∈ Z. Dokazati da je restrikcija preslikava�a

· : SL2(Z)×Q −→ Q na SL2(Z)×Qd jedno dejstvo grupe SL2(Z) na skup
Qd.

Rexe�e. Najpre, q(tX + vY, uX + wY ) je jednako

= a(tX + vY )2 + b(tX + vY )(uX + wY ) + c(uX + wY )2

= (at2+btu+cu2)X2+(2atv+btw+buv+2cuw)XY +(av2+bvw+cw2)Y 2,
(1.2)

xto je tako�e jedna binarna kvadratna forma sa celobrojnim koefici-

jentima, tj. element iz Q.
Proverimo prvu aksiomu dejstva: za proizvo	nu kvadratnu formu

q ∈ Q imamo([
1 0
0 1

]
· q
)

(X,Y ) = q([X,Y ]

[
1 0
0 1

]
) = q(X,Y ),

tj. va�i da je

[
1 0
0 1

]
· q = q, za sve q.

Neka su γ i γ1 dve proizvo	ne matrice iz SL2(Z). Onda je

((γγ1) · q)(X,Y ) = q([X,Y ](γγ1)) = q([X,Y ]γγ1)

= (γ1 · q)([X,Y ]γ) = (γ · (γ1 · q))(X,Y ),
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pa va�i i druga aksioma.

Za drugi deo zadatka, dovo	no je pokazati da je γ · q ∈ Qd, za

proizvo	ne γ =

[
t u
v w

]
∈ SL2(Z) i q ∈ Qd, jer aksiome dejstva au-

tomacki va�e. Me�utim, iz (1.2) vidimo da je diskriminanta kvadratne

forme (γ · q)(X,Y ) data sa

(2atv + btw + buv + 2cuw)2 − 4(at2 + btu+ cu2)(av2 + bvw + cw2)

= (b2 − 4ac)(t2w2 + u2v2 − 2tuvw) = d(tw − uv)2 = d,

jer je diskriminanta od q jednaka b2 − 4ac = d, a det(γ) = 1.

4. Dokazati Tvr�e�e 1.

Rexe�e. Neka G 	 S.

1. Ako je g · x = y, tada je g−1 · (g · x) = g−1 · y. Po drugoj aksiomi je

da	e (g−1g) · x = g−1 · y, tj. e · x = g−1 · y, odakle na osnovu prve

aksiome va�i x = g−1 · y.

Analogno, ako je x = g−1 · y, tada je g · x = g · (g−1 · y). Na osnovu
druge aksiome je g ·x = (gg−1) · y, tj. g ·x = e · y, odakle je po prvoj
aksiomi g · x = y.

2. Doka�imo da je preslikava�e g· 1-1. Ako je g ·x1 = g ·x2, tada je,
koriste�i aksiome 2 i 1, redom, x1 = g−1 · (g · x2) = (g−1g) · x2 =
e · x2 = x2.

Kako je za svako y taqno g−1·y = g−1·y, prema 1. va�i g·(g−1·y) = y,
xto pokazuje da je g· na.

3. Prema 2, φ : G −→ Sym(S) je dobro definisana funkcija. Primetite
da za sve g, h ∈ G i sve x ∈ S va�i φ(gh)(x) = (gh) ·x = g · (h ·x) =
g · (φ(h)(x)) = φ(g)(φ(h)(x)) = (φ(g) ◦ φ(h))(x), odakle je φ(gh) =
φ(g) ◦ φ(h), xto dokazuje da je φ homomorfizam grupa.

4. Neka je φ : G −→ Sym(S) homomorfizam grupa, i neka je g · x =
φ(g)(x). Doka�imo da ovo jeste dejstvo. Najpre, e · x = φ(e)(x) =
idS(x) = x, gde je idS identiqka permutacija na S, a φ(e) = idS jer

je φ homomorfizam. Tako�e, (gh) ·x = φ(gh)(x) = (φ(g)◦φ(h))(x) =
φ(g)(φ(h)(x)) = φ(g)(h · x) = g · (h · x). Dakle, obe aksiome su

ispu�ene.

5. Dokazati Tvr�e�e 2.
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Rexe�e. Neka G 	 S i neka je na S: x ∼ y ako i samo ako postoji

g ∈ G tako da g · x = y.

1. ∼ je refleksivna jer je e · x = x, za sve x. Ako je g · x = y, tada je
g−1 · y = x, xto dokazuje simetriqnost relacije ∼. Konaqno, ako
je g · x = y i h · y = z, tada je (hg) · x = h · (g · x) = h · y = z, odakle
sledi tranzitivnost relacije ∼.

2. Primetite da y ∈ x/ ∼ ako i samo ako x ∼ y, xto va�i ako i

samo ako postoji g ∈ G tako da g · x = y, tj. ako i samo ako

y ∈ {g · x | g ∈ G} = O(x).

3. Prema 2. je S/G = S/ ∼, a koliqniqki skup ekvivalencije je uvek

particija.

4. Ako je T skup predstavnika particije S/G, tada je S =
⊔
x∈T
O(x),

pa ako je S konaqan, tada je |S| =
∑
x∈T
|O(x)|.

6. Dokazati Tvr�e�e 3.

Rexe�e. Neka G 	 S.

1. Kako je e · x = x, to e ∈ Stab(x). Ako g ∈ Stab(x), tj. ako g · x = x,
tada je x = g−1 ·x, pa i g−1 ∈ Stab(x). Konaqno, ako g, h ∈ Stab(x),
tada (gh) · x = g · (h · x) = g · x = x, odakle gh ∈ Stab(x). Dakle,
Stab(x) ≤ G.

2. Doka�imo najpre da je dode	iva�e g · x 7→ gStab(x) dobro defin-
isano, tj. ako je g1 ·x = g2 ·x tada je i g1Stab(x) = g2Stab(x). Neka
je g1 · x = g2 · x. Tada (g−12 g1) · x = x, tj. g−12 g1 ∈ Stab(x), pa je

g−12 g1Stab(x) = Stab(x), odakle je g1Stab(x) = g2Stab(x).

Ako je g1Stab(x) = g2Stab(x), tada je g−12 g1Stab(x) = Stab(x), pa
g−12 g1 ∈ Stab(x). Tada (g−12 g1) ·x = x, tj. g1 ·x = g2 ·x, xto dokazuje
da je dato dode	iva�e 1-1.

Konaqno u koset gStab(x) se slika element g · x ∈ O(x), odakle
sledi da je dode	iva�e na.

3. Prema 2. va�i |G/Stab(x)| = |O(x)|, a po definiciji je |G :
Stab(x)| = |G/Stab(x)|.

4. Ako je G konaqna, tada je |G| = |Stab(x)| · |G : Stab(x)|, pa je prema
3. |G| = |Stab(x)| · |O(x)|.
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7. Opisati orbitu i stabilizator matrice A =

[
1 0
0 2

]
pri dejstvu

ko�ugacijom u grupi GL(2,R). Koliko elemenata ima orbita matrice

A pri dejstvu ko�ugacijom u GL(2,F3)?

Rexe�e. Neka je X =

[
a b
c d

]
∈ GL(R), tj. determinanta ad−bc 6= 0.

Tada je X−1 = 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]
i:

X ·A = XAX−1 =
1

ad− bc

[
a b
c d

] [
1 0
0 2

] [
d −b
−c a

]
=

=
1

ad− bc

[
a 2b
c 2d

] [
d −b
−c a

]
=

1

ad− bc

[
ad− 2bc ab
−cd 2ad− bc

]
.

Odredimo Stab(A). Matrica X je u Stab(A) ako i samo ako X ·A = A,
tj.

1

ad− bc

[
ad− 2bc ab
−cd 2ad− bc

]
=

[
1 0
0 2

]
.

Odavde imamo da je ad−2bc = ad− bc, ab = cd = 0 i 2ad− bc = 2ad−2bc.
Prva i tre�a jednaqina se svode na bc = 0, pa kako ad−bc 6= 0, to ad 6= 0,
i a 6= 0, d 6= 0. Iz ab = cd = 0 da	e sledi b = c = 0. Dakle,

Stab(A) =

{[
a 0
0 d

]∣∣∣∣ a, d ∈ R, a 6= 0, d 6= 0

}
.

Orbita je skup O(A) = {X · A | X ∈ GL(R)} = {XAX−1 | X ∈
GL(R)}. Setimo se iz linearne algebre da ko�ugova�e quva trag i

determinantu matrice, tj. za svako X ∈ GL(R) va�i tr(XAX−1) =
tr(A) = 3 i det(XAX−1) = det(A) = 2. Dakle, O(A) ⊆ {B | tr(B) =
3, det(B) = 2}. Doka�imo da u konkretnom sluqaju va�i i obratno.

Neka je B =

[
x y
u v

]
, takva da je tr(B) = x + v = 3 i det(B) =

xv − uy = 2. Karakteristiqni polinom matrice B je tada χB(x) =
x2 − tr(B)x + det(B) = x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2). Kako je karakter-

istiqni polinom proizvod linearnih faktora, to je on jednak mini-

malnom polinomu matrice B, pa kako je minimalni polinom proizvod

linearnih faktora, to je matrica B dijagonalizabilna, i dijagonalna

matrica kojoj je B ko�ugovna na dijagonali ima sopstvene vrednosti 1
i 2, xto �e re�i to je bax A. Dakle, postoji matrica X ∈ GL(R) takva
da je X−1BX = A, pa je B = XAX−1, odakle B ∈ O(A).

Dakle, orbita je O(A) = {B | tr(B) = 3, det(B) = 2}. Qitalac sam

mo�e da	e da opixe O(A).
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Posmatrajmo sada dejstvo grupe GL(F3) na matricu A. Raqun je

potpuno isti, pa prema tome:

Stab(A) =

{[
a 0
0 d

]∣∣∣∣ a, d ∈ F3, a 6= 0, d 6= 0

}
i

O(A) = {B ∈ M2(F3) | tr(B) = 3 = 0, det(B) = 2}.

Nas zanima koliko je |O(A)|. Broj elemenata |O(A)| mo�emo izraqu-
nati na dva naqina. Prvi je da elementarno opixemo matrice nad F3

qiji je trag jednak 0, a determinanta jednaka 2 (xto je lako i ostav	amo
qitaocu).

Drugi naqin je da se setimo da va�i formula |GL(F3)| = |O(A)| ·
|Stab(A)|. Oqigledno |Stab(A)| = 4. Grupa GL(F3) ima 48 elemenata,

xto nije texko proveriti i ostav	amo qitaocu da to uradi. Prema

tome |O(A)| = 12.

8. Neka je G konaqna grupa i H i K neke �ene dve proizvo	ne

podgrupe. Dokazati da je onda

|HK| · |H ∩K| = |H| · |K|.

Rexe�e. Neka je X = {Hg | g ∈ G} skup desnih koseta podgrupe H.

Onda podgrupa K deluje na X preslikava�em definisanim za k ∈ K i

g ∈ G, sa
k · (Hg) = Hgk−1.

Ovo je dejstvo, jer je e · (Hg) = Hge−1 = Hge = Hg i za proizvo	ne

k, k1 ∈ K imamo (kk1) · (Hg) = Hg(kk1)
−1 = Hgk−11 k−1 = k · (Hgk−11 ) =

k · (k1 · (Hg)).
Orbita O(H) koseta H = He ∈ X pri ovom dejstvu je jednaka

{Hk−1 : k ∈ K} = {Hk : k ∈ K}. Dakle, unija svih elemenata koji

pripadaju nekom kosetu iz orbite O(H) je taqno skup HK, a kako svaki

koset Hk ima |H| elemenata, zak	uqujemo da je |HK| = |O(H)| · |H|.
Sa druge strane, stabilizator elementa H je Stab(H) = {k ∈ K | k ·

H = H}. Kako je k ·H = H ⇔ Hk−1 = H ⇔ k−1 ∈ HH = H ⇔ k ∈ H,

zak	uqujemo da je Stab(H) = H∩K. Sada na osnovu Tvr�e�a 3 o orbiti

i stabilizatoru, dobijamo da je

|O(H)| = |K|
|Stab(H)|

=
|K|

|H ∩K|
,

xto zajedno sa zak	uqkom prethodnog paragrafa daje tra�enu jednakost.

Napomena: Zadatak se mogao rexiti i posmatra�em dejstva pod-

grupe H na skup levih koseta Y = {gK | g ∈ G} podgrupe K. Onda

je dejstvo definisano sa h · gK = (hg)K, za h ∈ H i gK ∈ Y . Neka



1.2. REXENI ZADACI 9

qitalac proveri deta	e i razmisli zaxto su ova dejstva definisana

na razliqite naqine.

Zadatak smo mogli da reximo i koriste�i tre�e dejstvo. Direktni

proizvod H × K deluje na skup HK na slede�i naqin: za x ∈ HK i

(h, k) ∈ H × K, (h, k) · x = hxk−1. Dokazati da je i ovo jedno dobro

definisano dejstvo i da Tvr�e�e o orbiti i stabilizatoru prime�eno

na taqku e = ee ∈ HK vodi do iste formule.

9. Dokazati Tvr�e�e 4.

Rexe�e. Neka je G konaqna grupa i neka G 	 S. Uoqimo skup A =

{(g, x) ∈ G× S | g · x = x}. Primetimo da je
⋃
g∈G
{g} × Fix(g) = A, kao i

da je
⋃
x∈S

Stab(x)× {x} = A. Odatle je

∑
g∈G
|Fix(g)| = |A| =

∑
x∈S
|Stab(x)|.

Da	e je prema Tvr�e�u 3∑
x∈S
|Stab(x)| =

∑
x∈S

|G|
|O(x)|

= |G|
∑
x∈S

1

|O(x)|
.

Ostaje da doka�emo da je
∑
x∈S

1

|O(x)|
= |S/G|.

Kako orbite qine particiju skupa S, to je∑
x∈S

1

|O(x)|
=

∑
O∈S/G

∑
x∈O

1

|O(x)|
=

∑
O∈S/G

∑
x∈O

1

|O|
=

∑
O∈S/G

1 = |S/G|.

10. Na koliko naqina se mogu obojiti temena pravilnog p-tougla
(p je prost broj) sa n boja, ako dva boje�a smatramo istim ako rotaci-

jom jednog obojenog p-tougla dobijamo drugi. Dokazati Malu Fermaovu

teoremu: np =p n, a ako p - n tada np−1 =p 1.

Rexe�e. Oznaqimo temena p-tougla i uoqimo skup svih boje�a S =
{(a0, a1, . . . , ap−1) | 1 ≤ ai ≤ n}. (Ovo znaqi da je i-to teme obojeno bojom
a1.) Uoqimo da	e dejstvo grupe Z/pZ na skup S, dato na oqigledan

naqin: k · (a0, a1, . . . , ap−1) = (a0+k, a1+k, . . . , ap−1+k), gde je sabira�e u
indeksu po modulu p. Dakle, element k ∈ Z/pZ rotira p-tougao za ugao
2kπ/p. Prema tome, dva boje�a su ista ako i samo ako su u istoj orbiti
ovog dejstva, tj. razliqitih boje�a ima koliko i orbita ovog dejstva.

Prema Bernsajdovoj lemi je |S/(Z/pZ)| = 1

|Z/pZ|

p−1∑
k=0

|Fix(k)|.
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Element 0 ∈ Z/pZfiksira svako boje�e, pa je Fix(0) = S, tj. |Fix(0)| =
np.

Neka je 1 ≤ k ≤ p− 1. Primetite da je tada k generator grupe Z/pZ,
pa je {0, k, 2k, . . . , (p − 1)k} = {0, 1, . . . , p − 1}, po modulu p. Element

(a0, . . . , ap−1) ∈ Fix(k) ako i samo ako (a0+k, . . . , ap−1+k) = (a0, . . . , ap−1),
odakle je a0 = a0+k = a0+2k = a0+3k = . . . = a0+(p−1)k, pa prema prethod-
nom zapa�a�u va�i a0 = a1 = a2 = . . . = ap−1. Dakle, Fix(k) =
{(a, a, . . . , a) | 1 ≤ a ≤ n}, tj. |Fix(k)| = n.

Dakle, |S/Z/pZ| = 1

p
(np + (p− 1)n).

Specijalno to znaqi da p | np + (p− 1)n. Tada je np = np + (p− 1)n−
(p − 1)n =p n, ili p | np − n. Ako p - n, tada iz p | n(np−1 − 1) sledi
p | np−1 − 1, ili np−1 =p 1.

11. Neka je G konaqna grupa i neka je p prost broj takav da p | |G|.
Uoqimo skup S = {(a0, a1, . . . , ap−1) ∈ Gp | a0a1 . . . ap−1 = e}. Neka je

k · (a0, a1, . . . , ap−1) = (ak, a1+k, . . . , ap−1+k), za k ∈ Z/pZ, gde je sabira�e
u indeksima po modulu p. Dokazati da je ovim definisano dejstvo grupe

Z/pZ na skup S. Odrediti orbite ovog dejstva.

Dokazati Koxijevu lemu: u grupi G postoji element reda p.

Rexe�e. Ako k ∈ Z/pZ i (a0, a1, . . . , ap−1) ∈ S, doka�imo najpre da k ·
(a0, a1, . . . , ap−1) ∈ S. Kako (a0, a1, . . . , ap−1) ∈ S, to a0a1 . . . ak−1ak . . . ap−1 =
e, pa je ak . . . ap−1 = (a0a1 . . . ak−1)

−1, odakle je ak . . . ap−1a0a1 . . . ak−1 =
e, pa je (ak, a1+k, . . . , ap−1+k) = k · (a0, a1, . . . , ap−1) ∈ S.

Kako je oqigledno jox 0 · (a0, . . . , ap−1) = (a0, . . . , ap−1) i (k + l) ·
(a0, . . . , ap−1) = k·(l·(a0, . . . , ap−1)), to je ovim zaista definisano dejstvo

grupe Z/pZ na S.
Odredimo |S|. Primetite da iz a0a1 . . . ap−1 = e sledi a0 = (a1 . . . ap−1)

−1,
i tako�e ako izaberemo proizvo	no elemente a1, . . . , ap−1, tada je ((a1 . . . ap−1)

−1, a1, . . . , ap−1) ∈
S. Prema tome |S| = |G|p−1.

Opiximo sada orbite. Kako red orbite deli red grupe Z/pZ, a
red grupe je prost broj p, to je |O(a0, a1, . . . , ap−1)| ∈ {1, p}. Dakle,

|O(a0, a1, . . . , ap−1)| = 1 ako i samo ako 1·(a0, a1, . . . , ap−1) = (a0, a1, . . . , ap−1),
tj. (a1, a2, . . . , a0) = (a0, a1, . . . , ap−1), odakle je a0 = a1 = a2 = . . . =
ap−1 = a, tj. (a0, a1, . . . , ap−1) = (a, a, . . . , a).

Neka je n1 broj jednoqlanih orbita, a np broj orbita sa p elemenata.
Primetite da je n1 ≥ 1, jer (e, e, . . . , e) ∈ S ima jednoqlanu orbitu.

Prema klasnoj jednakosti va�i |G|p−1 = |S| = n1 + pnp. Kako p | |G|,
odavde zak	uqujemo da p | n1. Dakle, p | n1 i n1 ≥ 1, pa je n1 ≥ p. Prema
tome postoji element a ∈ G, a 6= e, takav da (a, a, . . . , a) ∈ S, xto znaqi
da je ap = e. Kako je a 6= e, i kako je p prost broj, sledi da je a reda p.

12. Neka je G konaqna p-grupa. Dokazati da je centar Z(G) 6= 〈e〉.
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Rexe�e. Uoqimo dejstvo ko�ugacijom grupe G na sebe. Neka |G| = pn.

Doka�imo najpre da je Stab(x) = CG(x). Element g ∈ Stab(x) ako i
samo ako gxg−1 = x, tj. gx = xg, xto va�i ako i samo ako g ∈ CG(x).

Primetimo da |O(x)| ∈ {1, p, p2, . . . , pn}, jer red orbite deli red

grupe G. Primetite jox da |O(x)| = 1 ako i samo ako |G| = |Stab(x)|,
tj. G = Stab(x), xto je prema prethodnom ekvivalentno sa G = CG(x).
Dakle |O(x)| = 1 ako i samo ako x ∈ Z(G).

Neka je T ′ skup predstavnika particije G/G. Tada je Z(G) ⊆ T ′, pa
zapiximo T ′ = Z(G) t T . Ako x ∈ T , kako x /∈ Z(G), tada p | |O(x)|.
Klasna jednakost ima oblik pn = |G| = |Z(G)|+

∑
x∈T
|O(x)|, pri qemu je

suma na desnoj strani de	iva sa p.

Prema tome, p | |Z(G)|. Kako je jox |Z(G)| ≥ 1, jer e ∈ Z(G), za-
k	uqujemo da |Z(G)| ≥ p. Dakle, Z(G) 6= 〈e〉.

13. Neka su S i T skupovi, |S| = m, i G 	 T . Grupa G deluje na

skup funkcija ST = {f | f : T −→ S} sa: (g · f)(t) = f(g−1 · t). Dokazati
da je ovim zaista definisano jedno dejstvo G 	 ST . Dokazati da je

|FixST (g)| = m|T/〈g〉|. (Ovde je FixST (g) fiksni skup pri dejstvu G 	 ST ,
a |T/〈g〉| je broj orbita pri dejstvu 〈g〉 	 T , koje je restrikcija dejstva
G 	 T na cikliqnu podgrupu 〈g〉.)

Rexe�e. Proverimo najpre da jesmo definisali dejstvoG 	 ST . Ako
g ∈ G, f ∈ ST , primetite da je tada g · f = f ◦ (g−1· ), pa g · f ∈ ST .

Neka su f ∈ ST i t ∈ T proizvo	ni. Tada je (e·f)(t) = f(e−1·t) = f(e·
t) = f(t), pa je e · f = f . Ako su g, h ∈ G proizvo	ni, tada ((gh) · f)(t) =
f((gh)−1·t) = f((h−1g−1)·t) = f(h−1·(g−1·t)) = (h·f)(g−1·t) = (g·(h·f))(t),
odakle je (gh) · f = g · (h · f).

Funkcija f ∈ FixST (g) ako i samo ako g · f = f , tj. ako i samo ako za

sve t ∈ T va�i (g ·f)(t) = f(t), tj. f(g−1 · t) = f(t). Kako je t proizvo	no
to znaqi f(t) = f(g−1 · t) = f(g−2 · t) = f(g−3 · t) = . . ., tj. f je konstantna
na orbiti O〈g〉(t).

Prema tome, f ∈ FixST (g) je u potpunosti odre�ena na predstavnicima
particije T/〈g〉, a preslikava�a iz skupa predstavnika particije T/〈g〉
u skup S ima m|T/〈g〉|. Dakle, |FixST (g)| = m|T/〈g〉|.

14. Dokazati da podgrupa od Sn, n ≥ 3, generisana sa n − 2 trans-

pozicije ne deluje tranzitivno na skup {1, 2, . . . , n}.

Rexe�e. Doka�imo tvr�e�e indukcijom po n. Ako je n = 3 tvr�e�e

je oqigledno: jedna transpozicija, npr. (1, 2), generixe G = {(), (1, 2)},
pa O(1) = O(2) = {1, 2} i O(3) = {3}. Dakle, imamo dve orbite, pa

dejstvo nije tranzitivno.



12 1. DEJSTVO GRUPE NA SKUP

Pretpostavimo da smo tvr�e�e dokazali za n − 1 i doka�imo ga

za n. Neka je G = 〈(a1, b1), (a2, b2), . . . , (an−2, bn−2)〉. Pretpostavimo

suprotno, tj. da G deluje tranzitivno na {1, 2, . . . , n}. Uoqimo skup

I = {a1, a2, . . . , an−2, b1, b2, . . . , bn−2}.
Primetimo najpre da za svako a ∈ {1, 2, . . . , n} va�i a ∈ I. U suprot-

nom, a se ne pojav	uje u transpozicijama koje generixu G, tj. a je fik-
sna taqka za grupu G. Odatle je O(a) = {a}, pa imamo bar dve orbite,

u suprotnosti sa pretpostavkom o tranzitivnosti dejstva.

Kako |I| ≤ 2n− 4, i kako se svaki element iz {1, 2, . . . , n} pojav	uje
bar jednom u I, to postoji element a ∈ {1, 2, . . . , n} koji se pojav	uje samo
jednom u skupu I. Drugim reqima postoji taqno jedna transpozicija

(a, b), za neko b, u generatornom skupu za G, u kojoj se pojav	uje a. Neka
je H grupa generisana sa preostalih n− 3 transpozicija.

Tada je a fiksna taqka za H, pa je H izomorfna podgrupi od Sn−1,
generisanoj sa n − 3 transpozicije, odakle po indukcijskoj hipotezi

sledi da dejstvo H na {1, 2, . . . , n} − {a} nije tranzitivno. Uoqimo or-
bite ovog dejstva OH(b) i OH(c) koje su razliqite.

Kako jeG = 〈H, (a, b)〉, kakoH permutujeOH(c), i kako (a, b) fiksira
sve taqke u OH(c), zak	uqujemo da G permutuje OH(c), tj. O(c) = OH(c).
Prema tome a /∈ O(c) i oqigledno a ∈ O(b), pa i dejstvo grupe G ima bar

dve orbite, odakle zak	uqujemo da nije tranzitivno. Kontradikcija.

15. Opisati sva dejstva grupe D3 na qetvoroqlani skup. Da li

postoji takvo dejstvo koje je tranzitivno?

Rexe�e. Neka je D3 = 〈ρ, σ | ρ3 = σ2 = ε, ρσ = σρ−1〉 i neka je

S = {a, b, c, d}. Odmah mo�emo da damo odgovor na drugo pita�e. Naime,
kako red orbite deli red grupe, to ne mo�emo imati samo jednu orbitu,

tj. tranzitivno dejstvo D3 na S ne postoji.

Problem opisa svih dejstava D3 	 S je ekvivalentan opisu svih

homomorfizama φ : D3 −→ Sym(S). Dovo	no je odrediti slike f(ρ)
i f(σ) tako da f(ρ)f(σ) = f(σ)f(ρ)−1. Kako red r(f(ρ)) mora da deli

red r(ρ) = 3, to je f(ρ) = be ili je f(ρ) neki 3{cikl. Tako�e, kako

r(f(σ)) | r(σ) = 2, to je f(σ) = be ili je f(σ) transpozicija ili je f(σ)
dupla transpozicija.

Ako je f(ρ) = f(σ) = be, tada je dato dejstvo trivijalno (svaki

element grupe D3) fiksira svaki element iz S.

Neka je f(ρ) = be i neka je f(σ) transpozicija. Bez uma�e�a opx-

tosti pretpostavimo da je f(σ) = ba, be. Tada je oqigledno ispu�eno

(fρ)f(σ) = f(σ)f(ρ)−1, pa f indukuje homomorfizam. Odgovaraju�e de-

jstvo ima tri orbite, jednu dvoqlanu {a, b} i dve jednoqlane {c} i {d}.
U ovom dejstvu rotacije trivijalno deluju na svaki element skupa S,
dok sve simetrije permutuju a i b, a fiksiraju c i d.
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Neka je f(ρ) = be i neka je f(σ) dupla transpozicija. Bez uma�e�a
opxtosti pretpostavimo da je f(σ) = ba, bebc, de. I tada je oqigledno

ispu�eno (fρ)f(σ) = f(σ)f(ρ)−1, pa f indukuje homomorfizam. Odgo-

varaju�e dejstvo ima dve orbite: {a, b} i {c, d}. U ovom dejstvu rotacije

trivijalno deluju na svaki element skupa S, dok sve simetrije permu-

tuju a i b, i c i d.
Neka je nada	e f(ρ) 3{cikl; bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo

da je f(ρ) = ba, b, ce. Iz uslova f(ρ)f(σ) = f(σ)f(ρ)−1 imamo f(ρ) =
f(σ)f(ρ)−1f(σ)−1, tj.

ba, b, ce = f(σ)ba, c, bef(σ)−1 = bf(σ)(a), f(σ)(c), f(σ)(b)e.

Odavde zak	uqujemo da je ili f(σ) = bb, ce ili f(σ) = ba, ce ili f(σ) =
ba, be. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je f(σ) = ba, be,
jer je tada f(σρ) = bb, ce i f(σρ2) = ba, ce, pa promenom generatorne

simetrije u D3 dobijamo ostale sluqajeve. U ovom sluqaju dato dejstvo

ima dve orbite: {a, b, c} i {d}.
Dakle, imamo qetiri neekvivalentna naqina da definixemo dejstvo

D3 na skup S. Jedno je trivijalno, tj. imamo qetiri jednoqlane orbite.
U drugom imamo jednu dvoqlanu i dve jednoqlane orbite. U tre�em

imamo dve dvoqlane orbite. U posled�em imamo jednu troqlanu i jednu

jednoqlanu orbitu.

1.3 Zadaci za samostalan rad

16. Neka je F [X1, X2, . . . , Xn] prsten polinoma sa n neodre�enih nad

nekim po	em F . Za σ ∈ Sn i f ∈ F [X1, X2, . . . , Xn], neka je

σ · f(X1, X2, . . . , Xn) = f(Xσ(1), Xσ(2), . . . , Xσ(n)).

Dokazati da je · jedno dejstvo simetriqne grupe Sn na skup poli-

noma F [X1, X2, . . . , Xn].

U sluqaju n = 4, odrediti kardinalnosti orbita i stabilizatora

polinoma X1 +X2, X1X2 +X3X4 i (X1 +X2)(X3 +X4), redom.

17. Neka je Aff(R) = {f : R −→ R | f(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a 6= 0} grupa
(u odnosu na kompoziciju preslikava�a) afinih tranformacija

realne prave R. Dokazati da je za f ∈ Aff(R) i x ∈ R, sa f ·x = f(x)
zadato jedno dejstvo i da je to dejstvo duplo tranzitivno.

18. Za permutaciju σ ∈ Sn i vektor v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn defin-

iximo

σ · v = (vσ−1(1), vσ−1(2), . . . , vσ−1(n)).

Dokazati da je ovim definisano jedno dejstvo simetriqne grupe

Sn na vektorski prostor Rn.
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19. Grupa GL2(R) deluje na kolona-vektore iz R2 matriqnim mno�en-

jem sleva. Proveriti da je ovo jedno dejstvo i odrediti orbite

i stabilizatore elemenata v0 = (0, 0)t i v1 = (1, 0)t pri ovom de-

jstvu.

20. Grupa GL2(Z) invertibilnih 2× 2 matrica sa koeficijentima u

prstenu Z deluje (matriqnim mno�e�em sleva) na Abelovu grupu

Z2 qiji elementi su predstav	eni vektorima-kolonama. Odrediti

orbite ovog dejstva, za svaku orbitu na�i po jednog predstavnika

i odrediti �egov stabilizator.

21. Dokazati da dejstvo GL2(R) 	 R2 \ {(0, 0)t} matriqnim mno�e�em

sleva nije duplo tranzitivno.

22. Neka je G 	 X neko dejstvo. Ako sa ∆ = {(x, x) | x ∈ X} oznaqimo
dijagonalu Dekartovog kvadrata X ×X, i primetimo da G deluje

i na (X×X)−∆ sa g ·(x1, x2) = (g ·x1, g ·x2), dokazati da je dejstvo
G 	 X duplo tranzitivno ako i samo ako je dejstvoG 	 (X×X)−∆
tranzitivno.

23. Neka je G konaqna grupa i H,K < G. Onda za proizvo	no x ∈ G
imamo slede�e formule za kardinalnost duplog koseta:

|HxK| = |H||K|
|H ∩ xKx−1|

=
|H||K|

|x−1Hx ∩K|
.

24. Dokazati da su centralizatori elemenata u istoj klasi ko�u-

gacije me�usobno ko�ugovani. Ako su n1, n2, . . . , nr kardinalnosti
centralizatora predstavnika svih razliqitih klasa ko�ugacije

neke konaqne grupe G, dokazati da je

1

n1
+

1

n2
+ . . .+

1

nr
= 1.

25. Na koliko naqina se mogu obojiti temena pravilnog xestougla sa

n boja, ako dva boje�a smatramo istim ako:

(a) rotacijom jednog obojenog xestougla dobijamo drugi;

(b) izometrijom jednog obojenog xestougla dobijamo drugi.

26. Neka je p prost broj. Na kru�nici je pravilno raspore�eno p
taqaka. Koliko ima poligona qija su temena date taqke, pri qemu

su dva poligona jednaka ako se rotacijom jednog dobija drugi.

Dokazati Vilsonovu teoremu: (p− 1)! =p −1.

27. Na koliko naqina mo�emo obojiti strane kocke sa n boja, pri

qemu su dva boje�a jednaka ako "okreta�em" jedne obojene kocke

dobijamo drugu.



1.3. ZADACI ZA SAMOSTALAN RAD 15

28. Dokazati
∑

1≤a≤n
(a,n)=1

(a− 1, n) = ϕ(n)τ(n).

29. Dokazati

n−1∑
a=0

m(a,n) =n 0.

30. Neka je G konaqna grupa koja tranzitivno deluje na konaqan skup

S, |S| > 1. Dokazati da postoji element g ∈ G takav da Fix(g) = ∅.

31. Neka je G konaqna grupa i H prava podgrupa. Dokazati da je⋃
g∈G

gHg−1 ( G.

32. (n! { teorema) Neka je H ≤ G, konaqnog indeksa |G : H| = n.
Dokazati da |G : Core(H)| | n!.

33. Neka je G grupa koja sadr�i podgrupu konaqnog indeksa u G.
Dokazati da G sadr�i normalnu podgrupu konaqnog indeksa.

34. Neka je p prost, neka G ≤ Sp deluje tranzitivno na {1, 2, . . . , p}
i neka je 〈()〉 6= H / G. Dokazati da i H deluje tranzitivno na

{1, 2, . . . , p}.

35. Neka je G konaqna p-grupa koja deluje na konaqan skup S, |S| = n,
p - n. Dokazati da postoji x ∈ S tako da za sve g ∈ G va�i g ·x = x.

36. Dokazati da je dejstvo alterniraju�e grupe An 	 {1, 2, . . . , n} tranz-
itivno ako je n ≥ 3. Dokazati da je ovo dejstvo i duplo tranzi-

tivno ako je n ≥ 4. Zaxto A3 ne deluje duplo tranzitivno na

{1, 2, 3}?

37. Neka je O(2) ortogonalna grupa koju qine realne 2 × 2 matrice

A takve da je A · At = At · A =

[
1 0
0 1

]
. Grupa O(2) deluje na

kolona-vektore iz R2 \ {(0, 0)t} matriqnim mno�e�em. Da li je

ovo dejstvo tranzitivno?

38. Neka konaqna grupa G deluje tranzitivno na neki skup X i neka je

N /G. Onda za restrikciju dejstva na N 	 X va�i da sve orbite

od N na X imaju istu kardinalnost.

39. Neka grupa G deluje duplo tranzitivno na neki skup X i neka je

N / G. Onda je dejstvo N 	 X ili trivijalno ili tranzitivno.

40. Neka je G 	 X tranzitivno dejstvo grupe G na skup X i neka je

x ∈ X proizvo	no. Onda grupa G dejstvuje (mno�e�em sleva) i

na skup levih koseta G/Stab(x) stabilizatora Stab(x) elementa x.
Dokazati da su X i G/Stab(x) izomorfni G-skupovi.
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41. Neka G 	 X i G 	 Y i neka je φ : X −→ Y homomorfizam G-
skupova. Ako je x ∈ X, onda je Stab(x) ≤ Stab(φ(x)). Ako je φ i

izomorfizam G-skupova, onda je Stab(x) = Stab(φ(x)).

42. Neka su H i K podgrupe grupe G. Grupa G deluje levim mno�en-

jem na skupove levih koseta G/H i G/K. Dokazati da su G-
skupovi G/H i G/K izomorfni (tj. postoji izomorfizam G-
skupova izme�u �ih) ako i samo ako su podgrupeH iK ko�ugovane

u G.

43. Za svaku grupu G imamo prirodno dejstvo Aut(G) 	 G �ene grupe

automorfizama na �u samu: za f ∈ Aut(G) i g ∈ G, f · g = f(g).
Neka je G konaqna grupa sa bar 2 elementa. Dokazati da ako

Aut(G) deluje tranzitivno na G\{e}, onda mora biti G ∼= (Z/pZ)n,
za neki prost broj p.

44. Neka je G konaqna grupa sa bar 2 elementa, takva da Aut(G) deluje
duplo tranzitivno na G \ {e}. Dokazati da je onda G ∼= (Z/2Z)n,
za neko n ∈ N, ili G ∼= Z/3Z.

45. Neka jeG 	 X duplo tranzitivno dejstvo i neka je x ∈ X, proizvo	no.

Dokazati da je Stab(x) maksimalna podgrupa od G (tj. da ne pos-

toji neka prava podgrupa K < G za koju je Stab(x) ( K).

46. Dato je dejstvo G 	 X, pri qemu je |X| ≥ 3. Dokazati da je

dejstvo duplo tranzitivno ako i samo ako grupa Stab(x) deluje

tranzitivno na skup X − {x}, za svako x ∈ X.

1.4 Uputstva

16. Lako nalazimo da je Stab(X1 + X2) = {(), (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4)}, pa je
prema Tvr�e�u o orbiti i stabilizatoru |O(X1 + X2)| = |S4|/4 = 6.
Eksplicitno, O(X1 + X2) = {Xi + Xj | 1 ≤ i, j ≤ 4, i 6= j}. Sliqno se
rade i ostali sluqajevi.

17. Za parove (x1, x2) i (y1, y2) u R2, za koje je x1 6= x2, y1 6= y2, rexite sistem
jednaqina ax1 + b = y1, ax2 + b = y2, po a i b.

18. Za proveru σ · (τ · v) = (στ) · v, iskoristimo da je (στ)−1 = τ−1σ−1.
Oznaqimo τ ·v = (u1, u2, ..., un), tj. neka je ui = vτ−1(i). Onda je σ ·(τ ·v) =
σ · (u1, u2, ..., un) = (uσ−1(1), uσ−1(2), ..., uσ−1(n)) = (vτ−1(σ−1(1)), vτ−1(σ−1(2)),
..., vτ−1(σ−1(n))) = (v(στ)−1(1), v(στ)−1(2), ..., v(στ)−1(n)).

19. Ako je (a, b)t 6= (0, 0)t, onda je[
a
b

]
=

[
a 1
b 0

] [
1
0

]
i

[
a
b

]
=

[
a 0
b 1

] [
1
0

]
,

odakle zak	uqujemo da jeO(v0) = {v0} iO(v1) = R2\{v0}, tj. ovo dejstvo

ima taqno dve orbite; Stab(v0) = GL2(R), Stab(v1) = {
[

1 x
0 y

]
: y 6= 0}.
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20. Ovo dejstvo �e imati beskonaqno mnogo orbita. Oznaqimo X0 = {(0, 0)t}
i za sve d ∈ Z≥1, neka je Xd = {(a, b)t ∈ Z2 | NZD(a, b) = d}. Ako
oznaqimo za d ∈ Z≥0, element vd = (d, 0)t, onda je O(vd) = Xd. Za dokaz
ovoga iskoristiti da ako su a, b ∈ Z uzajamno prosti, postoje neki celi

brojevi x, y takvi da je ax+ by = 1. Ali onda je

[
a −y
b x

]
∈ GL2(Z). U

opxtem sluqaju, ako je NZD(a, b) = d, primeniti isti argument za cele
brojeve a/d, b/d koji su uzajamno prosti. Stabilizatori su Stab(v0) =

GL2(Z) i za d > 0, Stab(vd) = {
[

1 x
0 y

]
| x ∈ Z, y = ±1}.

21. Neka su v1, v2, v3 tri razliqita nenula vektora u R2, pri qemu su vektori
v2 i v3 linearno nezavisni. Da li ovim dejstvom mo�emo da poxa	emo
par (v1,−v1) u par (v2, v3)?

22. Po definiciji.

23. Posmatrajmo dejstvo (mno�e�em sleva) podgrupe H na skup levih koseta
G/K podgrupe K. Stabilizator koseta xK pri ovom dejstvu je H ∩
xKx−1, a dupli koset HxK je unija koseta koji le�e u orbiti koseta
xK. Primeniti Tvr�e�e o orbiti i stabilizatoru.

24. Primeniti klasnu jednakost.

25. U prvom sluqaju posmatrati dejstvo grupe Z/6Z, a u drugom sluqaju
dejstvo D6 na skup S svih obojenih xestouglova, pa primeniti Bern-
sajdovu lemu. Rexe�a: |S/Z/6Z| = 1

6 (n6 + n3 + 2n2 + 2n) i |S/D6| =
1
12 (n6 + 3n4 + 4n3 + 2n2 + 2n).

26. Uoqiti dejstvo grupe Z/pZ na skup S svih poligona. (Ovo dejstvo rotira
temena jednog poligona u drugi.) Dokazati da |S| = (p− 1)!/2. Dokazati
da k 6= 0 fiksira (p− 1)/2 poligon, pa primeniti Bernsajdovu lemu.

27. Odrediti grupuG rotacija kocke, pa primeniti Bernsajdovu lemu. |G| =
24 i mo�e se dokazati da je G ∼= S4.

28. Posmatrajte dejstvo grupe Aut(Z/nZ) na Z/nZ. Izraqunajte broj or-
bita ovog dejstva i |Fix(g)|, za g ∈ Aut(Z/nZ), pa primetite da tvr�e�e
Bernsajdove leme daje tra�enu jednakost.

29. Posmatrajte dejstvo Z/nZ 	 Z/nZ dato sa a · b = a + b. Posmatrajte
odgovaraju�e dejstvo Z/nZ 	 SZ/nZ, gde je S m{toqlani skup. Da	e
iskoristite zadatak 13. i Bernsajdovu lemu.

30. Zapixite Bernsajdovu lemu za tranzitivno dejstvo. Kako je |Fix(e)| ≥ 2,
zak	uqite da postoji g ∈ G tako da Fix(g) = ∅.

31. Primetite da je dejstvo levim mno�e�em grupe G na leve kosete pod-
grupe H uvek tranzitivno. Doka�ite da gH ∈ Fix(a) ako i samo ako
a ∈ gHg−1. Sada primenite prethodni zadatak.

32. Posmatrati dejstvo levim mno�e�em grupe G na skup levih koseta pod-
grupe H. Uoqite homomorfizam φ : G −→ Sym(G/H) ∼= Sn, koji odgo-
vara tom dejstvu. Doka�ite da je ker(φ) = Core(H), pa primenite prvu
teoremu o izomorfizmu.
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33. Ako je H konaqnog indeksa, iskoristite n! { teoremu da doka�ete da je
Core(H) tra�ena podgrupa.

34. Neka su a, b ∈ {1, 2, . . . , p} proizvo	ni i neka je g ∈ G takvo da g · a = b.
Doka�ite da g−1 · OH(b) ⊆ OH(a). Doka�ite da |OH(a)| = |OH(b)|, pa
iz klasne jednakosti zak	uqite da postoji samo jedna orbita.

35. Primenite klasnu jednakost na zadatu situaciju, i doka�ite da mora
postojati jednoqlana orbita.

36. Za dokaz tranzitivnosti, uoqite ciklove (1, 2, n), (1, 3, n), . . . , (1, n−1, n), (1, n, 2)
koji svi pripadaju grupi An. Za dokaz duple tranzitivnosti, primetite
da par elementa i, k mo�emo poslati u par j, l permutacijom (i, j)(k, l) ∈
An. Na�ite 3-cikl koji �e par i, k slikati u par i, l.

37. Nije. Doka�ite da je svaki krug sa centrom u (0, 0) jedna orbita, pa je
ovo primer dejstva sa beskonaqno mnogo orbita.

38. Ako su x, y dve taqke u X, treba pokazati da je |N · x| = |N · y|. Za
to je dovo	no pokazati da su orbite N · x i N · y u bijekciji; ali zbog
tranzitivnosti, y = g · x, za neko g ∈ G, pa je N · y = N · g · x = g ·N · x.

39. Ako N ne deluje trivijalno na X, postoji neko n ∈ N,n 6= e i neko
x ∈ X takvi da je n · x 6= x. Sada za proizvo	na dva razliqita elementa
x1, x2 ∈ X primenite duplu tranzitivnost za par (x, n·x) i par (x1, x2) i
normalnost podgrupeN da biste pokazali da su x1 i x2 u istojN -orbiti.

40. Definiximo preslikava�e φ : G/Stab(x) −→ X sa φ(g Stab(x)) = gx.
Dokazati da je ovo preslikava�e dobro definisano (da ne zavisi od
izbora predstavnika koseta), da je homomorfizam G-skupova, da je in-
jektivno i da je surjektivno (za xta iskoristimo uslov da je dejstvo
G 	 X tranzitivno).

41. Prvi deo se proverava direktno po definiciji. Za drugi deo, primetiti
da ako je φ bijektivni homomorfizam G-skupova, onda je inverzno pres-
likava�e φ−1 : Y −→ X tako�e homomorfizam G-skupova, pa primeniti
prvi deo i za φ−1.

42. Za svako dejstvo G 	 X i svako g ∈ G i x ∈ X va�i Stab(g · x) =
gStab(x)g−1. Kako je dejstvo G 	 G/H tranzitivno, skup svih stabi-
lizatora taqaka iz G/H se poklapa sa skupom svih ko�ugata podgrupe
H. Sliqno i skup svih stabilizatora dejstva G 	 G/K se poklapa
sa svim ko�ugatima podgrupe K. Sada, ako su G/H i G/K izomorfni
G-skupovi, �ihovi skupovi stabilizatora se moraju poklapati prema
prethodnom zadatku. U obrnutom smeru iskoristiti ♣♣ zadatak.

43. Za svaki automorfizam f ∈ Aut(G), elementi g i f(g) su istog reda
u grupi G. Neka je p neki prost delite	 od |G|; primenom Koxijeve
leme nalazimo neki element u G reda p; zbog tranzitivnosti dejstva,
svi elementi 6= e su istog reda p. Iskoristiti da G ima netrivijalan
centar da bi se zak	uqilo da G mora biti Abelova. Videti G kao Z/pZ-
vektorski prostor.
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44. Prema prethodnom zadatku, znamo da mora biti G ∼= (Z/pZ)n, za neki
prost p, pri qemu (Z/pZ)n mo�emo videti i kao Z/pZ-vektorski pros-
tor. Ako bi bilo p > 2 i n ≥ 2, onda za bilo koja dva linearno neza-
visna vektora v, w ∈ (Z/pZ)n ne bismo mogli da na�emo automorfizam
A ∈ Aut(G) ∼= GLn(Z/pZ) (ovaj izomorfizam sledi iz Linearne alge-
bre) koji par vektora (v,−v) preslikava u par (v, w). (Zaxto ovo ne�e
biti kontraprimer ako je p = 2?). Ako je n = 1, iskoristiti da svaki
automorfizam grupe Z/pZ koji fiksira neki nenula element fiksira i
sve ostale, da bi se zak	uqilo da u ovom sluqaju mora biti p ≤ 3.

45. Najpre, kako je dejstvo i tranzitivno, G-skupovi X i G/Stab(x) su
izomorfni, pa je specijalno i dejstvoG 	 G/Stab(x) duplo tranzitivno.
Pretpostavimo da Stab(x) nije maksimalna podgrupa, tj. da postoji neka
podgrupa K takva da je Stab(x) < K < G, gde < znaqi "prava podgrupa".
Onda izaberimo neko g ∈ G − K i neko k ∈ K − Stab(x). Zbog duple
tranzitivnosti, postoji neko h ∈ G takvo da je h · Stab(x) = Stab(x) i
h · (kStab(x)) = gStab(x). Odavde izvesti kontradikciju.

46. Smer (⇒) sledi direktno po definiciji. Smer (⇐): par (x1, x2) mo�emo
preslikati u par (y1, y2), gde su x1 6= x2 i y1 6= y2 npr. koriste�i
odgovaraju�e elemente iz Stab(x1) i Stab(y2) na slede�i naqin: (x1, x2)
7→ (x1, y2) 7→ (y1, y2). Ovo "ne radi" samo ako je x1 = y2, ali u tom
sluqaju izaberite neko z 6= x1, y1 (zato nam je trebao uslov |X| ≥ 3) i
pre�ite iz prvog u drugi par u 3 koraka.


