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JlejcTBO rpyIne Ha CKYII

1.1 Teopujcku yBos

Hedbununuja Heka je G rpyna u S ckyn. JlejerBo rpyme G Ha ckym S je
npeciukaBame - : G X S — S, Koje 33aJI0BO/baBa JIBe AKCHOME:

l.e-x=ux,3acBe x €5,
2. (gh)-z=g-(h-z),3acBe g,h € Guceex €S.

(OBpe je g - x o3naka 3a -(g,x).)
Axko G penyje ma ckym S, mumemo G O S, n Kaxkemo 13 je S jeman
G-ckyT.

Tephemwe 1 Heka G O S. Tana:

l. g-o =y aKo u caMO aKo T = g - y;

2. mpeciukaBame g-: .S — S, maT0 ca T — ¢ - T, je IEePMyTaIHja CKYIIa

S;

3. npecsmkaBamwe ¢ : S — Sym(S), maro ca ¢(g9) = g-, je xomomop-
duzam rpyma.

O6patHo, ako je ¢ : G — Sym(S) meku xoMoMOpdHU3aM rpymna, Taja je ca
gz = ¢(g9)(x) nedpunucano jemno nejerso G O S.

Haxkite, mocroju nmpupoaHa bujexmueta Kopecnodenyuje u3Mehy CKyIa
cBUX passmunmTux Aejcrasa rpyne G Ha cKyny S M CKyna CBUX XOMOMOP-
dbuzama u3 Gy Sym(S), rue je Sym(S) rpyna cBux GMjeKTUBHUX TPECIUKA-
Bama u3 S'y S.

Hedunannuja Heka G O S. Opbuma enementa x € S je ckyn O(z) =
{g-x| g€ G} CS. Kapmunanuocr opbure |O(x)|, 30Bemo pej, opbure.
Ckyn cBux opbura o3HauaBamo ca S/G.
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2 1. JIEJCTBO I'PYIIE HA CKYII

Tephewme 2 Heka G O S. [ledunumumo va S penamujy ~ ca: & ~ Yy aKo
¥ caMo ako nocroju g € G tako ja g -x =y. Tana:

1. ~ je eKBUBAJICHITHja HA CKYITy S
2. kj1aca ekBuUBaJieHIHje eseMeHTa, T je x/ ~= O(x);
3. S/G je naprunmja ckyna S.

4. (Knacua jegnakoct) Ako je S KoHa9aH cKym u T’ CKyTI TIPeJICTABHAKA

napramuje S/G, raga S| =Y |0(x)|.
xeT

Hedbununimja Heka G O S. Cmabuauszamop enemenTta r € S je cKyn
Stab(z) ={ge€G|g-v =2} CG.

Tephewe 3 Heka G O S, u vHeka je x € S npoussossHo. Tana:
1. Stab(z) < G;

2. nomemuBame g-x — g Stab(x) je mobpo medunucana bujekmuja O(r) —
G/Stab(z) (G/Stab(x) je o3maka 3a CKyI JIeBUX KOCETa, MOJTPYIIE
Stab(x));

3. |G : Stab(x)| = |O(2)|;

4. ako je G xoHauHa, |G| = [Stab(x)| - |O(z)|. Onaxe cuenmjaano Baxu
Ja pex opbuTe nesm pes rpyte.

Hedbununuja Heka G O S. Quxcnu ckyn emementa g € G je cKym
Fix(g) ={x € S|g-x=2} CS.

Tephewe 4 (Bepucajaosa smema) Heka je G konauna rpyma u G O S.

1 .
Tasa |/G] = o D [Fix(9)].
geG

Hedunnunnmja Heka rpyna G jejerByje Ha ckynoBuma X u Y. 3a mpec-
JukaBame ¢ @ X — Y kaxkemo Ja je romomoppuzam G-CcKYynosa ako OHO
KOMyTHpPa ca jJejcreoM rpyne GG, Tj. ako 3a cBako ¢ € G u x € X Baxn
d(g-x) = g-¢d(x). Ako je ¢ u GujekruBHO, 30BeMO ra uszomoppusam G-
cKynoaa.

Hedbununuja ejecro G O S je mpansumueno ako moctoju r € S Tako
Ja 3a cBako y € S mocToju g € G Tako Jia BaXu y = ¢ - T. KLKBUBAJEHTHO,
|S/G| = 1. ExBuBasienTno, 3a ce x € S u cee y € S nocroju g € G TaKko 1a

y=g- .
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Hedbununuja ejcrso G O S je dyn.ao mpansumugrno ako mocToje Ty, Xy €
S, 11 # T2, TAKO Ja 3a CBE Y1, Y2 € S, Y1 # Y2, MocTOju g € G TAKO J1a BAXKA
YL =g T1 W Yo = ¢ - To. NKBUBAJEHTHO, 3a CBe T1,T9 € S, X1 # T9, U CBe
Y1,Y2 € S, Y1 # Yo, nocroju g € G Tako g y1 = g T1 U Y2 = G- Ta.

Jy1io TpaH3uTHBHO JI€JCTBO jeé HAPABHO M TPAH3UTHUBHO.

1.2 Pemnienn 3agamnnm
1. Osmaunmo ca H={z=x+iy | x € R,y € Ry} C C Tako3sany
20pwy noaypasan. JlokazaTm m1a je ca

az+b

. a b
(v,2) =y 2= et d rae je v = [ . d} € SLa(R), (1.1)

3a/1aTO JeJTHO JejCTBO cneyujaane auneapre epyne SLo(R) ma H.

Pemewe. Hajupe Tpancdopmurmmo

az+b  (az+0b)(cz+d)  aclz|* +bd + (ad + be)z + i(ad — be)y
cz+d lcz + d|? B lcz + d|?

na 3a z € H, 3a koje je nakiue I(z) =y > 0, Baxu
az+b Y
>0,
(cz+d) lez +dJ?

Tj. -z € H, 3a cBako v € SLy(R). JIpyrmm peunma, ca (1.1) je mobpo
necdbunncano jenno npeciaukasame u3 SLo(R) x H y H.

. 10
Cajta, mpoBepaBaMo JIBe aKCHOME JEjCTBA. 34 HEyTPaJ ¥ = [ 01 } u

1240
0z+1

= 2, Ia BaxXu

. 0
npou3BoJbHY Tauky 2z € H mmamo ga je [ 01 ] cz =

TIPBa AKCHUOMA.

a b a1 by
Hexka cy cama v = e g lEm= o d IB€ IPOU3BOJLHE Ma-

rpune u3 rpyne SLo(Z) u z € H uponssosbHa TauKa y rOpHO]j MOJYPABHU.
JupeKTHO pavdyHaMO

a1z+b1
:| ) mz+b_ 9i1d, to

T ai1z+b
1z +di cllZt +d

aay + bey)z + aby + bdy | aa1 +ber  aby + bdy
cay +dc))z +cby +ddy | car +dey cby + ddy

ZQZ 2] {2 21})‘22(7%)-2

IITO 3HaYXW Ja BazKKW U JpyTra aKCHOMa.

v (- 2) [
_
(
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2. Heka je V BekTopcku mpocrop Ham nojbeM F. OHAa MyITHILITHKA-
tuBHa rpyna F* noma F jenyje Ha V' cKaJapHUM MHOMKEHEM.

Pememe. Jlakie npeciukasamwe F* XV — V je maro ca x - v = zv, rje
j€ Ha JIECHOj CTPaHu MHOXKeme BekTopa v € V ckamapom = y F-BekTopckom
upocropy V. Ouna za v € V, x,y € F*, dbopmye

lrv=1lv=v u (zy) -v=(zy)v=2a(yv) =z (y-v)

CJIeJie M3 aKCUOMa BEKTOPCKOT MpocTopa, ma F* O V.

3. Hekaje Q = {aX? +bXY +cY? | a,b,c € Z} ckyn cBux bunaphuz
Keadpamnur @opmu (XOMOreHHX MOJMHOMA CTEIeHA 2, ca Ape Heoxpebhene

X uY) ca koedunujerruma y npcreny Z. Ako 3a y = [ Z Z ] € SLa(Z)
u kBagparay dopmy ¢(X,Y) = aX? 4+ bXY + cY? nedunmmemo
(v- ) (X,Y) = q([X,Y]y) = q(tX + 0¥, uX + wY),

JIOKa3aTH Ja je - jemHo nejerBo rpyne SLo(7Z) na ckym Q.

Heka je Qy = {aX? + bXY +¢Y? | a,b,c € Z, b* —4ac = d} C Q
CKYII CBUX OHHApPHEX KBaapaTHHX (hopMmu duckpumunanme b> — dac jennake
vekoMm ukcupanom d € 7. Jlokazatu ;13 je PECTPUKIH]a TPECIUKABAMHA,
-1 SLo(Z) x Q — Q ma SLy(Z) x Qg jemuo mejerso rpymne SLo(Z) Ha ckyn
Q4.

Pememe. Hajupe, ¢(tX + vY,uX + wY') je jennaxo
=a(tX +vY) 2+ b(tX + oY) (uX 4+ wY) + c(uX + wY)?

= (at® +btu+cu?) X? + (2atv + btw + buv + 2cuw) XY + (av? + bvw + cw?) Y2,
(1.2)
mrro je rakohe jenua bwHapHa KBasparHa Gopma ca messobpojunm koedurm-
jeHTHMa, Tj. ejleMedT u3 Q.
[IpoBepumMo npBy akCcMOMYy J€jCTBA: 34 IPOU3BOJHHY KBaIPaTHY (HPOPMY
q € Q umamo

([5 V] o) =axri[§ §]=axn),

1
Tj. Ba}KH,zLaje[O ?}-q:q,BaCBeq.

Heka cy 7 u 1 jaBe npousBosbre Marpure u3 SLo(Z). Onma je

() - (X, Y) = q([X, Y](y1)) = ¢([X, Y]y )
= QX Y]y) = (v (n-O)(X,Y),
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Ia BazKW U JIpyra aKCHOMa.

3a JApyru aeo 3aJaTKa, JOBOJBHO je moKaszaTh Jja je v - q € Qg, 3a
t u . .
npoussopue y = | | € SLo(Z) u q € Qq, jep axcuome jejcTBa ay-
romanku Baxke. Mehyrum, uz (1.2) Buaummo fa je JTUCKPUMUHAHTA, KBAJIPATHE
dbopme (v-q)(X,Y) nara ca

(2atv + btw + buv + 2cuw)? — 4(at? + btu + cu?)(av? + bvw + cw?)

= (b? — 4ac)(Pw? + v*v? — 2tuvw) = d(tw — ww)? = d,

jep je nmckpuMuHAHTa 07 ¢ jemHaka b2 — 4ac = d, a det(y) = 1.
4. Jlokazaru Tspheme 1.

Pemieme. Heka G O S.

1. Akojeg-x =y, Tamaje g~ - (g-x) = g~ -y. Tlo apyroj akcmomu je

name (g7lg) -z =g 'y, 1. e-x =g !y, omakie HA OCHOBY TIpBe
aKCHOME BAXKH T = ¢ | - 4.

Amagiorno, ako je v = g ' -y, Tama je g-x = g - (¢ ' - y). Ha ocnoBy

Jpyre akcuome je g-x = (gg~ 1) -y, j. g- = e-y, ojaKie je 10 UpBOj
aKCUOMU § - T = ).

2. Hokaxkumo ma je npeciukaBame g- 1-1. Ako je g-x1 = g - xo, Tama je,
kopucrehn akcuome 2 u 1, pegom, 11 = g - (g-22) = (g7 1g) - 22 =
€Ty = T2.

1 -1

Kako je 3a cBaxo y Tauno g~ 'y = g~ -y, mpema 1. Baxu g-(¢g~1-y) = v,

ITO TIOKa3yje 11a je g- Ha.

3. Ilpema 2, ¢ : G — Sym(S) je nobpo nedunucana Gyukmnumja. [Tpumernre
na3acee g,h € Gucsex €S Baxu ¢(gh)(z) = (gh)-z=g-(h-x)=
5 (6(B)(@)) = Ba)(6(R)(@)) = (6(g) o 6(R))(x), omaxse je B(gh) =
#(g) o ¢(h), mrro moKasyje ma je ¢ xomomopduzaMm rpyrma.

4. Heka je ¢ : G — Sym(S) xomomopdusam rpyna, u HeKa je g - & =
#(g)(z). Jokaxumo na oo jecre nejcreo. Hajupe, e - x = ¢(e)(x) =
idg(x) = z, vae je idg nenTnuka nepmyrangja Ha S, a ¢(e) = idg jep
je ¢ xomomopdusam. Takobe, (gh) -z = ¢(gh)(x) = (¢(g) o ¢(h))(z) =
?(g)(p(h)(z)) = d(g)(h-x) = g- (h-x). Hakae, obe akcuome cy

HACIIYEbCHE.

5. okazaru Tspheme 2.
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Pememe. Herka G O S m neka je na S:  ~ y akK0 W CaMO aKO TOCTOjU
g€ G Tako Ja g - =y.

1. ~ je pediekcuBHa jep je e - x = x, 3a cBe . AKO je g-x =y, Tama je
g~ 'y =z, mTo 0KA3yje CHMETPUUIHOCT pejanuje ~. KOHAYHO, ako
jeg-x=yuh-y=z ramaje (hg)-x=h-(g-z)=h- -y =z, onakne
CJIeIU TPAH3UTUBHOCT pejlaluje ~.

2. Ilpumerure fa y € x/ ~ aKO W CaMO aKO T ~ ¥, IITO BaXKH aKO U
caMO akKo mocToju g € G Tako Ja ¢ - T = Y, Tj. AKO U CaAMO aKO

ye{g-z|geGt=0().

3. Ilpema 2. je S/G = S/ ~, a KOIWIHUIKY CKYIl €KBUBAJICHIIH]E j€ YBEK
MapTUIH]a.

4. Axo je T ckym npejacrasauka naprungje S/G, taga je S = |_| O(x),
zeT
na ako je S koHauaH, Tama je |S| = Z |O(x)].
xeT

6. oxazaru Tepheme 3.

Pemieme. Hexa G O S.

1. Kako je e-x = x, 1o e € Stab(x). Ako g € Stab(z), Tj. ako g -z = z,
Tama je v = g1 -x, mam g~ € Stab(x). Konauno, ako g, h € Stab(x),
raga (gh)-x =g¢g-(h-z) = g-x = x, omakne gh € Stab(x). lake,
Stab(z) < G.

2. JlokaxkuMo HajIpe Jia je jojiesbuBame g - - — gStab(x) mobpo medun-
UCAHO, Tj. aKO je g1 - = go - Taua je u g1Stab(x) = goStab(z). Heka
je g1-x = go-x. Tama (gglgl) -r =z, T g2_1g1 € Stab(x), ma je
g5 'g1Stab(z) = Stab(z), omakue je g1 Stab(x) = gaStab(x).

Axo je giStab(z) = g2Stab(x), Tama je gy 'g1Stab(z) = Stab(zx), ma
g;lgl € Stab(x). Tama (gglgl) ‘X =, Tj. g1-T = go- T, IMTO JIOKA3Yje
Ja je maro nogesbuBame 1-1.
Konauano y xocer gStab(z) ce cimka emement g -z € O(x), omakie
CJIE/IN J1a, je J0JIeJbUBAE HA.

3. Tlpema 2. Baxu |G/Stab(z)| = |O(x)|, a no aedpunnnmju je |G :
Stab(z)| = |G/Stab(x)].

4. Axo je G xonauna, taga je |G| = [Stab(x)| - |G : Stab(x)|, na je upema
3. |G| = |Stab(z)| - |O(x)].
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1 .
7. Omucaru opbury u crabunmsarop Mmarpure A = [ 0 g ] pH JIejCTBY

komyrarmujom y rpymu GL(2,R). Kosmko enemenara uma opburta MaTpuIie
A upu aejecrBy kKowyrammjom y GL(2,F3)?

Pemmeme. Hexkaje X = [ (cl Z ] € GL(R), Tj. merepmunanrta ad—bc # 0.
d —b
e | }
Tana je X™° = ——- [ e } H:
1 a b 10 d —b
. = _1 = =
XA =XAX ad—bc[c d][O 2][—0 a}

1 a 2b d —-b| 1 ad — 2bc ab
Cad—be | ¢ 2d —c a |  ad-—be —cd  2ad—be |

Onpenumo Stab(A). Marpuma X je y Stab(A) ako u camo ako X-A = A,

Tj.
1 ad — 2bc ab 110
ad — bc —cd 2ad —be | | 0 2|’
Opmapne numamo ma je ad — 2bc = ad — be, ab = c¢d = 0 u 2ad — be = 2ad — 2bc.

[Ipea u Tpeha jegraunua ce cBoje Ha be = 0, ma kako ad —be # 0, To ad # 0,
na#0,d#0. U3 ab=cd=0 name cnequ b = ¢ = 0. Jakue,

Stab(A):{[g 2]

Opbuta je ckyn O(A) = {X - A | X € GLR)} = {XAX1 | X €
GL(R)}. Cerumo ce w3 jmueapHe ajrebpe Jia KOWYTOBalbe UyBa Tpar u
JeTepMuHaHTy Marpune, Tj. 3a csako X € GL(R) saxu tr(XAX 1) =
tr(A) = 3 m det(XAX 1) = det(A) = 2. Jaxme, O(A) C {B | tr(B) =
3, det(B) = 2}. JIokaxkumMo j1a Y KOHKPETHOM CJIy4ajy BaKu U 0OpaTHO.

a,dER,a;ﬁO,d#O}.

Heka je B = [i z], rakBa Ja je tr(B) = z+v = 3 u det(B) =

zv —uy = 2. Kapakrepucruunu nosmHom marpune B je tama xp(z) =
22 —tr(B)x + det(B) = 22 — 3z +2 = (z — 1)(x — 2). Kako je kapaxTep-
UCTUYHY TIOJWHOM TIPOU3BOJL JimHEeapHuX (haKTOPa, TO je OH jeTHAK MUHU-
MaJIHOM IIOJIMHOMY MaTpuile B, 1a KaKo je MUHUMAJIHU TIOJIMHOM ITPOU3BOJ
awaeapaux (haxTopa, TO je Marpura B amjaronanun3abuiiHa, v aujaroHATHA,
MaTpHIA KOjo] je B KOWBYroBHA Ha JIMjaroHAJW WMa COIICTBEHE BPETHOCTH 1
u 2, mro he pehu To je 6am A. Takne, nocroju marpuna X € GL(R) Ttaksa
naje X 'BX = A, maje B=XAX"!, omakne B € O(A).

Jakae, opbura je O(A) = {B | tr(B) = 3, det(B) = 2}. Yunranan cam
Moxe jasbe ga ormmre O(A).
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[Mocmarpajmo cana aejcrso rpyne GL(F3) ma marpuny A. Pauyn je
[OTILyHO WCTH, [1a IIPEMa TOME:

Stab(A):{[g 2]

O(A) = {B € My(F3) | tr(B) = 3 = 0, det(B) = 2}.

a,dEFg,a#O,d#O} u

Hac 3annma xommko je |O(A)|. Bpoj enremenara |O(A)| moxkemo uspady-
HATH HA ABa Hauwna. lIpBU je ga ejeMeHTapHO omuiieMo marpuie uas s
auju je Tpar jeaHax 0, a jeTepMUHAHTA jeHAKa 2 (IITO je JTAKO U OCTABILAMO
YUTAOLLY ).

Hpyru mauwH je na ce cermmo ga Baxu dopmyra |GL(F3)| = |O(A4)] -
|Stab(A)|. Oumrsenno [Stab(A)| = 4. I'pyna GL(F3) uma 48 enemenara,
[ITO HEjE TENIKO IMPOBEPUTH M OCTAB/HAMO UUTAOIY Ja TO ypamu. lIpema

tome |O(A)| = 12.

8. Heka je G konauna rpyna u H u K Heke meHe JBE NPOU3BOHHE
noarpyne. /lokazaru ma je oHIa

|HK|-[HNK|=|H|-|K|

Pememwe. Heka je X = {Hg | g € G} ckyn mecuux kocera nojrpyne H.
Omnna momgrpyna K nenyje ma X mpecaukaBameM geduHucaHAM 33 k € K n
g€ @G, ca

k-(Hg)= Hgk™ "

Ozo je aejcTso, jep je e - (Hg) = Hge™' = Hge = Hg n 3a Opom3BosbHE
k,ki € K nvano (kky) - (Hg) = Hg(kk))™" = Hgk; 'k~ = k- (Hgky') =
k- (k1 - (H).

Opbura O(H) wocera H = He € X npu OBOM JEjCTBY je jejHAKA
{Hk™! . k€ K} ={Hk : k € K}. Jlakie, yauja CBUX eJleMeHaTa KOjH
npuna/ajy nekom kocery us opobure O(H) je rauno ckyn H K, a Kako cBaku
kocer Hk uma |H| eremenara, 3akmbydyjemo qa je |HK| = |O(H)| - |H|.

Ca apyre crpane, crabunmsarop enementa H je Stab(H) ={k € K | k -
H=H} Kakojek-H=H < Hk'=H< k'cHH=H & ke H,
3akJbyayjeMo aa je Stab(H) = HNK. Cana na ocaoBy Tephema 3 0 opburu
u crabuamzaTopy, Jobujamo ma je

| K| | K|
H)| = =
|OCH)] |Stab(H)| |HNK]|’

IITTO 33]€THO €A 3aKJbY IKOM MPETXOMHOT maparpada 1aje TParKeHy jeTHAKOCT.
Hanomena: 3amarak ce MOTA0 PENIUTH W MOCMATPALEM JEjCTBA TOJ-

rpyne H na ckyn sgesux kocera Y = {gK | g € G} noarpyne K. Ounga
je nejero medunrucano ca h - gK = (hg)K, 3a h € H u gK € Y. Hexka
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YUTAJIAL, TTPOBEPH JIETAJhe W PA3MUCIN 34IITO Cy OBa JejCTBa AedUHUCAHA,
Ha Pa3JuYUTe HAUYWHE.

3amaTak cMO MOTJIF Ja permmMo u kopuctehu Tpehe nmejerso. Jlupektau
npoussog H x K nenyje ma ckyn HK na cinegehm maumn: 3a x € HK u
(h,k) € H x K, (h,k) -2 = hzk~'. Jlokazaru ja je u oBo jeano m06po
Jedunncano gejcrso u ga Tepheme 0 opbuTy 1 cTAOUIN3ATOPY IPUMEHEHO
Ha Tauky e = ee € HK Bomu 510 ucre dhopmyiie.

9. /okazaru Tspheme 4.

Pememe. Heka je G komauna rpyna u meka G (O S. Yoummo ckym A =

{(g,2) e Gx S| g-x =z} Tpumernmo na je U {9} x Fix(g) = A, xao u
geG

Ja je U Stab(x) x {z} = A. Opnarue je

z€S
S [Fix(g)| = 4] = 3 [Stab(a)

geG €S
Hame je mpema Tephemy 3

ab(2)] — !GI _ 1
> [Stab(x)| = Z yq%,o( ]

z€eS

1
Ocraje ja gokaxemo aa je Z O] = |S/G|.
x€S

O(z)]

Kako opbure aune HapTHLLI/ij ckyna S, TO je

- Y Y- Y-l

0€eS/Gx eo 0€eS/G x eo 0es/G

10. Ha xosmko HauwHa ce MOTY ODOjUTH TeMEHA TIPABUJHOT P-TOYTJIA,
(p je mpoct 6poj) ca n 6oja, ako JaBa GOjerma CMATPAMO MCTUM aKO POTAIIU-
joMm jemmor obojenor p-toyraa mobujamo apyru. Jokazatu Mamy Pepmaory
TeopeMy: nP =, n, a ako p{ n Taga np~1 =p 1.

Pemieme. Oznaummo TeMeHa p-TOYIJIA U YOUMMO CKYyIl CBUX Oojema S =

{(ao,a1,...,ap—1) | 1 < a; <n}. (OBo 3naun ga je i-ro reme obojeno 6ojom
ap.) Youumo majbe AejcTBO rpyue Z/pZ Ha cKym S, HaTO HA OYHTJIEIAH
HauwuH: k- (@, a1, ...,0p—1) = (Q04k; Qitk; - - - Ap—1+k), TJ€ je cabupame y

uHjeKey 1o Mojyiy p. Jlakie, enement k € Z/pZ porupa p-TOyrao 3a yrao
2k7 /p. Ilpema Tome, nBa Gojerma Cy UCTA AKO M CAMO aKO Cy y HCTOj OpOuTH
OBOT JIejCTBA, Tj. pa3aunauTnx 00jerma MMa KOJWKO W 0p61/1Ta OBOT JI€]CTBA.

[Ipema Bepucajnosoj jemu je |S/(Z/pZ)| \Z/ 7 4 Z [Fix(k)
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Enement 0 € Z/pZ dukcupa csako 60jeme, na je Fix(0) = S, 1j. |Fix(0)| =
nP.

Heka je 1 < k < p— 1. Tlpumernre ga je tana k reneparop rpyune Z/pZ,
na je {0,k,2k,...,(p — 1)k} = {0,1,...,p — 1}, mo momymny p. Enemenr

(ag,...,ap—1) € Fix(k) ako u camo ako (agig, - -.,0p—1+4k) = (a0, ..., ap_1),
OlaKJie J€ ag = Ao+ — Ap4+2k — A04+3k — - -+ — a0+(p,1)k, IIa IIpeMa IIPEeTXOJI-
HOM 3allaXKamby BaXW ag = a1 = Ay = ... = ap—1. JHakue, Fix(k) =

{(a,a,...,a) |1 <a<n}, 1. |[Fix(k)| = n.
T, S/Z/pZ) = (n? +(p = )

Cruerjasao 1o 3naqm ja p | nP + (p— 1)n. Tapa je n? =nP + (p—1)n —
(p—1)n =pn, wmp|nP—n. Ako p{n, tata us p | n(nP~! — 1) crenn
p|nP~t —1, wm P! =, L.

11. Heka je G xonauna rpyna u Heka je p npocrt 6poj rakas ga p | |G|.
Younmo ckyn S = {(ag,a1,...,ap—1) € GP | apay...ap—1 = e}. Heka je
k-(ag,ai1,...,ap—1) = (ak, G14k,-- -, Gp_14k), 33 k € Z/pZ, tae je cabuparmbe
y HHIEKCHMA, 10 MOIyay p. Hokasaru ma je oBuUM AepHHUCAHO I€JCTBO IPyIIe
Z/pZ na ckyn S. Oapeauru opbure OBOT J€jCTBA.

Hoxkazaru KormmujeBy semy: y rpynu GG OCTOju €JIEMEHT pPeJia p.

Pemewe. Axkok € Z/pZ u (ag,a1,...,ap—1) € S, JoOKaxKxuMO Hajupe ja k-
(ap,a1,...,ap—1) € S. Kako (agp, a1,...,ap—1) € S, 100001 ... QK10 . ..Ap—1 =
e, m je ay...ap—1 = (apa . .ap_1)" Y, omakie je ay .. LAp—100Q] ... Qf—] =

e, na je (ag, @14k, -, 0p—14k) = k- (@0, a1,...,ap—1) € S.

Kaxo je ounrsiesnno jorr O - (ag,...,ap—1) = (ag,...,ap—1) n (k +1) -
(ag,...,ap—1) = k-(I-(ag,...,ap—1)), TO je OBEM 3amCTa AeUHUCAHO JEjCTBO
rpyne Z/pZ ua S.

Opxpennmo |S|. Ilpumernre na us apa; ... ap—1 = ecrenuag = (ag . .. ap,l)_l,

1 Taxohe aKo n3abepemMo POU3BOIHHO eIEMEHTe a1, . . . , dp—1, Tagaje (a1 ...ap—1) 1 a1, ...

S. Ilpema Tome |S| = |G|P~L.

Onummmmo caga opbure. Kaxo pen opbure menw pen rpyne Z/pZ, a
pex rpyme je mpoct 6poj p, To je |O(ao,a1,...,ap—1)] € {1,p}. Hakue,
|O(agp, ai,...,ap—1)| = 1 ako u camo ako 1-(ag, a1, ..., ap—1) = (ag,a1,...,ap—1),
tj. (ai,a2,...,a0) = (ao,a1,...,ap—1), OHAKIE je ) = a1 = G2 = ... =
ap—1 = a, 1j. (ag,ai,...,ap—1) = (a,a,...,a).

Hexka je nq 6poj jeqmounanux opbura, a n, 6poj opbura ca p egemenaTa.
[Tpumerure nma je ny > 1, jep (e,e,...,e) € S uma jegHowniany opoury.
Ipema kiaacuoj jeanakocru saxku |GP~1 = |S| = ny + pn,. Kako p | |G,
ofaBe 3aKbydyjeMo ma p | n1. Jakmae, p | ny uny > 1, ma je ny > p. Ilpema
ToMe 1ocToju esiement a € G, a # e, Takas ja (a,a,...,a) € S, mwro 3HAUM
Jma je aP = e. Kako je a # e, u Kako je p mpocT 6poj, Crean 1a je a peia p.

12. Heka je G konauna p-rpyna. Jdokasaru ma je nenrap Z(G) # (e).

,ap_l) (S
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Pememse. Yoummo siejerso Komwyramujom rpyne G na cebe. Heka |G| = p".

Hokaxumo Hajupe ja je Stab(z) = Cg(x). Eaemenr g € Stab(x) ako n
caMo axko grg ' = x, Tj. gr = xg, TTO BaxKW ako u camo ako g € Cg(x).

Mpuveravo aa |O(z)] € {1,p,p?,...,p"}, jep pen opbure jemw pes
rpyne G. llpumerure jomr ga |O(z)| = 1 ako u camo ako |G| = |Stab(x)|,
1j. G = Stab(x), wro je npema nperxomaom eksusajentHo ca G = Cg(x).
Hakie |O(z)| =1 ako u camo ako x € Z(G).

Heka je T ckyn npencrasauka naprummje G/G. Tana je Z(G) C T', na
samunmmo 17 = Z(G)UT. Axko x € T, kako = ¢ Z(G), tana p | |O(x)|.
Kuacra jennakocr uma ook p" = |G| = |Z(G)| + Z |O(z)|, npu gemy je

zeT
CyMa Ha JIECHOj CTPAHM JIEJHbUBA CA P.

Ipema Tome, p | |Z(G)|. Kako je jom |Z(G)| > 1, jep e € Z(G), 3a-
kipydayjemo ma |Z(G)| > p. Haxae, Z(G) # (e).

13. Heka cy S u T ckynowu, |[S| = m, u G O T. I'pyna G nenyje na
ckyn dyukiuja ST = {f | f: T — S} ca: (g-f)(t) = f(g~'-t). Jlokazarn
na je oBuM 3amcra gedunucano jexno mejcrso GO ST. Jlokazaru ma je
[Fixgr(g)| = mIT/{9). (OBgne je Fixgr (g) duxcaun ckyn npu gejery G ¢ ST,
a |T/{(g)| je 6poj opbura npu gejery (g) O T, KOje je peCTPUKIHjA JEjCTBA
G O T wa nukimany noarpymy (g).)

Pememe. IIposepumo majipe aa jecmo gaedunucanm aejerso G O ST. Axo
g€ G, fe ST npumernre na je Tama g- f = fo(g'-), mag-feST.

Hekacy f € ST wt € T npoussosmnn. Tazaje (e-f)(t) = f(e™'-t) = f(e-
t)=f(t),majee-f=f. Axo cy g,h € G npousBosuu, taga ((gh)- f)(t) =
fllgh)=1t) = f((h~tg™1)t) = f(h 1 (g7 ") = (h-f) (g~ t) = (g-(h-F))(D),
onaxcre je (gh) - f = g+ (h- /).

Oyukmmja f € Fixgr(g) ako u camo ako ¢g- f = f, Tj. aKo u camMo0 aKo 3a
ceet € T saxu (g-f)(t) = f(t), 1j. f(g~'-t) = f(t). Kako je t upoussosbHO
tosmaam f(t) = f(g~t-t) = f(g72-t) = f(g73t) =..., 1j. fje xoucranTHa
ra opbuta O ) (t).

IIpema Tome, f € Fixgr(g) je y normynoctu onpehera Ha npeICTABHAIMA
naprunmje T'/(g), a npecsmkapama u3 cKyma npejcrapauka naprunuje 17'/(g)
y cxyn S mva m!T/ 9, JTakne, |Fixgr(g)| = m!T/9),

14. Jlokazaru jga noarpyna on S, n > 3, reHepucaHa ca n — 2 TPaHC-
nosunygje He jiestyje TpansutuHo Ha ckyn {1,2,... n}.

Pemreme. Jlokaxkumo Tepheme WHAYKIEjoM 10 . Ao je n = 3 TBpheme
je ounrsieHO: jemHa TpaHcnosunyja, Hup. (1,2), rewepume G = {(), (1,2)},
na O(1) = O(2) = {1,2} nu O(3) = {3}. Hakne, umamo ase opbure, ma
JE€jCTBO HUje TPAH3UTHBHO.
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[IpermocraBumo ma cmo TBpheme mokazanu 3a N — 1| W JOKAXKWUMO Ta

3a n. Heka je G = ((a1,b1), (az,b2),...,(an—2,bp—2)). IllpermocraBumo
cynporHo, 1j. ga G jenyje TpansurusHo Ha {1,2,...,n}. Youumo ckyn
I ={ay,as,...,an-2,b1,b2,...,bp_2}.

[Tpumernmo Hajupe jia 3a cBako a € {1,2,...,n} Baxu a € I. Y cynpor-

HOM, @ Ce He TI0jaBJbyje Y TpaHCIO3ulnjaMa Koje rerepuiity G, 1j. a je (huk-
cHa Tauka 3a rpyny G. Ogarne je O(a) = {a}, na umamo 6ap e opbure,
y CYIPOTHOCTH Ca IPETIIOCTABKOM O TPAH3UTHUBHOCTH JEjCTBA.

Kaxko |I| < 2n — 4, u xako ce cBaku esement u3 {1,2,...,n} nojasmyje
6ap jemaom y I, To moctoju esiemenT a € {1,2,...,n} Koju ce mojaBibyje camo
jemmom y ckyny I. JIpyrum peumma MOCTOjU TAYHO j€JiHA TPAHCIIO3UIUjA
(a,b), 3a HEKO b, y TeHEpaTOPHOM CKyTy 3a (G, y K0joj ce nojasibyje a. Heka
je H rpyma remepucana ca mpeocTangnx N — 3 TPAHCIO3UIIL]A.

Taya je a pukcHa Tauka 3a H, na je H usomopdua moarpynu o Sy_1,
TEHEPHUCAHO] ca 1 — 3 TPAHCIO3UIMje, OJAKJEe IO WHIAYKIIN]CKO] XUIOTE3N
cremu ma nejereo H wa {1,2,...,n} — {a} Huje TpansurusHO. YOUNMO Op-
6ure osor pejcrsa O (b) 1 Op(c) koje cy pasimunre.

Kako je G = (H, (a,b)), kako H nepmyryje O (c), u xako (a, b) dpukcupa
cee tauke y O (c), 3akmyayjemo na G nepmyryje Op(c), tj. O(c) = Og(c).
ITpema Tome a ¢ O(c) u ounrnenno a € O(b), na u gejcreo rpyne G uva 6ap
JBe opbuTe, OaK e 3aK/bYIyjeMO J1a HUje TPAH3UTUBHO. KOHTpaIuKImja.

15. Omucaru csa jejcra rpyne D3 Ha yerBopownanu ckymn. [Jla am
MOCTOJU TAKBO JEJCTBO KOj€ jé TPAH3UTHUBHO?

Pememe. Hexa je D3 = (p,0 | p> = 02 = €,p0 = op~ ') u mexa je

S ={a,b,c,d}. Oagmax MOXKEMO Ja TaMO OJITOBOD Ha JApyro nutame. Hanwme,
KakKO pes opbure mesim pej rpyie, TO He MOXKEMO MMATH CaMo jernny opbury,
Tj. TpaH3UTUBHO JejcTBo D3 Ha S He mocToju.

[Ipobaem ommca cux gejctaBa D3 O S je eKBUBANEGHTAH OMUCY CBUX
xomomopdusama ¢ : D3 — Sym(S). HosossHO je oppenurn ciure f(p)
u f(o) Taxo ma f(p)f(o) = f(o)f(p)~t. Kaxo pen r(f(p)) mMopa ma jsemw
pex r(p) = 3, 1o je f(p) = || nmm je f(p) mexkm 3—muki. Takobe, kako
r(f(o)) | r(c) =2, 10 je f(o) = |] nam je f(o) rpancunosunumja wiau je f(o)
JyILIa TPAHCIO3UIH]A.

Ako je f(p) = f(o) = |], Taza je maTo sejcTBO TPUBHMjAJIHO (CBAKH
eslemenT rpyne D3) dbukcupa cBaku eseMeHT u3 S.

Heka je f(p) = |] u meka je f(o) rpancnosunuja. Be3 ymamema omii-
roctu upernocrasumo aa je f(o) = |a,b]. Tana je ounrsesno uciymeno
(fp)f(o) = f(o)f(p)~!, ma f uraykyje xomomopduszam. Oxarosapajyhe me-
jcTBO MMa Tpu opbute, jenny asowiany {a,b} u npe jemnowrane {c} u {d}.
Y OBOM JIejCTBY poTallije TPUBHUJATHO HENYjy Ha CBAKUW €JIEMEHT CKyTa, S,
JOK CBe CUMeTpHje IepMYTYjy a u b, a dukcupajy c u d.
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Heka je f(p) = |] u neka je f(o) mynna rpancnosunuja. Bes ymamema
ommrroctd mpermocTasumo jaa je f(o) = |a,b]|e,d]. U taga je ouwnrienno
uctiymeno (fp)f(o) = f(o)f(p)~!, ma f mwraykyje xomomopdusam. Oxro-
Bapajyhe aejerBo uma sie opbure: {a,b} u {c,d}. Y oBom mejcTBy poranuje
TPHUBHUJAITHO METYjy HA CBAKHU €JEMEHT CKYMa S, 0K CBE CHMETPHje TePMYy-
Tyjy a m b, u c u d.

Heka je maname f(p) 3-1muki; 6€3 ymMamema ONTOCTH TPETIOCTABUMO
ma je f(p) = la,b,c]l. s yenosa f(p)f(o) = f(o)f(p)~" mmamo f(p) =
F@)f(p)~ f(o)71, .

a,b,¢c] = f(o)]a,c,b]f(0) ™" = Lf(o)(a), f(o)(c), f(o)(D)].

Onagpe 3akmpyayjemo jga je wm f(o) = |b,c|] wm f(o) = |a,c] wm f(o) =
|a,b]. Bes ymamemwa onrmrocTu MoxkeMo npernocrasutu ga je f(o) = |a, b,
jep je mama f(op) = |b,c] u f(op?) = |a,c|, ma TPOMEHOM TeHepaTOpHEe
cumerpuje y D3 mobujamo ocrasie ciydajeBe. Y 0BOM CJIy4ajy JATO JE€jCTBO
uma jpe opbure: {a,b,c} u {d}.

Jakjie, MaMO YeTHUPHU HEEKBUBAJICHTHA HATUHA 14, JIeDUHUIIEMO JI€]CTBO
D3 mva ckym S. JemHO je TPUBHjAJIHO, Tj. ©UMAMO YETUPHU jeJHOUIAHE OpOUTE.
Y ApyroM mMaMo jeIHy ABOUJIAHY W JBE jeHOUIaHe opbute. Y Tpehem
WMaMO JIBe ABOWIaHe opbure. Y MOCIEIHEM UMAMO jeTHY TPOUIAHy U jeTHY
jenHOWIaHy OpbUTY.

1.3 3agamm 3a camocTajlaH paj

16. Heka je F[X1, Xo,...,X,] upcren nosmuoma ca n weojgpehennx Hay
HekuM nosbeM F. Ba o € S, u f € F[ X1, Xy, ..., X,], Heka je

g f(Xl)X27 v 7Xn) = f(XU(l))XU(2)7 s 7X0(TL))‘
HokazaTu ma je - jeaHo AejCTBO CAMETPUUHE IpyIe S, Ha CKYII IOJIHU-
HOMAa F[Xl,XQ, ey Xn]

Y cayqajy n = 4, oapemTy KapAWHAJIHOCTH OpbuTta u crabuim3aropa
nosmuoMa X1 + Xo, X1 Xo + X3 Xy w (X7 + X2)(X3 + X4), peaom.

17. Heka je Aff(R) ={f:R— R| f(z) = ax + b,a,b € R,a # 0} rpyna
(y ommoOCy Ha KOMTIO3WIMjy TpecsukaBama) aduanx Tpandopmanuja
peasine npase R. Jlokazatu najesa f € Aff(R)uz € R, ca f-x = f(x)
3aJaTO jeJIHO JIEjCTBO W /14 jé TO JEejCTBO JIYILIO TPAH3UTHBHO.

18. 3a mepmyramujy o € S, u BekTOp V = (v1,vV2,...,0,) € R" nedun-
HUIITUMO
gV = (U071(1),2}Uf1(2), ey Uo-fl(n)).

Hokazatu 1a je oBuM j1e(PMHUCAHO jeTHO JI€JCTBO CUMETPUIHE T'PyTIe
S, Ha BekTOpcKH mpoctop R™.
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1. JIEJCTBO I'PYIIE HA CKYII

I'pyna GLo(R) menyje na konona-sexTope u3 R? MaTpUUHIM MHOMKEH-
jem ciesa. IlpoBepurHu ma je 0BO jeIHO HEjCTBO W OApeIuTH OpOHTE
u crabummsarope enemenara vo = (0,0)! u vi = (1,0)! npu oBom ge-
jCTBY.

I'pyna GLo(Z) unseprubunnux 2 X 2 Mmarpuna ca koedulpjeHTHMA, y
npcrery Z penyje (MATPUIHAM MHOXKEHEM CJieBa) Ha AGeoBy TpyIy
72 uuju eleMeHTH Cy IPeJICTAB/LeHI BeKTOpUMa-Koaorama. Openuru
opbuTe 0BOTI JIEJCTBA, 33 CBaKy opOUTy HahM 110 jeHOT IpeICTABHUKA
7 OJIPEJNTH HEroB CTAOMIM3aTOP.

Hokaszatu na gejerso GLao(R) O R2\ {(0,0)!} MaTpuaauM MHOKEmeM
CJIEBA, HUje AYTIO TPAH3UTHUBHO.

Heka je G O X meko nejerso. Ako ca A = {(z,z) | z € X} ozmaunmo
amjaronaty Jlekaprosor keajpara X X X, u npumerumo jga G aenyje
nuaa (X X X)—Acag-(r1,22) = (9-71,9-x2), JOKA3aTH Ja je JeJCTBO
G O X aymio TpaH3UTHBHO aKO U caMo ako je jiejereo G O (X x X)—A
TPAH3UTUBHO.

Heka je G xomauna rpyma v H, K < G. Onna 3a mpoussomsno ¢ € G
nMamo ciregehe dpopmysie 3a KapAUHAIHOCT IYILIOT KOCETA:

(HIK] _  [H[K]
|HNzKz~l|  |z7'HzN K|

|HxK| =

JlokazaTu Ja Cy IEHTPATU3aTOPU eJEeMEHATd, Y UCTO] KIACH KOWY-
ramuje meljycobHO KomyroBauu. AKo Cy ni,no, ..., N, KAPAHHATHOCTH
TEHTPAJTU3ATOPA TPEJICTABHUKA, CBUX PA3TUIATHX KJIACA KOIBYTAIH)e
Heke KoHaune rpymne (G, J0Ka3aT Ja je

1 1 1

— 4+ —+...+—=1

ni n9 Ny
Ha xonmko Haumua ce MoTy 000juTH TeMEHa TPABUTHOT MIECTOYTIIA €A
n 6oja, ako 1Ba Oojerba CMATPAMO HCTHM aKO:

(a) porammjom jeaHOT 060jEHOT TECTOYTIIA JOOUjAMO JPYTH;

(6) m3omerpumjom jemHOr 060jEHOT TIECTOYTIIA TOOM]jaMO JIPYTH.

Hexka je p mpoct 6poj. Ha kpyxuunm je npasuiaHo pacuopebheno p
Tavyaka. KoJiMKO MMa 1oJINTOHA YKja Cy TEMEHA JaTe TadKe, IPH YeMy
Cy [OBa IOJHMIOHA jeIHAKA aKO Ce POTAIMjOM jeaHor mobuja ApyTu.
Hoxazaru Bunconosy teopemy: (p—1)! =, —1.

Ha xommko HaumHa MOXKeMO OOOJUTH CTpaHe Kolke ca n 6oja, mpu
deMmy cy aBa Oojema jemnaka ako ’okperamem”’ jemne 0b60jeHe KOIKe

JobujaMo apyry.
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Jokazarn E (a—1,n) = p(n)r(n).
1<a<n
(a,n)=1

n—1
JorazaTn g m@™ =, 0.
a=0

Hexka je G xoHauHa rpymna Koja TPAH3UTUBHO JEJIyje HA KOHAYAH CKYTI
S, |S| > 1. Jlokasaru na nocroju enement g € G Takas aa Fix(g) = (.

Hexka je G komauna rpyma m H mpasa momrpyma. Jlokazaru ma je

GRZIyes
geG
(n! — Teopema) Heka je H < G, konaunor unjekca |G : H| = n.

Hoxkazarn ma |G : Core(H)| | nl.

Heka je G rpyma woja cajpu TOArpymy KOHAYHOT wHuaekca y G.
Hokazatu j1a G caJIp:Ku HOPMAJIHY TIOJIMPYIY KOHAYHOT MHJIEKCA.

Heka je p mpoct, meka G < S, genyje rpamsurusno ma {1,2,...,p}
u Heka je (()) # H < G. Hokazaru na u H jesyje TpPAH3UTHBHO HA
{1,2,...,p}.

Heka je G konauna p-rpyna Koja jiejyje Ha KoHauaH ckyn S, |S| = n,
p 1 n. Hdokazaru ga nocroju x € S Tako na3a cse g € G BaXu g-T = .

Jokazaru jia je nejcro antepuupajyhe rpyne A, O {1,2,...,n} rpans-
UTUBHO aKo je n > 3. JlokasaTu Jia je OBO J€jCTBO M AYIJIO TPAH3U-
THBHO ako je n > 4. 3amro Az He jenyje AYIUIO TPAH3UTHBHO HA

{1,2,3}7
Hexka je O(2) oproronasna rpyna Kojy 4uHE peajsnHe 2 X 2 MaTpuie

A maxse ma je A- Al = Al A = [(1) ?

kosora-sexTope w3 R? \ {(0,0)!} marpuanmm muoxemem. Jla su je
OBO JEjCTBO TPAH3UTUBHO?

} Cpyna O(2) npeayje Ha

Heka konauna rpyna G Jesyje TpaH3UTUBHO HA HEKHU CKyT X W HEKA je
N < G. Onpga 3a pecrpukinjy jejersa Ha N O X Baxku jia cBe opbure
on N wa X nMajy UCTY Kap/JUHAJIHOCT.

Heka rpyna G jesyje nynio TpaH3UTHBHO HA HEKW CKyl X U HEKa je
N < G. Onga je nejereo N O X miv TPUBHJATHO WM TPAH3UTHBHO.

Heka je G O X rpauszuturHo jgejctBo rpyne G Ha ckyn X W HeEKa je
x € X npoussospHO. Onya rpyna G jejcrByje (MHOXKEHmEM CJIeBa) U
Ha cKyl Jiepux Kocera G/Stab(z) crabuausaropa Stab(z) enementa .
Hoxazaru ma cy X u G/Stab(z) uzomopduu G-cKymosu.
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16.

17.

18.

19.

1. JIEJCTBO I'PYIIE HA CKYII

Heka G O X u G O Y w meka je ¢ : X — Y xomomopduzam G-
ckymoBa. Axo je x € X, onna je Stab(x) < Stab(¢(x)). Ako je ¢ u
uzomopdusam G-ckynosa, onja je Stab(x) = Stab(¢(x)).

Heka cy H u K nmoarpyme rpyne G. I'pyna G jeiyje J1eBUM MHOMXKEH-
jem na ckymose jesux kocera G/H wn G/K. Jlokasaru ja cy G-
ckynoeu G/H w G/K wszomopduu (1j. mocroju mzomopduzam G-
ckynoBa n3melhy mux) ako u camo ako cy noarpyne H u K komyrosane

y G.

Ba ceaky rpyny G mmamo npupomno jaejcrso Aut(G) O G wene rpyme
ayromopduszama Ha wy camy: 3a f € Aut(G)u g € G, f-g = f(g).
Heka je G komauna rpyma ca Gap 2 ejementa. Jlokazatu ga ako
Aut(G) nenyje rpamsurusao Ha G\ {e}, onna mopa 6utn G = (Z/pZ)",
3a HeKu mpocT 6poj p.

Heka je G konauna rpyna ca 6ap 2 esementa, raksa na Aut(G) menyje
aynsio rpausutusho Ha G\ {e}. Jokasaru na je onga G = (Z/27)",
3a Heko n € N, win G = 7 /37Z.

Heka je G O X aymwio TpaH3WTHUBHO JI€]CTBO U HEKA je © € X, IPOU3BOJHHO.

Joxkazaru na je Stab(x) makcumasnna nogarpyna ox, G (1j. na He noc-
Toju HeKa mpasa moArpyma K < G 3a kojy je Stab(z) € K).

Haro je nejcreo G O X, upm uemy je |X| > 3. Jlokasaru ja je
JIeJCTBO JIyILUIO TPAH3UTHUBHO aKO M CaMO akKo Irpyla Stab(x) memyje
rpansurusno Ha ckyn X — {x}, 3a cako x € X.

YaoyrcrBa

Jlako mamazumo ma je Stab(X; + X2) = {(),(1,2),(3,4),(1,2)(3,4)}, na je
npema TBphemy o opburn u crabmmmsaropy |O(X; + Xs)| = [S4|/4 = 6.
Excmmumurao, O(Xy + Xo) = {X; + X; | 1 < i,j < 4,7 # j}. Couuno ce
paJie u OCTaJIk CJIy4ajeBu.

Ba mapose (1, 72) u (y1,y2) y R?, 3a koje je x1 # X2, y1 # Y2, PENTUTE CHCTEM
jemnauwsa ary; + b = y1, are + b =1ys, mo a u b.

Ba nposepy o - (1 - v) = (07) - v, uckopucrumo ga je (o7)"1 = 77lo71,
OsraumMo 7-v = (ug, Uz, ..., Up), Tj. HEKa je u; = v,-1(;). Onmajeo-(7-v) =
g- (U17u2, ,un) = (ugfl(l), Us—1(2), ...,ugfl(n)) = (UTfl(o.fl(l)), Vr=1(6-1(2))>»
o Ur=1(e=1(n))) = (Vor)=1(1), Var)=1(2) - V(o) =1 (n))-

Axo je (a,b)t # (0,0), onga je

a| |a 1l 1 a| |a O
bl b oflo] " b7 [b 1]lo])
onaxie 3akpydyjemo 1a je O(vo) = {vo} u O(vy) = R?\{vq}, 1j. oBo aejcrso

nuMa TavqHo e opbure; Stab(vg) = GLy(R), Stab(vy) = {[ (1) z ] sy # 0}
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Ogso zmejerso fie nvaTu Geckonaano MuOTO opoura. Ozmaummo Xo = {(0,0)!}
u 3a cBe d € Z>1, Heka je Xq = {(a,b)! € Z* | H3/(a,b) = d}. Axo
o3uaunMo 3a d € Z>(, enement vy = (d,0)!, onna je O(vq) = X4. 3a mokas
0BOr'a, HCKOPHUCTHUTH JIa aKO Cy a,b € 7 y3ajaMHO IIPOCTH, MOCTOje HEKH IIEJIH
w7 ] € GLy(2). ¥
ommureM ciay4ajy, ako je H3I(a,b) = d, npumenuTu ucru aprymenT 3a uese
6pojese a/d, b/d koju cy yzajamuo npocru. Crabusmzaropu cy Stab(vg) =

GLy(Z) n3a d > 0, Stab(vd):{[ (1) ch ] |z € Z,y = +1}.

Opojesu x,y TakBu 1a je ar + by = 1. Aju ouna je

Heka cy v1, Vg, U3 TPH Pa3/IHIuTa HeHy/I1a BekTopa y R2, mpu ueMy cy BeKTOpH
Vo U V3 JIMHEAPHO He3aBHCHU. Jla Jid OBUM JI€]JCTBOM MOZKEMO JIa HIOLIA/LEMO
nap (vy, —v1) y map (vz,vs)?

Ilo nedunumnuju.

Tocmarpajmo aejcrBo (MHOKEmEM ciieBa) noarpyie H Ha CKyIl JeBUX KOCETa
G/K unomrpyue K. Crabusuzarop kocera xK upu osom gejcrsy je H N
xKz~!, a nymn xocer HxK je yHmja KoceTa KOjH Jleske Y OPOUTH KOCeTa
z K. Ilpumenutu Tepheme o opbuty u crabuin3aTopy.

IIpumenuTr KIacHy jeqHAKOCT.

Y upBom ciyuajy mocmarparu jejcrBo rpyue Z/6Z, a 'y Apyrom ciydajy
aejerBo Dg Ha ckyn S cBuX 0DOjeHMX LIECTOYIJIOBA, L& LPUMEHUTH DepH-
cajaosy nemy. Pemema: |S/Z/6Z] = &(nS 4+ n® + 2n? + 2n) u |S/Dg| =
5 (n® + 3n* + 4n3 + 2n? + 2n).

Youuru nejerso rpyue Z/pZ ua ckyu S csux nosurona. (OBo mejecrBo porupa
TeMeHa jenHor nojurona y apyru.) Hokasaru ga |S| = (p—1)!/2. Jokasaru
na k # 0 dukcupa (p — 1)/2 nosuron, na npumenntn BeprcajnoBy memy.

Onpennrn rpyny G poraiyja Korke, rma npuMennTi Beprcajnosy nemy. |G| =
24 u moxke ce mokazaru 1a je G = Sy.

Tocmarpajre aejcrso rpyne Aut(Z/nZ) wa Z/nZ. Wspadynajre 6poj op-
6uta osor nejcrea u |Fix(g)|, 3a g € Aut(Z/nZ), ma npumernte na TBpheme
Bepmncajmose jeMe maje TpaykeHy jeTHAKOCT.

TTocmarpajre nejcrso Z/nZ O Z/nZ naro ca a-b = a + b. Ilocmarpajre
oxrosapajyhie mejcrso Z/nZ O SZ/ML rhe je S m-toumanu ckym. Jlambe
uckopucrure 3amarak 13. u BepucajzoBy jemy.

Banumure BepucajnoBy nemy 3a tpansutusHO nejcrso. Kako je |Fix(e)| > 2,
3akspyunTe na mocroju g € G Tako na Fix(g) = 0.

IIpumeruTre na je mejcTBO J€BUM MHOXKEHmeM rpymne (G Ha JieBe KOCeTe TO-
rpyue H ysek tpansurusho. [Jokaxkure na gH € Fix(a) ako u camo ako
a€gH gfl. Cajia mpuMeHuTe MPETXOIHU 33/IATAK.

TTocmarpaTn 1ejcTBO JIEBUM MHOKEFEeM rpyme (G Ha CKYTT JIEBUX KOCETa TTOI-
rpyne H. Younre xomomopduszam ¢ : G — Sym(G/H) = S,,, xoju oiro-
Bapa ToM jgejcrBy. Jlokaxkure na je ker(¢) = Core(H), na npumMeHuTe npBy
TeopeMmy O m30MOpP(PHU3MY.
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1. JIEJCTBO I'PYIIE HA CKYII

. Ako je H KOHa9YHOT WHIEKCA, UCKOPUCTUTE Nn! — TeopeMy Ja JoKaykeTe 1a je
Core(H) TpaxeHa 10rpyrma.

Heka cy a,b € {1,2,...,p} nmpon3BosbHN n Heka je g € G TakBO Ja ¢ - a = b.
Hoxkaxure ma gL - Og(b) € Og(a). Hoxkaxure na |Op(a)| = |Og(b)|, na
73 KJIACHE jeJHAKOCTH 3aKJbYy9IHUTE /13 TOCTOjU CaMO jeaHa opoura.

[MpumennTe KIaCHy jeIHAKOCT Ha 33JATy CUTYAIUjy, U JOKAYXKUTE 1 MOPa
TOCTOjaTH jeTHOYIaHA OpOuTa.

KOjU CBU MpUnaaajy rpynu A,. 3a 1oKa3 dyriie TPAH3UTHBHOCTH, TPUMETUTE
Jla map eJeMeHTa i, k MoxKeMo nociaaru y map j,! nepmyramujom (i,5)(k, 1) €
A,,. Habhure 3-timki koju he map ¢, k cimkaru y nap t, .

Huje. Tokaxkure na je ceaku kpyr ca nearpom y (0,0) jeana opbura, ma je
OBO TIPUMEp JEjCTBA Ca OECKOHAYHO MHOTO OpOWTa.

Axo cy z,y nmee tauke y X, Tpeba mokazatu ma je [N -z| = |N -y|. 3a
TO je MOBOJHHO MOKa3aTu ja cy opbure N -x u N -y y Oujexmnuju; ajau 300r
TPAH3UTUBHOCTH, §y = ¢ - X, 3a HeKO g € G,maje N-y=N-g-z=¢g- N -x.

Axko N me gmenyje Tpusujanno ua X, mocroju Heko n € N,n # € W HEKO
x € X rakBu nma je n-x # x. Caga 3a MPOM3BOJHHA JBA PABIMIATA €JIEMEHTA,
21, %o € X IpUMeHuTE IYIIy TPAH3UTUBHOCT 33 nap (x,n-z) u nap (z1,xs) u
HOpMAaJTHOCT moArpyne N 1a OucTe TOKAa3aIH 13 Cy L1 U To Y UCTOj N-0pOUTH.

Hedbnunmmnmvo npeciankabame ¢ @ G/Stab(z) — X ca ¢(g Stab(x)) = gx.
Jokazaru na je oBO mpeciukaBame 100po JeduHucaHo (Ja He 3aBUCH O/
u30opa npejcTaBHUKA Kocera), na je xomomopdusaMm G-CKyloBa, Ja je uH-
JEKTUBHO M Ja je CypjeKTUBHO (3a IITa MCKOPUCTUMO YCJIOB JIa je JejCcTBO
G O X TpaH3WTHBHO).

[IpBu feo ce mpoBepaBa IUPEKTHO M0 AeDUHUIAjH. 34 APYTH €0, TPUMETUTH
Jia aKo je ¢ oujekTuBHu XOMOoMOpdu3aMm G-CKyIoBa, OHJIA j€ HHBEP3HO MIPeCc-
mukaBame ¢! Y — X Takolje xomoMopduzaM G-CKYTIOBa, M3, TPUMEHUTH
TIPBH J1€0 7 32 ¢~ 1.

Ba cBako gejero G O X u cBako g € G u ¢ € X Baxu Stab(g - z) =
gStab(z)g~!. Kaxo je nejereo G O G/H TpaH3WUTHBHO, CKYT CBHX CTaOu-
sm3aTopa tadaka u3 G/H ce MOKJAma ca CKyloOM CBHX KOYrara TOArpYyIe
H. Cuwnuno u ckyn csux crabuimsaropa gejcra G O G/K ce nokiana
ca ceum Komyratuma noarpyne K. Cana, ako cy G/H u G/K uzomopduu
G-CKyIIOBH, HBUXOBH CKYNOBH CTaOHJIM3aTOPa CE€ MOPA]y HMOKJANATH MPeMa
MPETXOIHOM 33JaTKy. ¥ OOPHYTOM CMEpYy MCKOPUCTUTH dode 327ATAK.

3a caku ayromopdusam f € Aut(G), enementu g u f(g) cy ucror pena
y rpyuu G. Heka je p meku upocr penuress oxn |G|; upumenom Kouwmjese
JIeMe Hala3suMo HeKW enemenT y G pema p; 300T TPaH3UTHUBHOCTH IejCTBA,
CBU €JIEMEHTH # e Cy ucTOr pena p. Vckopucrtutu ga G mMa HETPUBHUjaJIAH
nenrap 1a 6u ce 3akspydnio Ja G mopa outu Abenosa. Buneru G xao Z/pZ-
BEKTOPCKHU IIPOCTOP.

3a 1oka3 rpan3urusHocty, youure uukiose (1,2, n), (1,3,n),...,(1,n—1,n), (1, n,2)
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ITpema mpeTxomHOM 3a7aTKy, 3HAMO Ja Mopa outn G = (Z/pZ)", 3a Heku
upoct p, npu demy (Z/pZ)™ mMoxeMo BUIAETU U KAO Z/pZ-BEKTOPCKH MPOC-
Top. Ako 6m Guno p > 2 u n > 2, onjga 3a GUIO KOja JBA JTMHEAPHO HE3a-
BucHa BekTopa v, w € (Z/pZ)™ ue bucmo morau jna Haljemo ayromopduzam
A € Aut(G) = GL,,(Z/pZ) (oBaj uzomopdusam ciexn u3 Jluneapue asre-
6pe) Koju map BekTopa (v, —v) mpecaukasa y map (v,w). (3amro oo nehe
OuTu KOHTpampumep ako je p = 27). Axo je n = 1, UCKOPUCTUTH J1a CBAKU
ayromopduzam rpyne Z/pZ koju dbukcupa HeKu HEeHyJIa eleMeHT (DUKCUpa u
cBe ocrajie, /1a Ou ce 3aKJbYy4IUJIO J1a y OBOM CJiy4ajy mopa butu p < 3.

Hajupe, kako je mejerBo m TpamsuruerO, G-ckynosu X m G/Stab(x) cy
u3omMopdHu, ma je crerujaino u nejcrso G O G /Stab(x) aymnio TpaH3UTHBHO.
IpermnocraBumo ga Stab(z) Huje MakcuMaJHA TOArPYTIA, Tj. [a IOCTOjU HEKA
noarpyna K rtaksa zga je Stab(z) < K < G, rae < 3na4u ”npasa noarpyma’.
Onpa uzabepumo neko g € G — K u neko k € K — Stab(x). 36or aymie
TPAH3UTUBHOCTH, IIOCTOju HeKO h € G TakBO #a je h - Stab(x) = Stab(z) u
h - (kStab(x)) = gStab(z). Ongapne n3BecTH KOHTPAIUKIH]Y.

Cwmep (=) caemu aupektHO 1o gedunuimju. Cmep (<): map (21, X2) MoXKeMO
npecaukara y nap (yi,y2), € Cy 1 # X U Y1 F# Yo HOP. Kopucrelin
oxroBapajyhe enemente u3 Stab(zy) u Stab(yz) va cienehu nagun: (z1,22)
— (z1,y2) = (y1,¥2). OBO "HE pamam” camo ako je x; = Ys, aqm y TOM
ciyJajy mzabepure HeKO z # x1,y1 (3aTo Ham je Tpebao ycios |X| > 3) u
npebhuTe U3 npBor y Apyru nap y 3 Kopaka.



