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•
E

gzistencija
funkcije

skaliranja
–

da
lidilataciona

jedna
čina

im
a

rešenje
čija

je
energija

konačna
(rešenje

u
L

2 )?

•
K

ako
konstruisatifunkciju

skaliranja
–

da
likaskadnialgoritam

konvergira
ka

ovom
rešenju?

•
K

akva
je

glatkostrešenja,ako
ono

postoji?

•
K

oliko
prvih

m
om

enata
talasića

je
jednako

nuli?

•
K

akva
je

tačnostiaproksim
acije?

Tačnostdeo
po

deo
polinom

ijalne
aproksim

acije
splajnovim

a
ilikona

čnim
ele-

m
entim

a
zavisi

od
toga

do
kog

stepena
polinom

i
1
,
t,...,t

r−
1

m
ogu

biti
reprodukovani

tačno
pom

oću
aproksim

acionih
funkcija.

K
ada

ovi
polinom

i
pripadaju

prostoru
aproksim

acionih
funkcija,

gre
ška

aproksim
acije

je
reda

(∆
t)
r,

‖
f
(t)−

f−
j (t)‖

≈
C
(∆

t)
r‖
f
(r

)(t)‖

K
od

nas
su

aproksim
acione

funkcije
ϕ
jn
(t)

iψ
jn
(t)

2



N
jihove

osobine
(intervalna

kom
e

nisu
identičkijednakinuli,

glatkost,
ortogonal-

nost,iščezavajućim
om

enti)
odre

-duju
koeficijentidilatacione

jedna
čine

ϕ
(t)
=
2

N
−
1

∑

k
=

0

h
(k
)
ϕ
(2
t−

k
),

ψ
(t)
=
2

N
−
1

∑

k
=

0

(−
1
)
n
h
(N
−
1
−
n
)
ϕ
(
2
t−

k
)

K
oeficijentidilatacione

jednačine
=

koeficijentinisko-frekvencijskog
filtra

O
snovnioperatoriu

teorijitalasića,

M
=
(↓
2
)
2
F
,

T
=
(↓
2
)
2
F
F
>

F
=



·
·

·
·
·

h
(0
)

0
0

0
0

h
(1
)
h
(
0
)

0
0
0

h
(2
)
h
(1
)
h
(0
)
0
0

·
·

·
·
·



F
–

m
atrica

filtra
h

F
F
>

–
Toeplitz-ova

m
atrica

gustine
energijskog

spektra
filtra

p̂
(ω
)

V
rste

su
dvostruko

pom
erene

operacijom
kom

presije
(↓
2
).
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♠
U

frekvencijskom
dom

enu
delovanje

operatora
M

iT
je

slede
će

ˆ
(M

f
)(ω
)
=
ĥ
(

ω2

)

f̂
(

ω2

)

+
ĥ
(

ω2
+
π
)

f̂
(

ω2
+
π
)

ˆ
(T
f
)
(ω
)
=
|ĥ
(

ω2

)| 2
f̂
(

ω2

)

+
|ĥ
(

ω2
+
π
)| 2

f̂
(

ω2
+
π
)

D
okaz:

M
f
=
2



·
·

·
·

·
h
(0
)

0
0

0
0

h
(2
)
h
(1
)
h
(0
)

0
0

h
(4
)
h
(3
)
h
(2
)
h
(1
)
h
(0
)

·
·

·
·

·





·
f
(0
)

f
(1
)

f
(2
)
·



=



·
2
∑n
h
(n
)f
(−
n
)

2
∑n
h
(n
)f
(
2
−
n
)

2
∑n
h
(n
)f
(
4
−
n
)

·



F
ourier-ova

transform
acija

(reprezentacija
u

frekvencijskom
dom

enu)
je

ˆ
(M

f
)(ω
)
=
∑m

(

2
∑

n

h
(n
)f
(2
m
−
n
)

)

e −
ım

ω

4



D
esna

strana
je

ĥ
(

ω2

)

f̂
(

ω2

)

+
ĥ
(

ω2
+
π
)

f̂
(

ω2
+
π
)

=
∑

n

h
(n
)e −

ın
ω
/
2
∑

j

f
(j
)e −

ıjω
/
2
+
∑

n

h
(n
)e −

ın
(π

+
ω
/
2
)
∑

j

f
(j
)e −

ıj
(π

+
ω
/
2
)

=
∑n
,j

h
(n
)f
(j
)e −

ı(n
+
j
)ω
/
2
+
∑n
,j

h
(n
)f
(j
)(−
1
)
n
+
je −

ı(n
+
j
)ω
/
2

=
∑

l

(1
+
(−
1
)
l
)

(

∑

n

h
(n
)f
(l−

n
)

)

e −
ılω

/
2

=
∑m

(

2
∑

n

h
(n
)f
(2
m
−
n
)

)

e −
ım

ω

gde
je

stavljeno
l
=

n
+
j,

i,
kako

u
poslednjoj

sum
i

ostaju
sam

o
sabirci

po
parnim

l,stavljeno
je
l
=
2
m

.

A
nalogno

se
dokazuje

tvr -denje
za

m
atricu

T
.
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O
d

osobina
m

atrica
M

iT
zavise

odgovorina
postavljena

pitanja.
Iteriranje

niskofrekvencijskog
filtra

se
predstavlja

stepenovanjem
m

atrice,pa
kon-

vergencija
zavisiod

sopstvenih
vrednosti.

O
d

m
atrice

M
zavisiuniform

na,
a

od
m

atrice
T

srednjekvadratna
konvergencija.

V
ektorskizapis

dilatacione
jednačine

Φ
(t)
=
(ϕ
(t),ϕ

(t
+
1
),...,ϕ

(t
+
N
−
1
)
)>

ϕ
(t)
=
2

N
−
1

∑

n
=

0

h
(n
)ϕ
(2
t−

n
)

−→
Φ
(t)
=
M
Φ
(2
t)

Φ
(0
)

je
nenula

vektor
ako

je
λ
=
1

sopstvena
vrednostm

atrice
M

.

ϕ
′(t)
=
4

N
−
1

∑

n
=

0

h
(n
)ϕ
′(2
t−

n
)

−→
Φ
′(t)
=
2
M
Φ
′(2
t),

Φ
′(0
)

je
nenula

vektor
ako

je
λ
=
1
/
2

sopstvena
vrednostm

atrice
M

.
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D
aljim

diferenciranjem
(ako

je
m

oguće)
dobija

se

Φ
(m

)(t)
=
2
m
M
Φ

(m
)(2

t)

Φ
(m

)(0
)
=
(ϕ

m
(0
),...,ϕ

m
(N

−
1
)
)>

je
sopstveni

vektor
m

atrice
M

ako
je

λ
=
1
/
2
m

sopstvena
vrednostm

atrice
M

.

Iz
uslova

A
r ,

kojim
a

su
definisani

m
aksim

alno
ravni

filtri,
sledi

ova
i

druge
poželjne

osobine
talasića.

1.
M

atrica
M
=
{
2
h
(2
i−

j
)}

im
a

sopstvene
vrednosti

1
,
1
/
2
,...,(1

/
2
)
r−

1

2.
P

olinom
i
1
,
t,...,t r−

1
su

linearne
kom

binacije
translacija

ϕ
(t−

k
)

3.
P

rvih
r

m
om

enata
talasića

ψ
(t)

se
anuliraju

∫

t m
ψ
(t)

d
t
=
0
,

m
=
0
,1
,...,r−

1

7



4.
G

latke
funkcije

m
ogu

bitiaproksim
irane

sa
gre

škom
O
((
∆
t)
r)

kom
binacijam

a
funkcija

ϕ
za

svako
j

‖
f
−
∑

n

a−
j,n
ϕ
(2

jt−
n
)‖
≤
C
2
−
jr‖
f
(r

)‖

gde
je
a−

j,n
=
∫

f
(t)2

j/
2
ϕ
(2

jt−
n
)
d
t

i
∆
t
=
2
−
j

5.
F

ourier-ovi
koeficijenti

glatke
funkcije

odre
-deni

bazisom
talasića

(koeficijenti
talasića)

opadaju
kao

∣∣∣∣

∫

f
(t)

ψ
(2

jt)
d
t

∣∣∣∣ ≤
C
2
−
jr

6.
K

askadnialgoritam
konvergira

u
L

2
ka

ϕ
(t)

ako
ostale

sopstvene
vrednosti

m
atrice

T
zadovoljavaju

uslov
|λ|

<
1

.

7.
ϕ
(t)

i
ψ
(t)

im
aju

s
izvoda

u
L

2
ako

ostale
sopstvene

vrednosti
m

atrice
T

zadovoljavaju
uslov

|λ|
<
4
−
s

(s
≤
s
m
a
x

nije
veće

od
broja

r).
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♠
1

M
atrica

M
im

a
sopstvene

vrednosti
λ
=
1
,
1
/
2
,...,

(
1
/
2
)
r−

1,

M
Φ

(m
)
=
(

12

)

m
Φ

(m
),

m
=
0
,
1
,...,r−

1
,

ako
isam

o
ako

koeficijentifiltra
zadovoljavaju

uslov
A
r ,

kojise
u

vrem
enskom

dom
enu

svodina
r

sum
acionih

pravila
za

koeficijente

2
r−

1
∑

n
=

0

(−
1
)
n
n
m
h
(n
)
=
0
,

m
=
0
,...,r−

1
,

ili,u
frekvencijskom

dom
enu

glasi

Frekvencijskiodziv
ĥ
(ω
)

im
a

nulu
reda

r
za

ω
=
π
,

ĥ
(m

)(π
)
=
0

,tj.

ĥ
(ω
)
=

(

1
+
e −

ıω

2

)

r

q̂
(ω
),

H
(z
)
=

(

1
+
z −

1

2

)

r

Q
(z
)

T
vr -denje

je
posledica

teorem
e

koja
sledi.
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♠
F

ilteru
H
(z
)

pridružim
o

m
atricu

M
s

sa
sopstvenim

vrednostim
a
λ
s

isopstvenim
vektorim

a
x
s .

K
ada

H
(z
)

pom
nožim

o
sa

1
+
z −

1

2
,

dobijam
o

filtar
kom

e
odgovara

m
atrica

M
n ,dim

enzije
za

jedan
veće

od
dim

enzije
m

atrice
M

s ,i

a)S
opstvene

vrednostinove
m

atrice
su

λ
n
=

12
λ
s .

D
odatna

sopstvena
vrednost

je
λ
n
=
1

.

b)
S

opstveni
vektori

x
n

im
aju

koordinate
koje

su
razlike

koordinata
sopstvenih

vektora
x
s ,

x
n
(k
)
=
x
s (k
)−

x
s (k

−
1
),

tj.
X
n
(z
)
=
(1
−
z −

1
)
X
s (z
)

c)
V

ektor
e
0
=
(1
1
···
1
)

je
levi

sopstveni
vektor

m
atrice

M
n ,

koji
odgovara

dodatnojsopstvenojvrednosti
λ
n
=
1

,

e
0
M

n
=
e
0

d)
D

esnisopstvenivektor
im

a
kom

ponente
koje

su
vrednostifunkcije

skaliranja
u

celobrojnim
tačkam

a
ϕ
(k
),

M
n
Φ
(0
)
=
Φ
(0
)

10



D
okaz:

U
z-dom

enu
jednačina

koja
definiše

sopstvene
vrednostije

ˆ
(M
x
)(ω
)
=
ĥ
(

ω2

)

x̂
(

ω2

)

+
ĥ
(

ω2
+
π
)

x̂
(

ω2
+
π
)

=
λ
x̂
(ω
)

S
m

ena

e −
ı
ω2
=
z
,
−→

e −
ı(π

+
ω2
)
=
−
z
,

x̂
(

ω2

)

=
X
(z
)

daje
zapis

relacije
sopstvenih

vrednostim
atrice

filtra
h

u
z-dom

enu

(∗
)

M
s x

s
=
λ
s x

s
⇐
⇒

H
(z
)X

s (z
)
+
H
(−
z
)X

s (−
z
)
=
λ
s
X
s (z

2
)

M
noženjem

jednačine
sa

12
(1
−
z −

2
)
=

12
(1
+
z −

1
)
(1
−
z −

1
)

dobijam
o

1
+
z −

1

2
H
(z
)
(1
−
z −

1
)X

s (z
)
+
1
−
z −

1

2
H
(−
z
)
(
1
+
z −

1
)X

s (−
z
)

=
12
λ
s
(
1
−
z −

2
)X

s (z
2
)
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N
ovom

filtru
1
+
z −

1

2
H
(z
)

odgovara
m

atrica
M

n .
A

ko
označim

o
sa

X
n
(z
)
=
(1
−
z −

1
)X

s (z
),

λ
n
=
12
λ
s

poslednja
jednačina,prem

a
(∗),predstavlja

u
z-dom

enu
zapisanu

jedna
činu

sop-
stvenih

vrednostim
atrice

M
n

novog
filtra,

M
n
x
n
=
λ
n
x
n .

a)
S

opstvene
vrednostim

atrice
M

n
su
λ
n
=

12
λ
s

b)
S

opstvenivektorizadovoljavaju
tvr -denje

teorem
e,jer

je

x̂
n
(

ω2

)

=
X
n
(z
)
=
(1
−
z −

1
)
X
s (z
)
=
(1
−
e
ı
ω2
)
x̂
s
(

ω2

)

=
(1
−
e
ı
ω2
)

N
−
1

∑

k
=

0

x
s (k
)e −

ık
ω2
=

N
−
1

∑

k
=

0

x
s (k
)e −

ık
ω2
−

N
−
1

∑

k
=

0

x
s (k
)e −

ı(k−
1
)

ω2

=

N
−
1

∑

k
=
−
1

(x
s (k
)−

x
s (k
+
1
))e −

ık
ω2
=
e
ı(

ω2
+
π
)

N∑

k
=

0

(x
s (k
)−

x
s (k

−
1
)
)e −

ık
ω2

x
s (−
1
)
=
x
s (N
)

def
=
0

12



c)
V

ektor
e
0
=
(1
1
1

...
1
)

je
levi

sopstveni
vektor

m
atrice

M
koji

odgovara
sopstvenojvrednostiλ

=
1

,

e
0
M
=
e
0

jer
iz

prvog
sum

acionog
pravila

(za
m
=
0

)
za

koeficijente
filtra

∑

k

h
(2
k
)
=
∑

k

h
(2
k
+
1
)
=
1
/
2

sledida
je

(1
1
1

...
1
)



2
h
(0
)

2
h
(2
)
2
h
(1
)
2
h
(0
)

2
h
(3
)
2
h
(2
)
...

...
...

...
...



=
(1
1
1

...
1
)

d)
S

ledina
osnovu

vektorskog
zapisa

dilatacione
jedna

čine.
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♠
2

Levi
sopstveni

vektor
definisan

jednačinom
y
m
M
=
(

12

)

m
y
m

odre
-duje

linearnu
kom

binaciju
funkcija

skaliranja
ϕ
(t
+
k
)

koja
je

jednaka
t
m

,
∑

k

y
m
(k
)ϕ
(t
+
k
)
=
t m
,

m
=
0
,
1
,...,r−

1
.

S
toga

prostorV
0 ,generisan

funkcijam
a
{
ϕ
(t
+
k
)},sadržisve

polinom
e

stepena
m

anjeg
od

r.

D
okaz:

A
ko

je
vektor

Φ
(t)

rešenje
dilatacione

jednačine
Φ
(t)
=
M
Φ
(
2
t),sledi

G
(t)
=
y
m
Φ
(t)
=
y
m
M
Φ
(2
t)
=

(

12

)

m

y
m
Φ
(
2
t)
=

(

12

)

m

G
(2
t)

G
(2
t)
=
2
m
G
(t)

sam
o

ako
je

G
(t)
=
∑

y
m
(k
)ϕ
(t
+
k
)
=
c
t m

P
aram

etar
r

je
bar

jednak
jedan,

pa
za

levi
sopstveni

vektor
y
0
≡
e
0
=

(1
,
...,1

),
dobijam

o
važnu

osobinu
funkcije

skaliranja
∑

ϕ
(t
+
k
)
=
1

14



O
sobina

2.
je

bitna
za

tačnostaproksim
acije

talasićim
a.

P
olinom

i
1

it
m

ogu
se

predstavitilinearnom
kom

binacijom
translacija

¦
krov

funkcije,
M

2
=

12

(

1
0

1
2

)

λ
0
=
1
,

λ
1
=

12
−→

r
=
2

¦
D

aubechies
funkcije

skaliranja
ϕ
(t)
=
D
b
2
(t).

M
atrica

M
3
=
14



1
+
√
3

0
0

3
−
√
3
3
+
√
3
1
+
√
3

0
1
−
√
3
3
−
√
3



im
a

sopstvene
vrednostiileve

sopstvene
vektore

λ
0
=
1

y
0
=
(1
1
1
)

λ
1
=
12

y
1
=
12

(3
−
√
3
1
−
√
3
−
1
−
√
3
)

λ
2
=
1
+
√
3

4
y
2
=
(1
0
0
)
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S
am

o
dve

sopstvene
vrednostisu

stepenibroja
2

−→
r
=
2

λ
0
=
1

odgovara
konstantni,

∑

y
0
(k
)ϕ
(t
+
k
)
=
1

λ
1
=

12
odgovara

linearnom
sopstvenom

vektoru
(k
,
k
−
1
,
k
−
2
),

∑

y
1
(k
)ϕ
(t
+
k
)
=
c
t

(c
je

konstanta)

Z
aključak

je
da

D
aubechies

prostorV
0

sadržifunkcije
1

it.

D
aubechies

talasićiiz
prostora

W
0

su
ortogonalnina

funkcije
skaliranja,

∫

1
ψ
(t)

d
t
=
∑

∫

ϕ
(t
+
k
)
ψ
(t)

d
t
=
0
,

∫

t
ψ
(t)

d
t
=
∑

y
1
(k
)

∫

ϕ
(t
+
k
)
ψ
(t)

d
t
=
0

S
ledida

D
aubechies

talasić
im

a
dva

iščezavajuća
m

om
enta.

♠
3

P
rvih

r
m

om
enata

talasića
ψ
(t)

iščezavaju,
∫

t m
ψ
(t)

d
t
=
0
,

m
=
0
,1
,...,r−

1
16



Iopštizaključak
slediiz

osobine
2.

iortogonalnostitalasića
ifunkcije

skaliranja
∫

∞−
∞
t m
ψ
(t)

d
t
=

∫

∞−
∞

∑

k

y
m
(k
)ϕ
(t
+
k
)ψ
(t)

d
t

=
∑

k

y
m
(k
)

∫

∞−
∞
ϕ
(t
+
k
)ψ
(t)

d
t
=
0
,

m
=
0
,...,r−

1

O
va

osobina
talasića

im
a

za
posledicu

da
se

polinom
ijalna

(do
stepena

r
−
1

)
funkcija

P
m
(t)

predstavlja
sam

o
aproksim

acijom
(tj.

funkcijom
skaliranja).

D
etalji

su
nula,jer

su
koeficijentib

jk
=
∫

P
m
(t)ψ

(t)
d
t
=
0

.

P
rim

edba:
P

olinom
i
1
,...,t r−

1
6∈
L

2 ,jer
im

aju
beskonačnu

energiju
∫

∞−∞
(t j)

2
d
t
=
∞

.
S

toga
ne

pripadaju
prostoru

V
0 ,

ali
se

m
ogu

tačno
predstaviti

kom
binacijom

funkcija
ϕ
(t
+
k
)

na
svakom

konačnom
intervalu.

V
ektori

y
m

im
aju

beskonačno
m

nogo
nenula

kom
ponentikoje

m
nože

sve
translacije

funkcije
ϕ
(t),tako

da
kom

-
binacija

ostaje
polinom

za
svako

t.
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♠
4

K
ada

ĥ
(ω
)

im
a

nulu
reda

r,
svaka

funkcija
f
(t),

koja
je
r

puta
diferen-

cijabilna,
aproksim

irana
je

sa
greškom

reda
(∆

t)
r
=
2
jr

svojom
projekcijom

f
j (t)

na
V
j ,

‖
f
(t)−

f
j (t)‖

≤
C
(∆

t)
r‖
f
(r

)‖
tj.

‖
f
(t)−

∑

k

a
j,k
2 −

j/
2
ϕ
(2
−
jt−

k
)‖
≤
C
2
jr‖
f
(r

)‖

P
rvih

r
sabiraka

Taylorovog
razvoja

(polinom
stepena

r
−
1

)
m

o
že

se
lokalno

predstaviti
bazisom

{
ϕ
(t−

k
)}.

G
rešku

odre
-duje

prvi
član

Taylorovog
razvoja

koga
ne

m
ožem

o
rekonstruisati,što

daje
(∆

t)
rf

(r
).

P
itanje

je
koliko

r
treba

zahtevati
u

praksi.
O

bično
je

dovoljno
da

funkcija
ϕ
(t)

bude
dva

puta
diferencijabilna,a

to
je

za
r
≈
4

.

Z
a

četvrtku
iH

aar-ove
talasiće

je
r
=
1

.
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A
ko

je
funkcija

f
(t)

m
ale

glatkostisam
o

u
nekom

delu
oblasti,m

o
že

se
tu

lokalno
povećatitačnostpovećanjem

brojnivoa
rezolucije

|j|–
tzv.

adaptivna
m

re
ža.

To
je

m
ultigrid

tehnika
u

konačnim
razlikam

a
iosnovna

ideja
konačnih

elem
enata.

Jedna
od

prednostiaproksim
acije

talasićim
a

nad
F

ourierovom
m

etodom
je

upravo
ova

m
ogućnostlokalnog

popravljanja
tačnostiaproksim

acije.

♠
5

A
ko
f
(t)

im
a
r

izvoda,njenikoeficijentitalasića
opadaju

kao
2
jr,

|b
jk |
=

∣∣∣∣

∫

f
(x
)2
−
j/

2
ψ
(2
−
jx
−
k
)
d
x

∣∣∣∣ ≤
C
2
jr‖
f
(r

)‖

V
išestrukostnule

frekvencijskog
odziva

u
tačkiπ

je
suština

teorije
talasića

Frekvencijskiodziv
ĥ
(ω
)

im
a

nulu
reda

r
ako

im
a

činilac
(1
+
e −

ıω
)
r

(uslov
A
r )
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K
askadnialgoritam

je
iterativniproces

definisan
m

atricom
filtra

M
=
(↓
2
)2
F

ϕ
(i+

1
)(t)

=
2

N
−
1

∑

k
=

0

h
(k
)ϕ

(i)(2
t−

k
),

ϕ
(0

)(t)
=

{

1
,
t∈
[0
,1
)

0
,
t6∈
[0
,1
)

D
ve

vrem
enske

skale
t

i
2
t

predstavljaju
kontinualnu

form
u

kom
presije

(↓
2
)

–
um

esto
(↓
2
)ϕ
(n
)
=
ϕ
(2
n
)

im
am

o
(↓
2
)ϕ
(t)
=
ϕ
(2
t).

U
svakojiteracijiim

am
o

dva
koraka

-
filtriranje

ireskaliranje.

¦
1

F
iltar

h
(0
)
=
2
/
3
,

h
(1
)
=
1
/
3

filtriranje
23
ϕ
(0

)(t)
+
13
ϕ
(
0
)(t−

1
)

reskaliranje
ϕ

(1
)(t)
=
43
ϕ
(
0
)(2

t)
+
23
ϕ
(0

)(2
t−
1
)

D
a

bipovršina
ostala

neprom
enjena

(=
1

),m
nožim

o
visinu

sa
2

(koefic.
2
h
(k
)).
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F
iltriranjem

i
reskaliranjem

jedne
četvrtke

(po
form

uli
odre

-denoj
dilatacionom

jednačinom
)

dobijaju
se

dve
četvrtke

polovine
početne

širine,ivisine
4
/
3

i
2
/
3

.

S
ada

filtriram
o

ireskaliram
o
ϕ

(1
)(t).

O
d

dve
polu-četvrtke

nastaju
četiričetvrt-

četvrtke,odre
-dene

izrazom

ϕ
(2

)(t)
=
43
ϕ
(1

)(2
t)
+
23
ϕ
(1

)(
2
t−
1
)

P
rva

četvrt-četvrtka
im

a
visinu

1
69

,jer
se

visina
m

nožisa
43

u
svakojiteraciji.

O
čigledno

je
da

je

ϕ
(i)(0

)
=
(

43

)

i→
∞
,

i→
∞

što
značida

priovom
izboru

koeficijenata
dilatacione

jedna
čine

iterativnialgoritam
ne

konvergira.

Frekvencijskiodziv
filtra

u
ovom

prim
eru

je

ĥ
(ω
)
=
23
+
13
e −

ıω
,

H
(z
)
=
23
+
13
z −

1
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¦
2

F
iltar

h
(0
)
=

12
,
h
(1
)
=

12
,

Č
etvrtka

je
fiksna

tačka

ϕ
(1

)(t)
=
ϕ
(0

)(2
t)
+
ϕ

(
0
)(2

t−
1
)
≡
ϕ

(0
)(t)

¦
3

F
iltar

h
(0
)
=

14
,

h
(1
)
=

12
,

h
(2
)
=

14

Č
etvrtka

daje
dilatacionom

jednačinom
tripolu-četvrtke,···

ϕ
(1

)(t)
=
12
ϕ
(0

)(2
t)
+
ϕ

(0
)(2
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+
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ϕ
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)(2
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ϕ
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)(
x
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S
kaliranjem

se
skraćuju

nosači,tako
da

je
graničniinterval

0
≤
t
<
2

.
ϕ
(i)(t)

težikrov
funkcijikada

i→
∞
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A
naliza

frekvencijskih
odziva

filtara
H
(z
),definisanih

prethodnim
prim

erim
a

¦
1

Iterativnialgoritam
ne

konvergira.

H
(z
)
=
23
+
13
z −

1
,

H
(−
1
)
6=
0
,

tj.
ĥ
(π
)
6=
0

¦
2

Iterativnialgoritam
konvergira.

Č
etvrtka

je
ortogonalna

na
svoje

translacije.

H
(z
)
=
12
+
12
z −

1
,

H
(−
1
)
=
0
,

tj.
ĥ
(π
)
=
0

F
iltar

H
(z
)
H
(z −

1
)

nem
a

parnih
stepena

osim
konstante.

¦
3

Iterativni
algoritam

konvergira.
K

rov
funkcija

nije
ortogonalna

u
odnosu

na
translaciju.

H
(z
)
=
14
(1
+
z −

1
)
2
,

H
(−
1
)
=
H
′(−
1
)
=
0
,

tj.
ĥ
(π
)
=
ĥ ′(π
)
=
0

F
iltar

H
(z
)
H
(z −

1
)

sadržiparne
stepene

z −
2

iz −
4.
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Z
aključak

•
N

ula
frekvencijskog

odziva
filtra

u
tačkiz

=
−
1
(ω
=
π
)

je
potreban,aline

i
dovoljan

uslov
za

konvergenciju
kaskadnog

algoritm
a.

O
va

nula
ne

garantuje
konvergenciju

niza
ϕ

(i)(t),ali,bez
te

nule,konvergencija
nije

m
ogu

ća.

•
O

rtogonalnostfiltra
ne

garantuje
ortogonalnost

ϕ
(t)

na
njene

translacije.
A

li,
bez

svojstva
funkcije

H
(z
)
H
(z −

1
)

da
im

a
sam

o
neparne

stepene
po

z −
1,

osim
konstante,ortogonalnostnije

m
oguća.

•
K

onvergencija
m

ože
biti

slaba
ili

jaka.
P

ri
slaboj

konvergenciji,
funkcije

ϕ
(i)(t)

m
ogu

oscilovati
sve

brže
i

brže,
ali

integral
funkcije

ϕ
(i)(t)

konver-
gira

ka
integralu

funkcije
ϕ
(t)

na
svakom

kona
čnom

intervalu
[0
,T
].

P
rijakoj

konvergenciji,koju
pretpostavljam

o,
ϕ

(i)(t)
tezika

ϕ
(t)

u
svakojtački.
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•
K

ao
početna

aproksim
acija

u
kaskadnom

algoritm
u

izabrana
je

četvrtka,zbog
njene

ortogonalnosti
u

odnosu
na

translaciju.
Tada

ortogonalna
banka

filtara
održava

ovu
ortogonalnost.

I
drugi

izbor
početne

funkcije
će

voditi
ka

istoj
fik-

snojtačkiϕ
(t),ilifunkcijicϕ

(t),
c
=

const,ako
postojijaka

konvergencija.

L
2

konvergencija
kaskadnog

algoritm
a

svodise
na

konvergenciju
stepene

itera-
tivne

m
etode

definisane
nizom

vektora
(i
=
0
,1
,...)

a
(i)
=
{
a
(i)(n

)}
n
,

a
(i)(n

)
=
(ϕ

(i)(x
),
ϕ

(i)(x
+
n
)
)

=

∫

ϕ
(i)(x

)ϕ
(i)(x

+
n
)
d
x

ka
sopstvenom

vektoru
a
=
{
a
(n
)}
,
a
(n
)
=
(ϕ
(x
),
ϕ
(x
+
n
)
)

m
atrice

T
,

a
(i+

1
)
=
T
a
(i)

i→
∞

−→
a
=
T
a

O
dgovarajuća
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S
ve

zavisiod
sopstvenih

vrednostim
atrice

T

•
K

onvergencija
kaskadnog

algoritm
a

zahteva
da

va
že

uslovi

za
sve

|λ|
<
1
,

osim
jedne

λ
=
1

•
A

proksim
acija

reda
r

zahteva
sopstvene

vrednosti

λ
=
1
,
12
,
14
,...,

(

12

)

2
r−

1

•
G

latkostizvoda
do

reda
s

u
L

2
zahteva

da
sve

preostale
sopstvene

vrednosti
zadovolje

uslov
|λ|

<
4
−
s.

27


