
GEOMETRIJA 3
zadaci za rad na ve�bama i samostalni rad studenata

Krive

1. Parametrizovati elipsu, hiperbolu i parabolu date:

(a) u kanonskom obliku u Dekartovom koordinatnom sistemu;

(b) u polarnom koordinatnom sistemu qiji je centar neka �i�a krive drugog reda, a osa se poklapa sa osom krive
koja sadr�i �i�u.

2. (a) Odrediti neku parametrizovanu krivu qiji trag predstav	a skup svih taqaka u ravni koje se dobijaju kao
trag fiksirane taqke na rastoja�u d od centra diska polupreqnika r koji se kotr	a bez kliza�a po ravnoj
podlozi. Skicirati.

(b) Ispitati regularnost te krive u zavisnosti od toga da li je d < r, d > r ili d = r.

3. Data je astroida svojom jednaqinom u Dekartovim koordinatama x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0.

(a) Odrediti neku parametrizaciju date krive i dokazati da �en trag predstav	a trajektoriju fiksirane taqke
kru�nice polupreqnika a

4 koji se kotr	a bez kliza�a iznutra po nepokretnom krugu polupreqnika a. Ski-
cirati.

(b) Dokazati da je du�ina odseqka tangentne linije astroide odre�enog koordinatnim osama konstantna.

(v) Odrediti neku parametrizovanu krivu na sferi x2+y2+z2 = a2 qija je ortogonalna projekcija na xOy-ravan
data kriva.

4. Data je kardioida svojom polarnom jednaqinom ρ = a(1 + cos θ), a > 0.

(a) Dokazati da je data kriva zatvorena i izraqunati �enu du�inu.

(b) Dokazati da trag ove krive predstav	a trajektoriju fiksirane taqke kru�nnice polupreqnika a
2 koji se

kotr	a bez kliza�a spo	a po nepokretnom krugu polupreqnika a
2 . Skicirati.

5. Data je Arhimedova spirala svojom polarnom jednaqinom ρ = aθ (a 6= 0).

(a) Dokazati da data kriva predstav	a trajektoriju taqke koja se kre�e konstantnom brzinom po polupravoj sa
poqetkom u koordinatnom poqetku, koja rotira konstantnom ugaonom brzinom oko koordinatnog poqetka.

(b) Odrediti neku parametrizovanu krivu na konusu x2 + y2 = a2z2 qija je ortogonalna projekcija na xOy-ravan
data kriva.

6. Data je logaritamska spirala svojom polarnom jednaqinom ρ = caθ (a > 0, a 6= 1, c > 0).

(a) Dokazati da je ugao izme�u vektora polo�aja i tangente logaritamske spirale konstantan.

(b) Odrediti prirodnu parametrizaciju date krive uzimaju�i za poqetnu taqku koordinatni poqetak. Obra-
zlo�iti zaxto je to mogu�e.

(v) Dokazati da su krive ρ1 = c1a
θ i ρ2 = c2a

θ (c1 6= c2) podudarne me�usobno.

7. (doma�i) Neka je S skup svih taqaka u koordinatnoj ravni koje zadovo	avaju uslov da je proizvod rastoja�a od
taqaka (−a, 0) i (a, 0) jednak b2 (a, b > 0).

(a) Dokazati da polarne koordinate taqaka skupa S zadovo	avaju jednaqinu ρ4−2a2ρ2 cos(2θ) = b4−a4. Skicirati
skup S za a < b, a = b, a > b.

(b) Ukoliko je a = b = 1, dokazati da je γ(t) =
(√

2 cos t
1+sin2 t

,
√
2 sin t cos t
1+sin2 t

)
, t ∈ (0, 2π), jedna parametrizovana kriva qiji

je trag skup S (bez jedne taqke), sa samopresekom u koordinatnom poqetku.

(v) Odrediti jednaqine oskulatprnih krugova i tangenti krive γ u koordinatnom poqetku.

8. Data je lanqanica kao grafik funkcije y = achxa , a > 0.

(a) Parametrizovati datu krivu na dva naqina - tako da joj oznaqena krivina bude pozitivna, a zatim negativna.
Odrediti Freneov reper obe te parametrizovane krive.

(b) Odrediti geometrijsko mesto taqaka (tj. �enu involutu) koje opisuje fiksirana taqka prave koja se lepi za
lanqanicu bez kliza�a, sa poqetkom u taqki (0, a).

9. Data je traktrisa β(t) = 2(cos t+ ln(tg( t2 )), sin t), t ∈ (0, π).

(a) Dokazati da je odseqak tangente date krive odre�en taqkom krive i presekom sa x−osom konstantne du�ine.



(b) Dokazati da je γ(s) =


(2e−

s
2 ,

s∫
0

√
1− e−tdt), s > 0

(2e
s
2 ,

s∫
0

√
1− etdt), s 6 0

jedna prirodna reparametrizacija date krive.

(v) Odrediti geometrijsko mesto centara oskulatornih krugova date krive (tj. �enu evolutu).

10. Dat je kru�ni heliks β(t) = (a cos t, a sin t, bt), a > 0, b 6= 0, t ∈ R.

(a) Odrediti Freneov reper, krivinu i torziju ove krive. Izraqunati uglove koje koordinatne ravni Freneovog
repera obrazuju sa z−osom.

(b) Odrediti parametrizovane krive na jediniqnoj sferi koju opisuju tangentno/normalno/binormalno vektorsko
po	e date krive translirani u koordinatni poqetak.

(v) Odrediti parametrizovane krive qiji je trag na fiksiranom rastoja�u d od kru�nog heliksa du� �egovih
tangentnih/normalnih/binormalnih linija.

11. Neka je α prostorna kriva koja predstav	a skup rexe�a jednaqine u cilindriqnim koordinatama z = ρ = e2θ,
θ ∈ R.

(a) Odrediti parametrizaciju krive α, dokazati da kriva pripada konusu z =
√
x2 + y2 i skicirati je. Koja

kriva je projekcija krive α na xy−ravan?
(b) Odrediti prirodnu parametrizaciju krive uzimaju�i za poqetnu taqku vrh konusa (obrazlo�iti zaxto je to

mogu�e).

(v) Odrediti Freneov reper, krivinu i torziju krive. Napisati Frene-Sereove formule u taqki (0, eπ, eπ)
koriste�i dobijene vrednosti.

(g) Odrediti jednaqine oskulatorne, rektifikacione i normalne ravni krive u taqki (0, eπ, eπ).

12. Data je regularna ravanska kriva α i taqke P i Q van �e. Neka jeM0 taqka krive u kojoj zbir rastoja�a PM+QM ,
M ∈ α, dosti�e minimum. Dokazati da je simetrala ugla ]PM0Q normalna na tangentu krive α u taqki M0.

13. (a) Dokazati da postoji jedinstveno vektorsko po	eX(t) (Darbuovo vektorsko po	e) du� krive α = α(t) parametri-
zovane proizvo	nim parametrom, za koje va�i: T ′ = X × T , N ′ = X ×N , B′ = X ×B.

(b) Odrediti Darbuov vektor kru�nog heliksa.

14. Dokazati da za prirodno parametrizovanu krivu va�i:

(a) [B′, B′′, B′′′] = τ5(κτ )
′, κ, τ 6= 0;

(b) (doma�i) [T ′, T ′′, T ′′′] = κ5( τκ )
′, κ 6= 0.

15. Odrediti parametrizaciju ravanske krive (do na direktnu izometrijsku transformaciju ravni) qija je data oz-
naqena krivina u zavisnosti od prirodnog parametra s i dokazati da je u pita�u naznaqena kriva:

(a) κz(s) =
1

as+b (a 6= 0) - logaritamska spirala;

(b) κz(s) =
a

a2+s2 (a 6= 0) - lanqanica;

(v) κz(s) =
1√
as

(a > 0) - kru�na involuta.

16. (a) Dokazati da je slika krive α(t) = (
√
2 cos t + sin t + 1,−

√
2 sin t + 2,−

√
2 cos t + sin t + 3), t ∈ R, kru�nica.

Odrediti ravan i neku sferu u qijem preseku le�i slika date krive.

(b) Dokazati da je slika krive β(t) = (5 cos t, 3 cos t− 4 sin t, 4 cos t+ 3 sin t), t ∈ R, elipsa. Odrediti ravan i neki
elipsoid u qijem preseku le�i slika date krive.

17. Data je parametrizovana kriva α : R→ R3 sa α(t) =


(t, 0, e−1/t

2

), t > 0

(t, e−1/t
2

, 0), t < 0

(0, 0, 0), t = 0

.

(a) Ispitati regularnost date krive i izraqunati �enu krivinu. U kojim taqkama je krivina jednaka 0?

(b) Izraqunati torziju date krive u svim taqkama. Da li je kriva ravanska?

18. (a) Ako sve tangentne linije regularne krive sadr�e fiksnu taqku, tada slika te krive pripada nekoj pravoj.
Dokazati.

(b) Ako sve normalne linije regularne krive sadr�e fiksnu taqku, tada slika te krive pripada nekoj krugu.
Dokazati.



19. (a) Neka je α : I → R3, 0 ∈ I, κ 6= 0, prirodno parametrizovana kriva. Dokazati da je [X − α(0), α′(0), α′′(0)] ≡ 0,
X = (x, y, z), jednaqina oskulatorne ravni u taqki α(0).

(b) Dokazati da se sve oskulatorne ravni neke regularne krive sa krivinom razliqitom od nule sadr�e fiksnu
taqku akko je ta kriva ravanska.

20. (a) Neka je α(t), t ∈ I, regularna kriva. Dokazati da je α(t) sferna kriva ako i samo ako postoji c ∈ R3 tako da
je (α(t)− c) ⊥ T (t) za svako t ∈ I.

(b) Dokazati da sve normalne ravni neke regularne krive sa krivinom razliqitom od nule sadr�e fiksnu taqku
akko je ta kriva sferna.

21. Neka je α prirodno parametrizovana kriva koja pripada sferi x2 + y2 + z2 = R2.

(a) Izraziti vektor polo�aja taqaka krive α u Freneovoj bazi te krive.

(b) Dokazati da za krivinu κ i torziju τ 6= 0 krive α va�i τ2(R2 − 1
κ2 ) = ( κ

′

κ2 )
2. Specijalno, va�i κ > 1

R .

(v) Dokazati da je vektor ubrza�a date krive α suprotan vektoru polo�aja taqke sa krive ako i samo ako je kriva
deo velikog kruga.

22. Uopxtena zavojna linija (heliks) je prostorna kriva qiji tangentni vektor zaklapa konstantan ugao θ ∈ (0, π),
θ 6= π

2 , sa fiksiranim nenula vektorom v ∈ R3. Uopxteni heliks le�i na cilindru qije su izvodnice odre�ene
pravcem v i taqkama krive. Dokazati da je kriva uopxtena zavojna linija akko va�i jedan od uslova:

(a) normale su normalne na v;

(b) binormale grade konstantan ugao sa v;

(v) κ
τ = const.

23. Dokazati da je data kriva uopxteni heliks, odrediti fiksiran vektor v i ugao θ izme�u vektora v i tangente
krive γ u proizvo	noj taqki, kao i jednaqinu cilindra na kome le�i ta kriva:

(a) γ(t) = (3t, 3t2, 2t3), t ∈ R;
(b) γ(t) = (cht, sht, t), t ∈ R.

24. Evoluta regularne prirodno parametrizovane krive α : I → R2 je kriva β : I → R2 definisana u taqkama gde je
κ(s) 6= 0, data sa β(s) = α(s) + 1

κ(s)N(s), a �ena involuta je kriva γ : I → R2 data sa γ(s) = α(s) + (c− s)T (s), c ∈ I.
Ispitati regularnost i odrediti oznaqenu krivinu, krivinu i Freneov reper krivih β i γ preko odgovaraju�ih
veliqina krive α.

25. Neka je α : I → R3 prirodno parametrizovana kriva, krivine razliqite od nule, takva da vektor polo�aja svake
taqke α(s) le�i u rektifikacionoj ravni krive u toj taqki (tzv. rektifikaciona kriva).

(a) Dokazati da je odnos torzije i krivine date krive linearna funkcija po prirodnom parametru s.

(b) Ukoliko je β : (−π2 ,
π
2 ) → S2 prirodno parametrizovana sferna kriva, dokazati da je kriva α : (−π2 ,

π
2 ) → R3

data sa α(s) = 1
cos sβ(s) rektifikaciona kriva.



GEOMETRIJA 3
zadaci za rad na ve�bama

Povrxi

1. Odrediti neke parametrizovane povrxi i �ihove jednaqine u Dekartovim koordinatama, opisati koordinatne
linije, izraqunati �ihove vektore brzine i odrediti taqke u kojima su one normalne me�usobno, ukoliko je trag
povrxi:

(a) hiperboliqki cilindar odre�en hiperbolom x2 − y2 = 1, z = 0, a izvodnice su odre�ene pravcem (2, 0, 1);

(b) paraboliqki konus odre�en parabolom z = y2, x = 0, i taqkom (2, 0, 1).

2. Data je parametrizacija Mebijusove trake r(u, v) =
(
(1 + u sin v

2 ) cos v, (1 + u sin v
2 ) sin v, u cos

v
2

)
, − 1

2 < u < 1
2 , −π <

v < π. Izraqunati normalno vektorsko po	e Mebijusove trake n(0, v) du� centralne kru�nice u = 0, a zatim
dokazati da je lim

v→−π
r(0, v) = lim

v→π
r(0, v) i lim

v→−π
n(0, v) = − lim

v→π
n(0, v).

3. Dat je kru�ni konus jednaqinom u Dekartovim koordinatama z =
√
x2 + y2.

(a) Odrediti vektore brzine koordinatnih linija i ugao izme�u �ih ukoliko je dati konus lokalno parametri-
zovan prvo kao grafik funkcije, a zatim kao rotaciona povrx.

(b) Izraqunati koeficijente prve fundamentalne forme obe povrxi i uporediti ih u odgovaraju�im taqkama
povrxi koriste�i koordinatnu transformaciju izme�u povrxi.

(v) Dokazati da krive α(t) = (e
t√
2 cos t, e

t√
2 sin t, e

t√
2 ) i β(t) = (e

− t√
2 cos t, e

− t√
2 sin t, e

− t√
2 ), t ∈ R, polove uglove

izme�u meridijana i paralela na konusu.

(g) Odrediti tangentnu ravan konusa du� krivih α i β, kao i uglove koje ta ravan zaklapa sa koordinatnim
ravnima Freneovog repera tih krivih.

4. Dat je jednograni hiperboloid jednaqinom u Dekartovim koordinatama x2 + y2 − z2 = 1.

(a) Parametrizovati ovu povrx kao rotacionu.

(b) Odrediti tangentnu ravan hiperboloida u taqki (0,
√
2, 1) i �en presek sa datim hiperboloidom. Dokazati da

vektori (1, 0, 0), (0, 1,
√
2), (−1, 1,

√
2), (1, 1,

√
2) pripadaju tangentnom prostoru hiperboloida u taqki (0,

√
2, 1)

i odrediti neke krive qiji trag pripada hiperboloidu i imaju ove vektore brzine u taqki (0,
√
2, 1).

(v) Dokazati da na jednogranom hiperboloidu postoje dve familije mimoilaznih pravih tako da svaka taqka
hiperboloida pripada taqno jednoj pravoj iz svake familije. Reparametrizovati hiperboloid kao linijsku
povrx.

(g) Odrediti neki uopxteni heliks na datom hiperboloidu qiji trag opisuje materijalna taqka koja se kre�e
konstantnom brzinom po pravoj koja pripada hiperboloidu i rotira oko z−ose konstantnom ugaonom brzinom.

5. Dat je torus dobijen rotacijom kruga (x− 4)2 + z2 = 4 u xOz ravni oko z−ose.

(a) Odrediti neku parametrizovanu povrx qiji je trag deo torusa i izraqunati povrxinu torusa.

(b) Odrediti normalno vektorsko po	e torusa du� ma�e kru�nice na torusu koja pripada ravni z = 0 i pred-
staviti ga u Freneovoj bazi te kru�nice. Odrediti presek torusa i tangentne ravni u taqki (0, 2, 0).

(v) Odrediti normalno vektorsko po	e torusa du� ma�e kru�nice na torusu koja pripada ravni z =
√
3 i

predstaviti ga u Freneovoj bazi te kru�nice. Odrediti presek torusa i tangentne ravni u taqki (0, 3,
√
3).

6. Neka je r : (−π2 ,
π
2 ) × (0, 2π) → S2, r(θ, ϕ) = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ), parametrizovana povrx qiji je trag deo

sfere S2.

(a) Izraqunati povrxinu dela jediniqne sfere izme�u dva meridijana i dve paralele.

(b) Dokazati da su krive na sferi koje zaklapaju konstantan ugao ψ sa meridijanima date jednaqinom γ(θ) =
r(θ,±tgψ ln tg

(
π
4 −

θ
2

)
+ C), C ∈ R. Ove krive nazivaju se loksodrome.

(v) Izraqunati du�inu loksodrome koja se dobija za C = 0.

7. (a) Dokazati da je parametrizacija jediniqne sfere dobijena stereografskom projekcijom konformna. Odrediti
koordinatne linije takve parametrizacije.

(b) Pokazati da su loksodrome na sferi slike odgovaraju�ih logaritamskih spirala iz ravni z = 0 pri stere-
ografskoj projekciji.

8. Data je elementarna povrx r(u, v) = (shu cos v, shu sin v, v), u ∈ R+, v ∈ R.

(a) Dokazati da je data povrx konformna reparametrizacija helikoida f(s, t) = (s cos t, s sin t, t), s ∈ R+, t ∈ R,
pa zatim odrediti dve familije krivih na helikoidu koje seku helikse na helikoidu pod uglom π

4 .



(b) Izraqunati geodezijsku i normalnu krivinu koordinatnih linija datog helikoida.

9. (a) Dokazati da se tangentna ravan povrxi du� asimptotske linije na povrxi poklapa sa oskulatornom ravni
krive.

(b) Dokazati da se tangentna ravan povrxi du� geodezijske linije na povrxi poklapa sa rektifikacionom ravni
krive.

10. Neka je α = α(s), s ∈ I, prirodno parametrizovana kriva qija je krivina κ 6= 0 i torzija τ 6= 0. Definiximo
linijsku povrx parametrizacijom r(s, v) = α(s) + vB(s), s ∈ I, v ∈ (−ε, ε), pri qemu je B = B(s) binormalno
vektorsko po	e krive α.

(a) Izraqunati geodezijsku i normalnu krivinu koordinatnih linija date povrxi.

(b) Odrediti tip svih taqaka na povrxi.

11. Data je parametrizovana kriva γ(t) = (sin t− t cos t, cos t+ t sin t, t2), t ∈ R, qiji trag pripada kru�nom paraboloidu
z = x2 + y2 − 1.

(a) Izraqunati geodezijsku i normalnu krivinu krive γ na datom paraboloidu.

(b) Izraqunati koeficijente druge fundamentalne forme dve parametrizacije paraboloida (kao grafik funkcije
i kao rotaciona povrx) i uporediti ih u odgovaraju�im taqkama povrxi koriste�i koordinatnu transfor-
maciju izme�u tih parametrizacija.

(v) Izraqunati glavne, Gausovu i sred�u krivinu datog paraboloida u taqkama (0, 0,−1) i ( 12 ,
1
2 ,−

1
2 ).

(g) Neka je D(r) povrxina dela paraboloida gde je x2 + y2 < r2, a D̃(r) povrxina slike tog dela paraboloida na

sferi S2 pri Gausovom preslikava�u. Dokazati da je lim
r→0

D̃(r)
D(r)

jednak Gausovoj krivini paraboloida u taqki

(0, 0, 0).

12. Odrediti parametrizaciju neke krive u normalnom seqe�u hiperboliqkog paraboloida z = x2− y2 u taqki (0, 0, 0)
i pravcu tangentnog vektora w i izraqunati �enu obiqnu, normalnu i geodezijsku krivinu u toj taqki, ukoliko
vektor w:

(a) polovi jedan od uglova izme�u glavnih pravaca;

(b) zaklapa ugao π
6 sa nekim glavnim pravcem.

13. Neka je data minimalna povrx (sred�a krivina jednaka je nuli).

(a) Dokazati da su asimptotski pravci u hiperboliqkim taqkama minimalne povrxi polove uglove izme�u
glavnih pravaca.

(b) Dokazati da je zbir normalnih krivina minimalne povrxi du� bilo koja dva me�usobno ortogonalna pravca
tangentnog prostora jednak nuli.

(v) Dokazati da su koeficijenti prve forme parametrizacije sfere indukovane Gausovim preslikava�em mini-
malne povrxi proporcionalni koeficijentima prve forme te povrxi u odgovaraju�oj hiperboliqkoj taqki.

14. Opisati skup taqaka tangentne ravni na rastoja�u 1√
|κn|

od fiksirane taqke regularne povrxi u kojoj se posmatra

tangentna ravan, gde je κn normalna krivina povrxi du� odgovaraju�eg pravca.

15. Neka je γ(s) = r(u(s), v(s)) prirodno parametrizovana kriva na povrxi r = r(u, v) i [Tγ , Sγ , nγ ] pridru�ena Dar-
buova baza krive γ. Geodezijska torzija τg krive γ je definisana slede�im formulama (analogne Frene-Sereovim
formulama): T ′ = κnn+ κgS, S

′ = −κgT − τgn, n′ = −κnT + τgS. Dokazati da va�i:

(a) τg = −II(T, S) = (κ1 − κ2) sinϕ cosϕ, gde je ϕ ugao izme�u jednog glavnog vektora i Tγ ;

(b) τg = τ − dθ
ds , gde je θ ugao izme�u vektorskih po	a nγ i Nγ .

16. Data je Eneperova povrx r(u, v) = (u− u3

3 + uv2,−v + v3

3 − vu
2, u2 − v2), (u, v) ∈ R2.

(a) Dokazati da se parametrizacija sfere indukovana Gausovim preslikava�em Eneperove povrxi poklapa sa
onom dobijenom stereografskom projekcijom.

(b) Odrediti glavne i asimptotske pravce date povrxi i odrediti uglove izme�u �ih.

(v) Odrediti glavne linije (linije krivine) i asimptotske linije date povrxi.

17. Reparametrizovati slede�e povrxi tako da va�i F = f = 0:

(a) helikoid r(u, v) = (u cos v, u sin v, av), (u, v) ∈ R2, a 6= 0;

(b) sedlo z = xy.



18. Odrediti geodezijske linije kru�nog cilindra.

19. Neka je α(s) = r(u(s), v(s)) prirodno parametrizovana geodezijska linija na povrxi r = r(u, v) za koju va�i
E = E(u), F = 0, G = G(u). Dokazati da va�i

√
G cos θ = C = const, pri qemu je θ(s) ugao izme�u geodezijske

linije i v-parametarske krive u = const.

20. Neka je r = r(u, v) regularna povrx na kojoj su u i v-parametarske krive ortogonalne i koeficijenti prve osnovne
forme zavise samo od parametra u. Tada se geodezijske linije uvek mogu odrediti integracijom i va�i:

(a) u-parametarske krive (v = const) su geodezijske linije;

(b) v-parametarske krive (u = const = u0) su geodezijske linije akko je Gu(u0) = 0;

(v) kriva oblika γ(u) = r(u, v(u)) je geodezijska linija akko je v =

∫
C
√
E√

G
√
G− C2

du, C = const.

21. Dokazati da je paralela rotacione povrxi geodezijska linija akko su tangente meridijana paralelne osi rotacije
u svim taqkama paralele.

22. (a) Dokazati da je kriva γ(t) = (t cos(ln t√
t2+a2+a

), t sin(ln t√
t2+a2+a

), a ln t√
t2+a2+a

), t > 0, geodezijska linija na

helikoidu r(u, v) = (u cos v, u sin v, av), (u, v) ∈ R2, a > 0.

(b) Dokazati da je kriva γ(t) = (acht cos(ln(th t2 )), acht sin(ln(th
t
2 )), at), t > 0, geodezijska linija na katenoidu

r(u, v) = (achu cos v, achu sin v, au), u ∈ R, v ∈ (0, 2π), a > 0.

23. (a) Odrediti formule normalne projekcije (normalno na z−osu) i centralne projekcije (iz koordinatnog poqetka)
sfere x2 + y2 + z2 = R2 na cilindar x2 + y2 = R2, R > 0.

(b) Dokazati da ove projekcije nisu izometrije, ali da normalna projekcija quva povrxine.

24. Date su parametrizovane povrxi r(u, v) = (u cos v, u sin v, a lnu), u > 0, v ∈ (0, 2π), a > 0, i σ(s, t) = (s cos t, s sin t, at),
s > 0, t ∈ (0, 2π), a > 0. Dokazati da postoji difeomorfizam izme�u datih povrxi koji quva Gausovu krivinu
povrxi, ali da ne postoji izometrija izme�u datih povrxi.

25. Dati su helikoid i katenoid kao parametrizovane povrxi f, g : R× (0, 2π)→ R3 sa f(u, v) = (chu cos v, chu sin v, u)
i g(u, v) = (shu sin v,−shu cos v, v). Definiximo familiju parametrizovanih povrxi ht, za t ∈ [0, π2 ], sa ht(u, v) =
cos tg(u, v) + sin tf(u, v).

(a) Dokazati da su sve povrxi ht me�usobno izometriqne.

(b) Dokazati da se glavne (asimptotske) linije helikoidu izometrijom iz dela (a) slikaju na asimptotske (glavne)
linije na katenoidu.

26. Neka je α : I → R3 prirodno parametrizovana kriva. Tangentna povrx krive α je linijska povrx data parametrizaci-
jom r(s, v) = α(s) + vT (s), s ∈ I, v > 0.

(a) Dokazati da je povrx r izometriqna (delu) ravni eksplicitno odre�uju�i formule te izometrije.

(b) Odrediti eksplicitne formule ove izometrije ukoliko je kriva kru�ni heliks α(t) = (a cos t, a sin t, bt), t ∈ R,
a > 0, b 6= 0.

27. (a) Dokazati da je cilindriqna povrx r(u, v) = (f(u), g(u), v), (u, v) ∈ R2, izometriqna (delu) ravni eksplicitno
odre�uju�i formule te izometrije.

(b) Odrediti eksplicitne formule izometrije izme�u cilindriqne povrxi r(u, v) = (u − sinu, 1 − cosu, v), u ∈
(0, 2π), v ∈ R, i dela ravni.

28. Dat je konus z = a
√
x2 + y2, a > 0, (x, y) 6= (0, 0).

(a) Dokazati da je dati konus lokalno izometriqan ravni eksplicitno odre�uju�i formule te izometrije.

(b) Izraqunati najkra�e rastoja�e izme�u taqaka A(0, 1,
√
3) i B(0,−1,

√
3) na konusu z =

√
3(x2 + y2) i odrediti

sve geodezijske linije koje sadr�e ove dve taqke.

29. Dokazati da ne postoji elementarna povrx r(u, v) za koju va�i E = 1, F = 0, G = cos2 u, e = cos2 u, f = 0, g = 1.

30. Neka su koeficijenti prve forme konformno paramaterizovane povrxi E = G = λ(u, v), F = 0. Dokazati da je

Gausova krivina povrxi data sa K = − 1
2λ4(lnλ), gde je 4 Laplasijan funkcije dve promen	ive 4 = ∂2

∂u2 + ∂2

∂v2 .


