TEOMETPNJA 3
3aJal 3a paj Ha BexXOama M CaMOCTaJIHI PaJi CTyAeHaTa

Kpuse
1. IMapamerpu3oBaTu enurcy, Xumepoosay u napabory gare:

(a) y xanonckom 00Ky y JIeKapTOBOM KOODJAMHATHOM CHUCTEMY:;

(6) y mosIapHOM KOODIMHATHOM CUCTEMY YMjU j€ LEHTAP HEKa YKHUXKa KPUBE APYror Pejia, a 0Ca Ce IOKJIAIA Ca OCOM KPHUBE
KOja CAJIPKU 2KUKY.

2. (a) Ogpeauru Heky napaMerpu3oBaHy KPUBY 4YMjU TPAl IIPEJACTaB/bA CKYI CBUX Tadaka y PaBHU Koje ce a00ujajy Kao
Tpar (GpUKCUpaHe TadKe HA PACTOjamy d O IMEHTPA IWCKA MOJIYNPEYHUKA I KOjU €€ KOTPJba 0e3 KIN3ama M0 PABHO]
momto3u. Crunmparu.

(6) Ucuuraru peryjapHoCT Te KpUBe y 3aBUCHOCTH O Tora aa jm je d < r, d > r wumu d = 7.

2
3

3. ara je acTpomaa cBOjoM jemHAUWHOM y JleKapTOBUM KOODAMHATAMA x5+ y% =a3,a>0.

(a) OmpeauTu HeKy mapamMeTrpu3allujy JaTe KpUBE U J0KA3aTH [1a BeH Tpar MpeJCTaB/ba TPajeKTopujy bUKCUpaHe Tadke
a -

KPYZKHHIE MOMyNPeYHnKa § KOjH ce KOTp/ba 0e3 Kam3arma H3HyTpa II0 HEIMOKPeTHOM KpyTy moiynpednnka a. Cku-

HUpaTu.

(6) dokasaru ja je mayKuHa OJCEYKa TAHTEHTHE JIMHKje acTPOHe OApeleHor KOOPAMHATHIM 0CaMa KOHCTAHTHA.

(8) OmpemnTn HeKy mapameTpu3oBany Kpusy Ha cdepn x2 +y2 + 22 = a? unja je oproronamna mpojexknmja na rOy-paBan
JlaTa KPUBA.

4. ara je KapAuonaa CBOjoOM ToJapHoM jeaaauntoM p = a(l + cosé), a > 0.

(a) dokasaru ma je mara KpuBa 3aTBOPEHA U U3PAYYHATH HHEHY Ty KUHY.

(6) Hdokaszaru ma Tpar oBe KpHUBE IPEJCTaB/ba TPajeKTOPHjy (DUKCUpaHE Tadyke KPYKHHUIE HOJIYIPEYHUKA 2 KOju ce

2
KOTpJba €3 K/M3aiba CL0Jba 110 HEIOKPeTHOM KPyry nosyupeunnka §. Ckunuparu.
5. Jara je Apxumenosa cuupasa cBOjoOM 1noJapHoM jeauadunoM p = afl (a # 0).

(a) Jokaszaru ja nara KpUBa LPEACTAB/bA TPAJEKTOPU]Y TAYKe KOja ce Kpelie KOHCTaHTHOM OGP3MHOM 10 LIOJIYIIPABO] C€a
MOYETKOM Y KOOPJAWHATHOM MOYETKY, KOja POTUPA KOHCTAHTHOM yTaOHOM OP3WHOM OKO KOOPAMHATHOT MOYETKA.
2,2

(6) OapesuTn HeKy mapaMeTpH30BaHy KpHBY Ha Komycy 2 + y° = a 4qnja je oproronasina npojeknuja na rOy-paBan

J1aTa KpPUBA.
6. /lara je JorapuTaMcka, CIHPA/Ia CBOjOM IIOJAPHOM jeqHaduHoM p = ca’ (a>0,a#1,c>0).

(a) Hokasaru usa je yrao usmely BeKTOpa HOJIOXKAja U TAHIEHTE JIOFAPUTAMCKE CHHPAJe KOHCTAHTAH.

(6) OmpeauTy pUPOIHY IIapaMeTpU3alujy JarTe KpubBe y3umajyhu 3a MmodeTHy Tadyky KOoOpAauHarHu noderak. O6pa-
3JTO’KUTH 3AITO je TO Moryhe.

(8) Hokazarn ma cy kpuse p; = cra’ w py = coa? (¢ # c2) momymapne mehycobmo.

7. (momahu) Heka je S ckyn cBuX Tadaka y KOODIMHATHOj PaBHU KOje 33J0BOJbABAJY YCIOB Ja je MPOM3BOJ, PACTOjaiba O]
tavaxa (—a,0) u (a,0) jeanax b2 (a,b > 0).

(a) JloxkazaTu Ja moapHe KOOpAMHATe TadaKa CKyma S 3a/10B0/baBajy jemnaanny pt—2a2p? cos(20) = b* —a*. Cxunuparn
ckyn S3aa<b,a=ba>b.

\/ﬁcost ﬂsintcost

1+sin2t’ 1+4sin?t
je Tpar ckyn S (6e3 jemHe Taqu), Ca CaMOIIPECEKOM Yy KOOPAWMHATHOM IOYETKY.

(6) Ykosuko je a = b =1, nokazaru ja je y(t) = ( ), t € (0,27), jeana napaMeTpu3OBaHa KPUBA YUjuU

(B8) Ompeautu jemmadnie OCKyJIATIPHAX KPYTOBA W TAHIEHTH KPUBE 7Y Y KOOPAUHATHOM IIOYETKY .
8. Mlara je manuanuna xao rpacdux dyukmuje y = ach?, a > 0.

(a) IMapamerpusoBaTu JaTy KpUBY Ha JBA HAYMHA - TAKO Ja jOj O3HAUEHA KPUBUHA Oy/e TO3UTUBHA, & 3aTUM HE[aTUBHA.
Opmpenuru @peHeor pernep 00e Te MapaMeTPU30BAHE KPHUBE.

(6) Oupeiuru reomerpujcko Mecro rTadaka (Tj. BHEHy MHBOJIYTY) KOje ouucyje puKcupaHa Tadyka 1paBe Koja ce Jielu 3a
JaHyaHuIy 6e3 Kinm3ama, ca moderkoM y tadkn (0,a).

9. Jlara je Tpakrpuca 3(t) = 2(cost + In(tg(%)),sint), t € (0, 7).

(a) okasaru ma je oicedak TAHTEHTE JaTe KpubBe ofpeleH TaukoM KpUBe W IIPECEKOM Ca L —OCOM KOHCTAHTHE [Ty KUHE.
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(mr%z/vl—e—Mﬂ, 5>0
0

(6) Hokasaru ma je y(s) = jeIHa MPUpOIHA pernapaMeTpr3annja JaTe KpuBe.

@ﬁl/vl_éﬁ% s<0
0

(8) Oupeiuru reOMETPUjCKO MECTO LIEHTAPA OCKYJIATOPHUX KPYroBa jare Kpuse (Tj. HheHy eBOJIYTY).
Har je kpyxuu xequke (t) = (acost,asint,bt), a > 0,b#0, ¢t € R.
(a) Oppenuru @peneos penep, KpUBMHY U TOP3u]y OBe Kpuse. UI3padynaru yriose Koje Koopaunarae pasau OpeneoBor

periepa 0b6pazyjy ca z—oCoM.

(6) Ompeaury napamerpu3oBaHe KPUBE HA jeJMHUYIHO] chepu KOjy OIUCYjy TAHI€HTHO HOPMAJIHO /GHHOPMAIITHO BEKTOPCKO
HOJb€ JIaT€ KPUBE TPAHCIUPAHU Yy KOOPJAMHATHH IOYETAK.

(B8) Ompeautu napaMeTpu3oBaHe KpUBE YUju je Tpar Ha (PUKCUPAHOM PACTOjarby d O KPYXKHOT XEJUKCA YK HErOBUX

TAHT€HTHUX /HOPMaIHUX /OUHOPMATIHUX JINHK]A.
Heka je a mpocTopHa KpHBa KOja MpEICTaB/ha CKYI peIlea jeJHAYrHe y IIIAHIPAYHIM KOOpANHAaTaMa z = p = e,

0 €R.
(a) Ompenuru napamerpusalujy KpuUBe v, J0OKa3aTW Ja KPUBA NPUNANA KOHYCy z = y/x? + y? u ckunuparu je. Koja
KpHUBa je NpOojeKluja KPUBEe (v Ha Ty —pPaBaH?

(6) Ompeauru npupoAHYy NapaMeTpu3alujy Kpuse y3umajylin 3a moyerny Tadky BpX KOHyca (0Opa3/IOKUTHU 3AIITO je TO
moryhie).

(B) Ompemntn ®@peHeoB perep, KpueuHy u Top3ujy Kpuee. Hammcarn ®pene-Cepeose dopmyre y rauku (0,e™,e™)
kopucrehn mo0ujeHe BpegHOCTH.

(r) OmpeamTu jemnauune OCKyJaaTopHe, peKTudUKAIMOHe U HOpMAasHe paBHU KpuBe y Tauku (0, e™, e™).

Ilara je peryJjiapHa paBaHCKa Kpuba « u Tadke P u () Ban me. Heka je My tauka Kpupe y Kojoj 36up pacrojawa PM +QM,
M € «, noctuxxe muauMyM. Jlokasaru ma je cumerpasa yria £ PMg(Q) HOpMaHa HA TAHTEHTY KpUBE o y Taduku M.

(a) Hokaszarm qa MOCTOjH jeJMHCTBEHO BeKTOPCKO mosbe X (t) (Tap6yoBo BEKTOPCKO Mosbe) AyK KpuBe o = «(t) mapaMerpu-
30BaHe MPOM3BOJHLHAM IMapaMeTpoM, 3a koje Baxkm: 1" = X xT, N'=X x N, B'= X x B.
(6) Ompenuru TapOyoB BEKTOP KPY2KHOI XEJIUKCA.
OKa3aTu J1a 33 IPUPOIHO NAPAMETPU30BAHY KPHUBY BAaXKH:
pup p p Yy KpuBy

(a) [B',B",B"]=71°(%), 5,7 #0;

(6) (momahm) [T",T",T"] = k°(Z), k # 0.
OzpenuTy napamMeTpu3alyjy paBaHCKE KpHUBe (10 HA JAUPEKTHY M30METPHjCKY TpaHC(OpMaIlMjy paBHU) 4YUja je JaTa 03-
HAYEHA KPUBUHA Yy 3aBUCHOCTH O IPHPOIHOT TIAPAMETPa S U JOKA3ATH J1a je y NHTalky HA3HAYEHA KPHBA:

a) k,(s) = —= (a - JIOTAPUTAMCKA CIIAPATIA;

asl—&-b 0
(6) Kx(s) = ;2757 (a #0) - manvanuma;

(B) k.(s) = \/% (a > 0) - Kpy?KHa UHBOJIYTA.

(a) Jokasaru ma je cauxa xpuse at) = (v2cost 4 sint + 1, —v/2sint + 2, —v/2cost + sint + 3), t € R, xpyxuura.
OnpennTtn paBaH n HeKy cdepy y UMjeM TPEeceKy JIEKW CINKA, JaTe KPUBe.

(6) Hokasaru na je cauka kpuse 3(t) = (5cost,3cost — 4sint,4cost + 3sint), t € R, esqunca. Oapeauru paBan u HeKu
@JIMIICOUJL, Y YUjeM IIPECEKY JIE2KH CIHMKA JATe KPUBE.
(t,0,e" %), ¢t>0
Jlara je napamerpusosana kpusa o : R — R3 ca a(t) = { (t,e~ 1/, 0), t<O0.
(0,0,0), t=0

(a) Ucnuraru peryjapHOCT jare KPUBE U M3PAYYHATU HEHY KPDUBUHY. ¥ KOJUM TadykKaMa je KpuBHHA jeianaka 07

(6) Uspauynaru TOp3ujy Jare KpuBe y CBUM Tadkama. Jla jim je KpuBa paBaHcKa?

(a) Ako cBe TaHreHTHe JIMHUje PEryJapHe KpUBe CajpzKe (DUKCHY TaduKy, Taja CAMKa T€ KPUBE MPUIAJa HEKOj IMPaBoj.
Jokazaru.

(6) Ako cBe HOpMaJIHE JlMHM]E peryjapHe Kpuse caipzke (DUKCHY TadKy, Tala CJIMKA T€ KPUBE LPUIIAJA HEKOj KPYyLy.
JokazaTu.
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(a) Hexa je a: I — R3 0 € I, k # 0, npupoano mapamerpusosana kpusa. lokazaru ma je [X — «(0),a’(0),a”(0)] = 0,
X = (z,y, 2), jeqnauuna ockysnaropue pasau y tadku «(0).

(6) Jdokaszaru na ce cBe OCKyJIATOPHE DABHU HEKE DEryJIapHE KPUBE CA KPUBMHOM DPA3/IMYMTOM OJ HyJle caiprKe PUKCHY
TaYKy aKKO je Ta KpUBA PABAHCKA.

(a) Hexa je a(t), t € I, perynapua kpusa. Jlokazatu 1a je a(t) cdepHa KpuBa ako u camo ako Toctoju ¢ € R3 taxo ma
je (a(t) —¢) L T(t) 3a cBako t € I.

(6) Jdokaszaru na cBe HOPMAJIHE PABHU HEKE DEryJapHe KPUBE Ca KPUBMHOM Pa3JIM4UTOM O HyJle caapzke (DUKCHY TauKy
aKKO je Ta KpuBa chepHa.

Hexka je o TpMpOIHO AapaMeTpU30BaHa KpUBA Koja mpunana cdepu 2 + y2 + 22 = R2.

(a) 3pasuTu BeKTOp MOJIOKAja Tauaka Kpuse o y ®peneoroj 6a3m Te Kpuse.

(6) Hokasaru 1a 3a KpuuHy K u Top3ujy T # 0 kpuse a Baxu 72(R? — %) = (£5)2. Cnewnjanno, Baxn £ > .

(B) [okasaru 1a je BEKTOp yOp3amba JaTe KPUBE (v CYIPOTaH BEKTOPY MOJI0XKAja TAUYKe Ca KPUBE aKO W CAMO aKO j€ KPUBa,
JIe0 BEJIMKOT KpyTa.

Yonmirena 3aBojHa JUHUja (XEJIUKC) je MPOCTOPHA KPUBA YMjU TAHTEHTHH BEKTOD 3akJjala Koncrantau yrao 6 € (0,7),
0 # %, ca bUKCHpaHUM HEeHyTa BEKTOPOM U € R3. YommTenu XeJmWKC JeXKH Ha, MIUIHHAPY 9Hje Cy H3BOAHHIE oapeleme
IpaBIeM v U TadkaMma Kpuse. JlokazaTu fa je KpuBa yOIIITEHA 3aBOjHA JUHUjA AKKO BAXKU jE€/IAH O yCIOBA:

(a) HOpMaJe cy HOpMaJIHe Ha v;
(6) GuHopMaJie rpajie KOHCTAHTaH yrao ca v;

(B) Z = const.

JlokazaTu 13 je Jarta KpWBa YOIINTEHW XEJIWKC, OApeauTH (pukCupaH BEKTOp v u yrao 6 w3meljy BeKTOpa v W TaHTeHTE
KpHBE 7y Y MMPOU3BO/bHO] TAUKM, KA0 U jeTHAUNHY IMUJIWHIPA Ha KOMe JIEKW Ta, KPUBA:

(a) ~(t) = (3t,3t2,2t3), t € R;
(6) ~v(t) = (cht,sht,t), t € R.

EsosyTta peryiapre mpupogHo napamerpusosane xpuse « : I — R? je xpusa 8 : I — R? nedunncana y tauxama rie je
k(s) # 0, nara ca B(s) = a(s) + %S)N(s), a meHa WHBOMyTa je kpusa v : I — R? nara ca y(s) = a(s) + (c—8)T(s), c € I.
Wcnurary peryiapHoCcT u OIpeuTH O3HAYEHY KPUBHUHY, KpuBuHy 1 ®peHeoB permep KpuBux [ U 7y MPEKO ofroBapajyhux

Be/IMINHa KPHUBE (/.

Hexa je o : I — R3 npupoano napaMerpusoBana Kpuba, KpUBUHE DA3IMYUTE OJ HyJle, TAKBA JIa BEKTOD MOJOXKAja CBAKE
rauke as) sexu y pekTudUKaIMOHO] PABHU KPUBE y TO] Tauku (T3B. PeKTU(DUKALUOHA KPUBA).

(a) Jokaszaru sa je oiHOC TOp3uje U KPUBUHE JaTe KpUuBe JuHeapHa (QyHKIMja 110 IPUPOJHOM I1APAMETDY S.

(6) Vromuko je f: (—%,%) — S? npupommo nmapamerpusosana cdepna Kpupa, IoKasarn 1a je kpusa o : (—5, %) — R3

212
nara ca os) = ——[3(s) peKTHdUKAIHOHA KPHBA.




TEOMETPNJA 3
3aJanu 3a paj Ha BexXbOama

IHoBpmm

1. Oxpemurn Heke mapaMeTpPU30BaHE IIOBPIIM U IHUXOBE jeqHaduHe y JIeKapTOBHM KOOPAMHATAMA, OIHMCATH KOODIUHATHE
JINHUje, U3PAUYHATHA HhUXOBE BEKTOPE OP3WHE M OAPEIUTH TAuKe y KOjUMa Cy OHe HOpMaJjHe MehycoOHO, YKOJIWKO je Tpar
MOBPIIIH:

(a) xunepbonuuky muuHgap oapehen xunepbosom 2 — y? = 1, z = 0, a w3poanuue cy oapehene npasnem (2,0, 1);
(6) mapabommaku Koryc onpehen mapabosom z = y2, x = 0, w Taukom (2,0,1).

2. Mlara je mapamerpusaimja Mebujycose tpake 7(u,v) = ((1 +usin §) cosv, (1 + usin §) sinv, u cos %), —% <u< %, - <
v < 7. V3padyHaTn HOpMAaJIHO BEKTOPCKO mosbe Mebujycose Tpake n(0,v) Iy meHTpasHe Kpyskuuie u = 0, a 3aTUM
nokazard fga je lim 7(0,v) = lim r(0,v) . lim n(0,v) = — lim n(0,v).

V—>—T V—T V—>—T vV—T

3. JlaT je Kpy»KHHM KOHYC jenHaunHOM y JleKapToBmM KoopauHaTama z = /x? + y2.
(a) Ompemutu BekTOpE OpP3UHE KOOPAUHATHUX JIMHU]A U yTrao u3Mehy mUX YKOJUKO je JaTh KOHYC JIOKAJIHO MapaMeTpH-
30BaH MPBO Kao rpaduk QpyHKIH]je, & 3aTUM KAa0 POTAIMOHA MTOBPIII.

(6) Uspauynaru koedunujenre npse dynsamenrande dhopme obe HOBPILY U YIOPEJAUTH MX y oiarosapajyfium raukama
noBpimm Kopucrehu KoopawHarHy Tpancdopmanujy udmely mospimu.

t L e Lt e Lt

(B) Hokaszaru na kpuse «a(t) = (eV2 cost,ev2sint,evz) u B(t) = (e V2 cost,e vVZsint,e v2), t € R, nosose yriose
usmely mepuaujana u napasena Ha KOHYCy.

(r) OmpeanTn TaHTEHTHY DaBaH KOHyca [y’ KPUBHX « U (3, Ka0 W YIJOBe KOje Ta PaBaH 3aKJjala ca KOOPIWHATHUM
paBHnMa PPEHEOBOr pernepa THX KPUBHUX.

4. Jlar je jenqmorpanu xunepbosons jennaunmaoM y JekapToBuM KoopamHaTama 2 + 32 — 22 = 1.

(a) ITapamerpusoBaTu OBy IIOBPILI KA0 POTALMOHY .

(6) OnpemuTy TanrenTHy pasan xumepGomnonaa y tagakn (0,/2, 1) n men npecex ca gatnm xunepbomongoM. JlokasaTn ga
sextopu (1,0,0), (0,1,v2), (=1,1,v/2), (1,1,+/2) mpunazajy TanrenTaoM npoctopy xunepbosona y tauku (0, /2, 1)
U OJPEJIUTHU HEKe KPUBE YUjU TPAr IPUIIJa XUIEpOoIouly u umajy ose Bekrope 6p3une y taduku (0, V2, 1).

(B) Hokaszaru ja Ha jenHorpanom xuiepbosiouay nocroje jse amuiiuje MUMOUIA3HUX [PABUX TaKO /I CBAKA TA4Ka,
xXunmepboIonIa TPUMAIA TAYHO jeHOj MpaBoj 3 cBake damminje. PemapaMmerpu3oBaTu XunepOOJIOUT Ka0 JIMHU]CKY
TIOBPII.

(r) OapenuTu HEKW YOIIITEHU XEJUKC HA JAATOM XUIEPOOJIOHIy 4YWju Tpar OIuCyje MarepujajiHa Tadyka Koja ce kpehe
KOHCTAHTHOM OP3WHOM [0 IIPABOj KOja IPHUIIA/Ia XUIIePOOJIOUIY U POTUPA OKO Z—0Ce KOHCTAHTHOM yIaOHOM OP3WHOM.

5. Jlar je Topyc mobujen portarmjom Kpyra (z — 4)? + 22 = 4 y 20z paBuu oKo z—oce.

(a) OmpemuTu HeKy mapaMeTpPU30BAHY MOBPII YUjHU j€ TPAr JE0 TOPYCa U U3PAYYHATHU MOBPIIUHY TOPYCA.

(6) OmpeauTy HOPMAJIHO BEKTOPCKO I0JbE TOPYCA YK Marbe KPyXKHHIE Ha TOPyCy KOja mpunaia pasuu z = 0 u npes-
craButu ra y ®peneosoj 6a3u re kpyxuune. Oapeauru npecek topyca u ranrenthe pasuu y tauku (0,2,0).

(B8) OmpeauTu HOPMAJHO BEKTOPCKO IMOJ/BE TOPYCA [y Maibe KPYYKHWIE HA TOPYCy KOja TPUTANA PABHU 2 = V3m
npezcraBuTy ra y ®@peneooj 6a3u e kpyxkuune. OapeauTn Mpecek Topyca W TaHPeHTHe pasHu y Tadku (0,3, \/g)

6. Heka je r : (=3,%) x (0,2m) — S%, 7(0,¢) = (cosfcos ¢, cos 0 sinp,sin ), napamerpusosana LOBPLI 4uju je Tpar jeo
cdepe S2.
(a) Uspauynaru nospiuuny jesa jegunuune cdepe usmely JBa MepuaujaHa u jBe napasese.

(6) Hokaszarm na cy kpube Ha chepu Koje 3aKjanajy KOHCTAHTAH yrao ) ca MepuIujaHuMa Jarte jeqHadnHoM (0) =
(0, £tgyIntg (3 — &) + C), C € R. Ose kpuse Ha3uBajy Ce JOKCOAPOME.

(B) Uspauynaru myzxuny JoKcompome Koja ce gobuja 3a C = 0.
7. (a) Hoxkasaru ja je mapamerpusanuja jeauaudne cdepe nobujena crepeorpadckoM npojekiujom kordopmua. Oapeauru
KOOp/IMHATHE JINHUje TaKBe MapaMeTpHu3alije.
(6) Ilokazaru ja cy snokcoipome Ha cdepu ciuke oxropapajyiux jorapuraMckux cuupasia u3 pasau z = 0 upu crepe-
orpadCKoj MpojeKIuju.

8. Iara je enemenrapna nospi 7(u,v) = (shucosv,shusinv,v), u € RT, v € R.

(a) Hokasaru na je mara nospin KoHdOpMHA penapaMerpusanuja xeaukouna f(s,t) = (scost, ssint,t), s
1a 3aTUM OfpeIuTH ABe hPaMUInje KPUBUX HA XCJUKOUY KOje CEKy XeJUKCEe Ha XCJUKOUILY HOJ YIJIOM
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(6) Uspauynaru reoie3ujcKy U HOPMAJIHY KPUBAHY KOODIMHATHUX JIMHU)A JATOT XEJIUKOUIA.

(a) lokasaru Ja ce TAHI€HTHA PABAH TIOBPIIU Jy’K ACUMOTOTCKE JIMHUje HA TOBPIIN TOKJIAIA Ca OCKYJIATOPHOM DaBHU
KpHuBe.

(6) Hdokasaru Jja ce TaHI€HTHA PABAH [IOBPILY JlyZK I'€0/IE3UjCKe JIMHUJEe HA LOBPLIYU LIOKJIAIA Ca PEKTU(MUKALMOHOM DABHU

KpUBe.

Heka je a = a(s), s € I, npupofHo nmapaMeTpu3oBaHa KpuUBa Ynja je KpuBuHA £ # 0 u top3uja 7 # 0. Hedwuanmmmo
JIMHUjCKY TOBpIN mapaMerpusanujom r(s,v) = «a(s) + vB(s), s € I, v € (—¢,¢), nupn demy je B = B(s) GuHOpMAIHO
BEKTOPCKO I10Jb€ KPUBE (.

(a) Uspauynaru reoie3ujcky U HOpMAJIHY KPUBUHY KOODAMHATHUX JIMHU]A JATE HOBPIIIH.

(6) OmpeauTu TUN CBUX TAYaKa Ha MOBPIIH.

Jlata je mapamerpu3zoBana Kpuba (t) = (sint —t cost, cost +tsint,t?), t € R, unju Tpar npunajsa Kpy*KHOM MapaboIouIy
z=a?+y? -1
(a) M3pavyHaTn reome3njcKy W HOPMAJHY KPUBUHY KPHUBE 7y Ha JATOM MapabOJIOnIy.

(6) Uspauynaru koedunujenre apyre dbyniamenranne popme ase napamerpusaiuje napabosounaa (kao rpaduk GyHkuuje
U KA0 POTAlMOHA LIOBPIL) U YLUOPEIUTH UX y oxrosapajyliuM raukama nospiuu xkopucrehiun xoopaunarny rpascgop-
Manujy u3Mehy THX mapamerpusaiija.

(B) Uspauynaru rnasue, [aycoBy u cpeawy kpuBuny jgaror napabosionia y rtaukama (0,0, —1) u (%, %, —%)

(r) Heka je D(r) mospmmna gesa mapadomona rie je z2 + y? < r2, a D(r) NOBPIIMHA CIIHKEe TOT [e/Ia Mapabo/Iona Ha,

2 s 1. D(T) . .
cdepu S° npu I'aycoBom npecnmkaBamy. Jlokaszaru ma je hn}J m jenaak 'aycoBoj KpuBuHU mapadOIONIa Yy TAUKH
r— '
(0,0,0).
O/penTH ITapamMeTpHu3alijy HeKe KpiBe y HOpMaJIHOM cedery Xutepboamdkor mapabononna z = x2 —y? y Tauxwu (0,0, 0)
U TPABILy TAHIMEHTHOT BEKTOPA W W M3PAYyHATH HeHY OOWYHY, HOPMAJHY U TeO/I€3HjCKY KPUBUHY y TO] TAYKH, YKOIHUKO
BEKTOD W:
(a) mouioBu jeman oj yrsioBa usMely riuaBHUX npaBana;
(6) saxmama yrao § ca HEKHM IJIaBHEM MPaBIEM.
Heka je mara MuHMMaJjHa 1OBpII (Cpe/liba KPUBUHA, jeIHAKA j& HYJIH).
(a) oka3zaru ma Cy aCUMITOTCKU MpPAaBIM y XHUIEPOOJUUYKUM TadkaMa MUHUMAJIHE IOBDIINM TI0JIOBE yrjioBe u3Mehy

TJIaBHUX IIpaBalla.

(6) Hdokasaru na je 30Mp HOPMAJIHUX KPUBUHA MUHUMAJIHE MOBPINHU YK OHIO KOja 1Ba MeljycOGHO OpTOroHaHA TTPABIA,
TAHTEHTHOT TTPOCTOPA jeTHAK HYJIH.

(8) Hokazaru na cy koebuuujenru upse Gopme napamerpusanuje cdepe unpaykopane [aycoBuM LpeciuKaBabeM MHHU-

MaJIHe MOBPINHU MPOMOPIUOHAIHY KoedulinjeHTuMa mpee hopMe Te TMOBPIN y oaroBapajyhoj xumnepbogindkoj Tauku.
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Vlrnl

TAHTE€HTHA PAaBaH, IJE je K, HOPMAaJiHA KPUBWHA IIOBPINU Ay2K OnroBapajyher mpasia.

OnucaTu cKym Tavaka TAHTEHTHE DABHU HA PACTOjaby o1l (pUKCUpaHe TAUKe PEryIapHe TOBPIIH ¥ KOjO] Ce MOCMATPa,

Hexka je v(s) = r(u(s),v(s)) npuponso mapamerpu3oBaHa Kpusa Ha nospum r = r(u,v) u [Ty, S, n,] opuapyxena Jap-
Oyosa 6a3a kpuse 7. [eonesmjcka Topsuja 7, kpuse v je nedunucana crenehum dopmynama (ananorae Ppene-CepeoBum
dopuynama): T' = kpn + kgS, 8" = —kgT — Tyn, n' = —k,T + 7,S. Jloka3atn 12 BaxKmu:

(a) g = —II(T,S) = (k1 — k2)sing cos @, Tze je ¢ yrao n3amely jeamor riasuor BekTopa n Ty;

6) Tg=7— %, rze je § yrao usmely BeKTOpCKEX mosba My B NN,

; u? 2 v? 2,2 2 2

Hata je Exeneposa mospmm 7(u,v) = (u — % +uv®, —v + % —vu’,u® — v?), (u,v) € R

(a) Jokaszaru ma ce napamerpusauuja cdepe uniykosana [aycoBum npecsiukabamem Enenepose HOBpIIM IIOKJAIA €A

OHOM JTIO0HjEHOM CTEPEOrpadpCKOM IIPOJEKITHjOM.
(6) Ompeaury riaaBHE U ACUMIITOTCKE IPABLE JaTe TOBPIIM U OAPEIUTH yrioBe udMmely mux.
(B) Ompemnru riasHe jguHuje (IWHWje KPUBWHE) W ACHMIITOTCKE JINHUjE JaTe TIOBPIIH.

Penapamerpusosaru ciemehe moBpiu Tako ga Baxu F = f = 0:

(a) xemuxous r(u,v) = (ucosv,usinv,av), (u,v) € R% a # 0;

(6) cemio z = xy.
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Oppenury reofe3njcKe JUHUjE KPYZKHOT IUJIAH/IDA.

Heka je a(s) = r(u(s),v(s)) mpupoaHo napameTrpu30oBaHa TeONE3MjCKa JHWHHUjA Ha TOBPIHM 7 = 7(u,v) 3a KOjy BayKu
E = E(u), F =0, G = G(u). Jdoxasaru ma saxu VG cosf = C = const, mpu gemy je 0(s) yrao usmely reomesmjcke
JIMHUje U v-TIapaMeTapcKe KpuBe u = const.

Heka je r = r(u, v) peryjapha moBpii Ha KOjOj Cy « U v-IIApaMeTapcke KPUBE OPTOrOHAJIHE U KOeDUIIUjEHTH TIPBE OCHOBHE
dopme 3aBuce camo oj mapamerpa u. lama ce reone3ujCcKe JIMHAje yBEK MOTY OJPEIUTH WHTErPAIUjOM W BAXKU:
(a) u-mapamerapcke Kpuse (v = const) Cy reoJe3ujcke JIUHHU]E;

(6) v-mapamerapcke KpuBe (u = const = ug) cy reozpesujcke auHUje akKo je G, (ug) = 0;

CVvE
= [ ———==du, C = const.
VGVG — C?
JlokazaTu 1a je mapaJiesia poTaiioHe MOBPIIK Ie0e3njCKa JUHIja AKKO Cy TAHTEHTEe MEPUINjaHa MapasieiHe OCH POTAIHje
y CBHM Ta4KaMa [1apaJieJie.

(B) kpuBa obiuka y(u) = r(u,v(u)) je reome3ujcka JuHUja AKKO j€ v

(a) Jokazaru na je kpusa y(t) = (tcos(ln m),tsin(ln ﬁ),aln ﬁ), t > 0, reome3ujcka JUHUjA HA
xemmukouy 7(u,v) = (ucosv,usinv,av), (u,v) € R a > 0.

(6) Jokasaru na je xpusa v(t) = (achtcos(In(thy)), achtsin(In(thy)),at), ¢ > 0, reosesujcka nuHuja HA KaTEHOUILY
r(u,v) = (achu cosv, achusinv,au), v € R, v € (0,27), a > 0.

(a) Ompemutu dhopmyse HOpMaJIHE TPOjeKIHje (HOPMAJHO HA z—0CY ) U IEHTPAJIHE TPOjeKIuje (13 KOOPIUHATHOT TIOUETKA)
chepe 22 + y? + 22 = R? wa mummngap 2 +y?> = R2, R > 0.

(6) Jdokasaru sa oBe IpOjeKLUje HUCY U30METPUje, AJlM JAa HOPMAJIHA LPOJEKIUja 4yBa HOBPIIKHE.

Hare cy napamerpusosane nospiuu r(u,v) = (ucosv,usinv,alnu), u > 0,v € (0,27), a > 0, u o(s,t) = (scost, ssint, at),

s> 0,t € (0,2m), a > 0. Hokasarn ma mocroju audeomopduzam namely marux mospmm koju dyBa aycoBy KpuBmHy
MOBPIIH, aJIU /13 HE TOCTOjU W30METPHja u3mMehy JaTuX MOBPIIIH.

JlaTu cy XeJIMKOUJ M KaTeHOW[ Kao napaverpusosane nospim f, g : R x (0,27) — R3 ca f(u,v) = (chu cosv, chusinv, u)
u g(u,v) = (shusinv, —shucosv,v). Hedunummmo damumujy napamerpusosanux nospru hy, 3a t € [0, 5], ca hy(u,v) =
costg(u,v) + sintf(u,v).

(a) Hokasaru ma cy cee nospiuu h; MeljycobHO u30MeTpHUYHE.

(6) dokasaru ma ce raaBHe (ACUMITOTCKE) JIMHUjE XEJIUKOU LY H30METPUjOM U3 Jea (a) CIUKa]y Ha aCUMITOTCKE (TJIaBHE)

JIVHAje Ha KaTeHOUIY.

Hexka je o : I — R® npupoano mapaMeTpu30BaHa KpHBa. TaHTe€HTHA IOBPII KPUBE ( je JIMHT]CKa TOBPII JATa ITapaMeTPH3aIlH-
jom r(s,v) = a(s) +vT(s), s €I, v >0.
(a) Jdokasaru ma je moBpii r uzoMmerpudna (gejay) paBau ekciuimurao oapehyjyhu dopmyse te usomerpuje.
(6) OmpemnTn ekcruTHE GOPMyITe OBe M30METPHje YKOIMKO je KpUBa KPy>KHHU Xennke «(t) = (acost,asint,bt), t € R,
a>0,b#0.
(a) Hokasaru ma je mununapuana nospr 7(u,v) = (f(u), g(u),v), (u,v) € R?, uzomerpudna (1ey) paBHU eKCILTHIUTHO
onpebhyjyhu dopmyse Te m3omerpuje.
(6) Ompemurn ekcrumnurae Gopmyse m3omerpuje udmely mumuaapuane noppmm 7(u,v) = (u — sinu, 1 — cosu,v), u €

(0,27), v € R, u nena pasHu.

Har je konyc z = ar/z? + 42, a > 0, (z,y) # (0,0).
(a) Hokasaru ga je maru KOHYC JIOKAJIHO M30METPUYAH paBHU ekciumiuTHo oapehyjyhiu dopmyse te uzomerpuje.
(6) Mspauynaru majkpahe pacrojame m3meljy Tauaxa A(0, 1,v/3) n B(0, —1,+/3) na xonycy z = /3(22 + y2) u ompemuTn
CBe Te0JIe3njCKe JIMHNje KOje CaJprKe OBe JIBe TaUKe.

JlokazaTu jia He MOCTOju ejeMeHTapHa nospil r(u,v) 3a Kojy Baxu E =1, F =0, G = cos?u, e = cos?u, f =0, g = 1.

Heka cy koedurujentu npse dopme koHdOpMHO mapamarepusoBane nospim F = G = A(u,v), F = 0. /lokazaru na je

2 2
laycoBa kpuBmna nospmu gara ca K = f%A(ln A), rae je A Jlannacujan dynkuuje ase npomensbuse A = % + %.



