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Kpuse
1. Ckunuparu cienehe:

(a) TparoBe paBaHCKMX KPUBUX JATUX CBOjOM IIaPAMETPU3ALUJOM:

T t 1—¢2 t 9t
(Ctgt7tgt)7 te(g,’fr), m,m s tER, (2676 ), tER,

(6) Tparose IPOCTOPHUX KPUBUX JATHX CBOjOM MAPAMETPH3AIM]OM:
(Int,2Int,2Int), t € RT; (Int,In2t,In2t), t € RT; (Int,In*¢,1Int), teRT;

(B) cKymnoBe Tayaka y paBHU JATUX jeJAHAYMHOM y JleKapTOBMM KOOpAMHATAMA U OJPEIUTH HEKE apaMeTpU30BaHe KPUBE
YHUjU Cy TPAroBU OBU CKYIIOBHU:

23 =yt 23 =45, 23 = o5,
2. Jlokazaru fa je KpUBa UHja je MoJapHa MapaMeTpU3aln)ja:
1
a) p=cosf KpyKHHUIIA; 0) p= —— mpaBa; (B) p=-——— mapaboa; r) p? = xunepbo1a;
(a) p pyxunng; - (0) p= —— 1D (®) p =105y TP () P* = 55 p

0

(1) p = cos? <2> KapIuouIa.

3. (a) (Muoraecosa yucouda) Heka je OA mnpednuk Kpyra moJynpedHuKa ¢ U IpaBa ¢ TaHIeHTa TOI Kpyra KOja CalapiKu
tauky A. Heka mosynpasa [ ca mogerkom y tauku O cede Tanrenry ¢ty tadku C u Kpyr y Tadku B. YKOJIHKO je
M rauka nosynpase [ raksa ja je OM = BC, oapenuru napaMerpusanujy KpuBe 9uju rpar omnucyje tadka M kaja
nojiynpasa | porupa oko rauke O.

(6) (Cmpogouda) Hara je mpasa | mapasesHo ca y—OCOM U Ha PACTOjamy a Of We. llpomssosbHA momynpasa !’ umjm je
moveTak koopauHaTHu nmovyetak O ceue y Tauku A mpasy [. Heka kpyr uuju je menrap tauka A, Koju noaupyje r—ocy
y Tauku B, ceue nomynpasy I’ y Taukama M u M'. Oapeautu napamMeTrpusalyjy KpuBe 4uju Tpar onucyjy rauxe M
n M’ xama nonynpasa !’ porupa oko tauke O.

4. (a) Jokasaru ja TaHreHTa y IPOU3BOJGHO] TAYKU LMKJOUJE (YKOJIMKO MOCTOJU) CAAPXKYU HAJBUILY TAYKy Kpyra KOju
CaIPIKU TAYKy y KOjOj Ce IMOCMATPa TAHIEHTA W YHjUM KOTPJHAEM j€ JaTa IMUKJIONIA J00ujeHa.

(6) OupeauTy MHBOJIYTY U €BOJLYTY LUKJIOUIE.

5. OzapenuTu paBaHCKY KpUBY (0 HA JUPEKTHY M30METPH]y PABHU) KO je aTa HeHA O3HAYEHA KPUBHMHA K, (S) =

V2as’
a > 0 (s > 0 je npuponHu nmapaMerap KpuBe) U JOKa3aTU Ja je 100ujeHa KPUBa UHBOJIyTa KPYTa.
6. ara je kpuBa [OJAPHOM jeTHAYUHOM p = sin® g.

(a) Ucnuratu perysapHOCT U U3padyHATH JIyKUHY JaTe KPUBE, YKOJIUKO je heH Tpar 3aTBOPEHa KPUBA.

(

6)
(B) Oupeauru yriioBe Koje TaHIeHTa JaTe KPUBE 3aKJ/Ialla Ca KOOPAMHATHUM OCAMA.
(r)

7. Kpupa nara napamerpusannjom «(t) = (3cost — cos3t,3sint — sin 3t), ¢ € R, 308e ce Hedponza.

Onpenurn @peHeOB pernep W KPUBUHY JATE KPUBE.

Oupenury jenHavmHe aBa OCKyJIaTOPHA Kpyra Kpuse y Tadku camoripeceka (0, %)

(a) dokaszaru 1a je mara KpuBa ENUIMKJIONIA Koja ce 100uja Kao Tpar (hbUKCUpaHe TadKe Kpyra IMOJyNpedHrKa 1 Koju
ce KOTPJba MU3HYTPA 110 KPYTy IOJyNPeYHrKa 2 KOju je (DUKCUPAH U UMa HEHTAP Y KOOPAMHATHOM Ho4erky (t je yrao
u3Melly no3uTUBHOr ze1a £—O0Ce U BEKTOpa I10JI0ZKaja LIEHTPa Mamer Kpyra). cinuraru peryjapHocT jare KpuBe u
CKHUIIUPATH j€.

(6) Hdokaszaru ma Kpusa 3a10BosbaBa cieehe jenqnauune y nonapuum u JlekaproBUM KOOPAMHATAMA:

2 . 2 2 .
(8)s = (smg)a +(cosg)3, (2% +y? — 4)3 = 108y
(B) Jdokaszaru na je Tpar KpuBe (v 3aTBOPEHA KPUBA U U3PAUYHATH FHEHY [y KUHY.

(r) Oppenuru GyHKIMjy NyXKUHE JyKa, O3HAYEHY U HEO3HAUEHY KpuBUHY gare Kpuse 3a t € (0, 7), y3umajyhu 3a nouerHy
rauky npso (0,4), a 3arum (2,0). Jokasaru ja 3a moromuo onabpany (GyHKUU]y Jy>KHHE JIyKAa S U KPUBUHY K(S)
Baku dopmyna 4p? + s2 = 12s, rye je p(s) MOTYNPEYHUK KPUBUHE JaTe KPUBe.

(n) Onpenuru Heky ryarky yraony (byHKImjy (s) Koja nmpeicraBba yrao KOju TAHMEHTa KPUBE 3aKJIala ca MO3UTHBHUM
JIeJIOM £—0C€e ¥ IIPOBEPHTHU JIA JIM BAXKH K, = 52, S—IPUPOIHH IIapaMeTap.

(§) Oampenuru napamerpusanujy eBosiyTe gare kpuse u ckuuuparu je. Koja je kpusa y nuramwy?



(e) OxapenuTu Heky mapamerpusoBany Kpusy ((t) duju Tpar npunaia chepu NoJIyIpedHuKa 4 ca IMeHTPOM y KOOPJAUHAT-
HOM TIOYE€TKY, & OPTOrOHAJIHA MPOjEKIIN]ja MIPEICTaB/ba Tpar gare Hedpouie.

(;k) U3spasuru jeauHuydHu BEKTOD HpaBLa z—OCe, Ka0 M BEKTOD H0JOXkKaja Tadaka cdepue kpuse [y Ppeneosoj Gaszu
kpuee 8. 3pauynarn yrioBe Koje peKTH(MUKAIMOHA, OCKYIATOPHA ¥ HOPMAaJIHA paBaH KpuBe  Tpaje ca TAHTeHTHOM
paBuu cdepe y oarorapajyhoj Tauku, Kao U ca BEKTOPOM TIPABIA Z—OCe.

8. Jara je napamerpusosana Kpusa o(t) = (get, ge*t, t), teR.

(a) Ozmpemutu Heku (bUKCUpAHU jeIUHUYIHHM BEKTOD U KOjU 3aKjara KOHCTaHTHE yriose ca BekropuMa Ppeneose Gaze
JaTe KpUBe y CBAKOj TAYKU W OJPEINTHU T€ yTJIOBE.

(6) Hdokazaru Ja Tpar gare KpUBE [IPUIAJLA XUIEPOOJIUIKOM LUJIUHADY TY = %, Ka0 U IUIHHAPUMA T 4+ y = v/2chz u
x—y = +/2sh z. OxpeauTu yriose m3mely gaTe KpuBe u H3BOIHANA OBUX MUIHHAAPA. Jla /i je OBa KPUBA YOIIITEHH
XEJIMKC HA HEKOM OJf OBUX IHJIMHIapa?
9. lara je mapamerpusosana kpusa «(t) = (cost,sint, f(t)), t € R, f je rnarka dynxmmja.

2

. . _ . t
(a) HokasaTu ja OCKyJaTopHE PaBHH JIaTe KPHBe 3aK/alajy KOHCTaHTaH yrao 3a z—O0COM yKOJHKO je f(t) = 2sin® 3.

- - . _ t
(6) HMokasaru jia ce HOpMAJIHE PaBHU Jare KPUBE CEKy y jeJHOj Tauku yKoauko je f(t) = 2cos 5.
10. [dara je mapamerpusoBana kpusa a(t) = (2¢ — sin(2t), — cos(2t),4sint), t € R.

(a) doka3zaru ja TAaHMEHTHO BEKTOPCKO IOJbe JIaTe KPUBE, TPAHCIUPAHO Y KOOPAMHATHYU IIOYeTaK, onucyje BuBujanujey
KPHUBY HA JeUHUYHO] ChepH.

(6) OzmpenuTu KpuUBY 4YWju je Tpar CKyN Tadaka Ha PACTOjamby O JaTe KPUBE jeJHAKOM YeTBOPOCTPYKO] KPUBHHU JIATE
KpUBE, y CMePy HOPMAJIHOT BEKTOPCKOT TMOJba KPHUBE.

() okasaru na je oproronasna npojekuuja nare Kpuse Ha £Oy pasan nukiaonaa, a Ha yOz paBan 1eo0 napadose.
11. Tara je napamerpusosana kpusa Y(t) = (ef(sint + cost), e'(sint — cost),et), t € R.

(a) Jdokazaru ja nara KpuBa LPULALA KOHYCY Z = z2;y2, a 3aTUM OApeauTH eHy penapamerpusauujy B(u), rae je

—4_
u=t-— 7.
(6) Hdokaszaru na je oproronanna npojekuuja gare kpuse Ha xOy paBaH JIOrapUTAMCKA CIUPAJIA.

(B) lokasaru Ja Tpar 1aTe KpUBE T€KHU KOOPAMHATHOM MOYETKY Kalua ¢ — —00, Ka0 U 14 KPUBA MMa KOHAYHY Iy KUHY Ha,
cBakoOM MHTEpBAILY (—00,t], t € R. OapenuTn 3aTuM NPUPOAHY TapaMeTPHU3ALHjy JaTe KpuBe y3uMmajylin 3a moderHy
Ta4yKy KOOPJIWHATHU IIOYETAK.

(r) Uspauynaru @peneos pelep, KpUBUHY U TOP3Ujy JarTe KPUBE, KAO U yryioBe Koje Bekropu ®peHeosor penepa 3akJja-
Majy ca zZ—OCOM.

12. Heka je a perynapua kpusa. Cimka Kpuse [ cacroju o1l Tadaka Koje Cy Ha KOHCTAHTHOM pacrojamy d o ofroBapajyhux
TavaKa CJIUKe KPUBE (¢ JyK HOpMaJa KPUBE (.

(a) Ucumraru perynapuocr kpuse (. AKO je KpuBa « 3aTBOPEHa PABAHCKA KPUBA, JOKA3aTH Ja Ce MOXKe onabparu
JIOBOJPHO MaJIO d TaKO 13 je KpuBa [ peryjapHa.

(6) Uspasuru kpusuny kpuse [ IpeKo KpuBuHe Kpuse « u d.
(B) AKO je KpuBa v eJMIICA, OAPEJUTH CBE BPEJHOCTH KOHCTaHTe d 3a Koje je Kpusa [ rakobe esuuca.

(r) Ako je KpuBa (v Kpy»KHU XeJIMKC, OJIPEIUTH CBE BPEIHOCTH KOHCTaHTe d 3a KOje je Kpusa (3 Takohe KPYKHU XeJIUKC.

13. Jloka3aTu Ja je IPHPOTHO MapaMeTPH30BaHA KpHBA o Kiaace C*, ca KPUBHHOM Da3IW<IHTOM Of HyJe, jeJaH yOIIITeHH
xemuKce ako u camo Baxku [, o afV] = 0.

14. [oka3aru 1a je cpepHa KpHUBa KOHCTAHTHE KPUBUHE €0 KPYTa.

15. Heka je a(s), s € I, 0 € I, xpuBa mapamMeTpu30BaHa JIy>KWHOM JIyKa, TP 4YeMy 3a Top3ujy Baxku 7(s) > 0 3a cme
S

s € I. Kpusa 8 3azara je ca [(s) = / B(u)du, rue je B(s) Bekrop Gunopmasie kpuse «. Jlokazaru ja je Kpusa [3
0

Takohe ImapamMeTpu30BaHa, IyKHHOM JIYKA U U3PA3UTH KPUBUHY, TOP3HU]jy, TAHI€HTHO, HOPMAJIHO, OunnopMasino u JapbyoBo
BEKTOPCKO TI0Jhe KPUBE [3 TIPEKO o/iroBapajyhux ejeMeHara KpuBe .

16. Heka je o : I — R? perynapna Kpusa napaMeTpu30BaHa, J1y>KUHOM JyKa s, Kpusune £ # 0 u 0 € 1.

(a) Jdokaszaru na 3a cBe Tadke S y JOBOJBHO MaJioj okosiunu tadke 0 € I Baxu

als) = a(0) + <s - %353 + 0(53)> 7(0) + <’“””2°s2 + %553 + 0(53)> N(0) + (%53 + 0(53)) B(0),

rae je Ko = "{(0)7 Hé} = HI(O)v T0 = T(O)



(6) Hedunummumo kpusy 3 : R — R3 ca 3(t) = a(0) + tTp + %RONO + %H()T()BO. Jlokazarm 1a Cy KpUBUHA, TOP3Hja W
ocKysnaTopHa pasaH Kpuse 3 y Tauku ¢ = 0 ucTe Kao KpUBUHA, TOP3Uja U OCKYJIaTOpPHA paBaH Kpube « y Tauku s = (.

() JoxazaTu ma je KpubmHa mpocTopHe Kpuse « : I — R3 y taukm s € I jemnaka KpUBUHH paBaHCKe Kpube (y HCTOj
TaYKM) KOja ce 100Kja IPOjeKTOBAEM HA OCKYJIATOPHY paBaH y Tadku «(So).



