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Krive

1. Skicirati slede�e:

(a) tragove ravanskih krivih datih svojom parametrizacijom:

(ctg t, tg t), t ∈
(π
2
, π
)
;

(
t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
, t ∈ R; (2et, e2t), t ∈ R;

(b) tragove prostornih krivih datih svojom parametrizacijom:

(ln t, 2 ln t, 2 ln t), t ∈ R+; (ln t, ln 2t, ln 2t), t ∈ R+; (ln t, ln2 t, ln2 t), t ∈ R+;

(v) skupove taqaka u ravni datih jednaqinom u Dekartovim koordinatama i odrediti neke parametrizovane krive
qiji su tragovi ovi skupovi:

x3 = y4, x3 = y5, x3 = y6.

2. Dokazati da je kriva qija je polarna parametrizacija:

(a) ρ = cos θ kru�nica; (b) ρ =
1

cos θ
prava; (v) ρ =

1

1 + cos θ
parabola; (g) ρ2 =

1

cos 2θ
hiperbola;

(d) ρ = cos2
(
θ

2

)
kardioida.

3. (a) (Dioklesova cisoida) Neka je OA preqnik kruga polupreqnika a i prava t tangenta tog kruga koja sadr�i
taqku A. Neka poluprava l sa poqetkom u taqki O seqe tangentu t u taqki C i krug u taqki B. Ukoliko je
M taqka poluprave l takva da je OM = BC, odrediti parametrizaciju krive qiji trag opisuje taqka M kada
poluprava l rotira oko taqke O.

(b) (Strofoida) Data je prava l paralelno sa y−osom i na rastoja�u a od �e. Proizvo	na poluprava l′ qiji je
poqetak koordinatni poqetak O seqe u taqki A pravu l. Neka krug qiji je centar taqka A, koji dodiruje x−osu
u taqki B, seqe polupravu l′ u taqkama M i M ′. Odrediti parametrizaciju krive qiji trag opisuju taqke M
i M ′ kada poluprava l′ rotira oko taqke O.

4. (a) Dokazati da tangenta u proizvo	noj taqki cikloide (ukoliko postoji) sadr�i najvixu taqku kruga koji
sadr�i taqku u kojoj se posmatra tangenta i qijim kotr	a�em je data cikloida dobijena.

(b) Odrediti involutu i evolutu cikloide.

5. Odrediti ravansku krivu (do na direktnu izometriju ravni) ako je data �ena oznaqena krivina κz(s) =
−1√
2as

,

a > 0 (s > 0 je prirodni parametar krive) i dokazati da je dobijena kriva involuta kruga.

6. Data je kriva polarnom jednaqinom ρ = sin3 θ3 .

(a) Ispitati regularnost i izraqunati du�inu date krive, ukoliko je �en trag zatvorena kriva.

(b) Odrediti Freneov reper i krivinu date krive.

(v) Odrediti uglove koje tangenta date krive zaklapa sa koordinatnim osama.

(g) Odrediti jednaqine dva oskulatorna kruga krive u taqki samopreseka (0, 18 ).

7. Kriva data parametrizacijom α(t) = (3 cos t− cos 3t, 3 sin t− sin 3t), t ∈ R, zove se nefroida.

(a) Dokazati da je data kriva epicikloida koja se dobija kao trag fiksirane taqke kruga polupreqnika 1 koji
se kotr	a iznutra po krugu polupreqnika 2 koji je fiksiran i ima centar u koordinatnom poqetku (t je ugao
izme�u pozitivnog dela x−ose i vektora polo�aja centra ma�eg kruga). Ispitati regularnost date krive i
skicirati je.

(b) Dokazati da kriva zadovo	ava slede�e jednaqine u polarnim i Dekartovim koordinatama:

(ρ2 )
2
3 = (sin θ

2 )
2
3 + (cos θ2 )

2
3 , (x2 + y2 − 4)3 = 108y2.

(v) Dokazati da je trag krive α zatvorena kriva i izraqunati �enu du�inu.

(g) Odrediti funkciju du�ine luka, oznaqenu i neoznaqenu krivinu date krive za t ∈ (0, π), uzimaju�i za poqetnu
taqku prvo (0, 4), a zatim (2, 0). Dokazati da za pogodno odabranu funkciju du�ine luka s i krivinu κ(s)
va�i formula 4ρ2 + s2 = 12s, gde je ρ(s) polupreqnik krivine date krive.

(d) Odrediti neku glatku ugaonu funkciju ϕ(s) koja predstav	a ugao koji tangenta krive zaklapa sa pozitivnim
delom x−ose i proveriti da li va�i κz =

dϕ
ds , s−prirodni parametar.

(�) Odrediti parametrizaciju evolute date krive i skicirati je. Koja je kriva u pita�u?



(e) Odrediti neku parametrizovanu krivu β(t) qiji trag pripada sferi polupreqnika 4 sa centrom u koordinat-
nom poqetku, a ortogonalna projekcija predstav	a trag date nefroide.

(�) Izraziti jediniqni vektor pravca z−ose, kao i vektor polo�aja taqaka sferne krive β u Freneovoj bazi
krive β. Izraqunati uglove koje rektifikaciona, oskulatorna i normalna ravan krive β grade sa tangentnom
ravni sfere u odgovaraju�oj taqki, kao i sa vektorom pravca z−ose.

8. Data je parametrizovana kriva α(t) =
(√

2
2 e

t,
√
2
2 e
−t, t

)
, t ∈ R.

(a) Odrediti neki fiksirani jediniqni vektor v koji zaklapa konstantne uglove sa vektorima Freneove baze
date krive u svakoj taqki i odrediti te uglove.

(b) Dokazati da trag date krive pripada hiperboliqkom cilindru xy = 1
2 , kao i cilindrima x + y =

√
2 ch z i

x−y =
√
2 sh z. Odrediti uglove izme�u date krive i izvodnica ovih cilindara. Da li je ova kriva uopxteni

heliks na nekom od ovih cilindara?

9. Data je parametrizovana kriva α(t) = (cos t, sin t, f(t)), t ∈ R, f je glatka funkcija.

(a) Dokazati da oskulatorne ravni date krive zaklapaju konstantan ugao za z−osom ukoliko je f(t) = 2 sin2 t
2 .

(b) Dokazati da se normalne ravni date krive seku u jednoj taqki ukoliko je f(t) = 2 cos t2 .

10. Data je parametrizovana kriva α(t) = (2t− sin(2t),− cos(2t), 4 sin t), t ∈ R.

(a) Dokazati da tangentno vektorsko po	e date krive, translirano u koordinatni poqetak, opisuje Vivijanijevu
krivu na jediniqnoj sferi.

(b) Odrediti krivu qiji je trag skup taqaka na rastoja�u od date krive jednakom qetvorostrukoj krivini date
krive, u smeru normalnog vektorskog po	a krive.

(v) Dokazati da je ortogonalna projekcija date krive na xOy ravan cikloida, a na yOz ravan deo parabole.

11. Data je parametrizovana kriva γ(t) = (et(sin t+ cos t), et(sin t− cos t), et), t ∈ R.

(a) Dokazati da data kriva pripada konusu z =
√

x2+y2

2 , a zatim odrediti �enu reparametrizaciju β(u), gde je

u = t− π
4 .

(b) Dokazati da je ortogonalna projekcija date krive na xOy ravan logaritamska spirala.

(v) Dokazati da trag date krive te�i koordinatnom poqetku kada t→ −∞, kao i da kriva ima konaqnu du�inu na
svakom intervalu (−∞, t], t ∈ R. Odrediti zatim prirodnu parametrizaciju date krive uzimaju�i za poqetnu
taqku koordinatni poqetak.

(g) Izraqunati Freneov reper, krivinu i torziju date krive, kao i uglove koje vektori Freneovog repera zakla-
paju sa z−osom.

12. Neka je α regularna kriva. Slika krive β sastoji od taqaka koje su na konstantnom rastoja�u d od odgovaraju�ih
taqaka slike krive α du� normala krive α.

(a) Ispitati regularnost krive β. Ako je kriva α zatvorena ravanska kriva, dokazati da se mo�e odabrati
dovo	no malo d tako da je kriva β regularna.

(b) Izraziti krivinu krive β preko krivine krive α i d.

(v) Ako je kriva α elipsa, odrediti sve vrednosti konstante d za koje je kriva β tako�e elipsa.

(g) Ako je kriva α kru�ni heliks, odrediti sve vrednosti konstante d za koje je kriva β tako�e kru�ni heliks.

13. Dokazati da je prirodno parametrizovana kriva α klase C4, sa krivinom razliqitom od nule, jedan uopxteni
heliks ako i samo va�i [α′′, α′′′, αIV ] = 0.

14. Dokazati da je sferna kriva konstantne krivine deo kruga.

15. Neka je α(s), s ∈ I, 0 ∈ I, kriva parametrizovana du�inom luka, pri qemu za torziju va�i τ(s) > 0 za sve

s ∈ I. Kriva β zadata je sa β(s) =

∫ s

0

B(u)du, gde je B(s) vektor binormale krive α. Dokazati da je kriva β

tako�e parametrizovana du�inom luka i izraziti krivinu, torziju, tangentno, normalno, binormalno i Darbuovo
vektorsko po	e krive β preko odgovaraju�ih elemenata krive α.

16. Neka je α : I → R3 regularna kriva parametrizovana du�inom luka s, krivine κ 6= 0 i 0 ∈ I.

(a) Dokazati da za sve taqke s u dovo	no maloj okolini taqke 0 ∈ I va�i

α(s) = α(0) +

(
s− κ20

6
s3 + o(s3)

)
T (0) +

(
κ0
2
s2 +

κ′0
6
s3 + o(s3)

)
N(0) +

(κ0τ0
6

s3 + o(s3)
)
B(0),

gde je κ0 = κ(0), κ′0 = κ′(0), τ0 = τ(0).



(b) Definiximo krivu β : R → R3 sa β(t) = α(0) + tT0 +
t2

2 κ0N0 +
t3

6 κ0τ0B0. Dokazati da su krivina, torzija i
oskulatorna ravan krive β u taqki t = 0 iste kao krivina, torzija i oskulatorna ravan krive α u taqki s = 0.

(v) Dokazati da je krivina prostorne krive α : I → R3 u taqki s0 ∈ I jednaka krivini ravanske krive (u istoj
taqki) koja se dobija projektova�em na oskulatornu ravan u taqki α(s0).


