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zadaci za samostalni rad studenata, xkolska 2019/20

Povrxi

1. Data je parabola α(t) = (2t, t2, 0), t ∈ R. Parametrizovati pravolinijsku povrx koja predstav	a uniju pravih koje
seku datu parabolu i imaju za vektore pravca u odgovaraju�im taqkama:

(a) β(t) = (1, 2, 3); (b) β(t) = (1− 2t, 2− t2, 3); (v) β(t) = (2, 2t, 1).

U svim sluqajevima odrediti povrx drugog reda koja je dobijena na taj naqin (jednaqina i skica) i opisati
koordinatne linije.

2. Odrediti parametrizovanu linijsku povrx qiji trag predstav	a uniju pravih koje seku kru�ni heliks α(t) =
(cos t, sin t, t), t ∈ R, i za vektore pravca imaju:

(a) tangentno; (b) normalno;

vektorsko po	e heliksa u odgovaraju�oj taqki. U oba sluqaja ispitati regularnost dobijene povrxi, opisati
koordinatne linije povrxi (parametrizacija i naziv krive) i odrediti taqke u kojima su one normalne me�usobno.

3. Odrediti jediniqno normalno vektorsko po	e povrxi du� Vivijanijeve krive α(t) = (1 + cos t, sin t, 2 sin t
2 ), t ∈

(−2π, 2π), ukoliko je ta povrx:

(a) sfera x2 + y2 + z2 = 4; (b) kru�ni cilindar (x− 1)2 + y2 = 1.

Odrediti taqke u kojima se tangentne ravni ovih povrxi (du� Vivijanijeve krive) poklapaju.

4. Posmatrajmo skup taqaka Ma (a 6= 0) zadat implicitnom jednaqinom xyz = a3.

(a) Dokazati da je skup Ma disjunktna unija tragova qetiri elementarne povrxi. Za jednu od �ih opisati
koordinatne linije i izraqunati ugao izme�u �ih.

(b) Dokazati da tangentna ravan u proizvo	noj taqki ove povrxi zaklapa sa koordinatnim osama tetraedar
konstantne zapremine.

5. Dat je kru�ni konus jednaqinom u Dekartovim koordinatama z2 = 3(x2 + y2) i kriva γ(t) = (t cos t, t sin t,
√
3t),

t ∈ R, qiji trag pripada datom konusu.

(a) Odrediti uglove koje kriva γ zaklapa sa meridijanima i paralelama na konusu.

(b) Odrediti ugao izme�u oskulatorne ravni krive γ i tangentne ravni konusa du� krive γ.

6. Dat je hiperboliqki paraboloid jednaqinom u Dekartovim koordinatama y = x2 − z2.

(a) Odrediti tangentnu ravan paraboloida u taqki (2, 3, 1) i �en presek sa datim paraboloidom. Dokazati da
vektor (2, 2, 3) pripada tangentnom prostoru paraboloida u taqki (2, 3, 1) i odrediti neku krivu qiji trag
pripada paraboloidu, a vektor brzine u taqki (2, 3, 1) iznosi (2, 2, 3).

(b) Dokazati da na datom paraboloidu postoje dve familije mimoilaznih pravih tako da svaka taqka paraboloida
pripada taqno jednoj pravoj iz svake familije. Parametrizovati paraboloid kao linijsku povrx.

7. Dat je torus dobijen rotacijom kruga (x− 5)2 + z2 = 9 u xOz ravni oko z−ose.

(a) Dokazati da je ravan 3x = 4z tangentna ravan konusa u dvema taqkama, kao i da ova ravan seqe dati torus po
krugovima polupreqnika 5 qiji su centri u taqkama (0,±3, 0).

(b) Izraqunati uglove pod kojim ove dve kru�nice seku meridijane i paralele torusa.

8. (a) Dokazati da je parametrizacija jediniqne sfere dobijena rotacijom polukru�nice ( 1
ch t , 0,

sh t
ch t ), t ∈ R, oko

z−ose, konformna.
(b) Odrediti dve familije krivih na sferi koje polove uglove izme�u meridijana i paralela.

9. Data je elementarna povrx r(u, v) = (chu(cos v + sin v), chu(sin v − cos v),
√
2u), u ∈ R, v ∈ (0, 2π).

(a) Reparametrizovati datu povrx pomo�u koordinata (t, s) za koje va�i t = u, s = v − π
4 , a zatim dokazati da je

ta povrx katenoid.

(v) Odrediti dve familije krivih na datom katenoidu koje zaklapaju ugao π
6 sa v−koordinatnim linijama.

10. Dokazati da je druga fundamentalna forma povrxi identiqki jednaka nuli akko je povrx deo ravni.



11. Dokazati da proizvo	na sferna kriva ima konstantnu normalnu krivinu, a zatim kao posledicu izvesti zak	uqak
da je obiqna krivina sferne krive organiqena odozdo sa 1

R (R−polupreqnik sfere).

12. Neka je α(s), s ∈ I, prirodno parametrizovana kriva krivine 0 < κ < C, C = const i r(s, t) linijska povrx data sa
r(s, t) = α(s) + ε(cos tN(s) + sin tB(s)), s ∈ I, t ∈ (−π, π), ε = const > 0, gde su N(s), B(s) normalno i binormalno
vektorsko po	e krive α.

(a) Dokazati da je data povrx regularna za dovo	no malo ε.

(b) Odrediti broj asimptotskih pravaca u svim taqkama povrxi (diskutovati i obrazlo�iti odgovor).

(v) Dokazati da u svakoj taqki povrxi postoje taqno dva glavna pravca (tj. da nema umbiliqkih taqaka na
povrxi), kao i da se oni poklapaju sa pravcima vektora brzine koordinatnih linija akko je kriva α ravanska.

13. Data je povrx z = x3 − 3xy2.

(a) Dokazati da y−osa i sve krive date parametrizacijom γ(t) = (t, at, (1−3a)t3), a = const, t ∈ R, imaju normalnu
krivinu jednaku nuli u taqki (0, 0, 0).

(b) Dokazati da su me�u krivama iz dela (a) taqno tri asimptotske linije na datoj povrxi.

14. Data je parametrizovana povrx r : (0,+∞)× (0, 2π)→ R3 sa r(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, ln ρ).

(a) Izraqunati Gausovu krivinu u proizvo	noj taqki date povrxi. Koji je tip taqke (0, e, 1)?

(b) Odrediti asimptotske i glavne pravce u taqki (0, e, 1) date povrxi.

(v) Odrediti asimptotske i glavne linije koje sadr�e taqku (0, e, 1) date povrxi.

15. Odrediti sve umbiliqke taqke na eliptiqkom paraboloidu z = x2

a2 + y2

b2 , a 6= b, a zatim u tim taqkama izraqunati
glavne krivine datog paraboloida.

16. Neka je α prirodno parametrizovana asimptotska linija na regularnoj povrxi, qija je krivina razliqita od nule
svuda. Dokazati da za torziju τα krive α i Gausovu krivinu Kα povrxi du� krive α va�i |τα| =

√
−Kα.

17. Data je parametrizovana povrx r(u, v) = (u− sinu ch v, 1− cosu ch v,−4 sin u
2 sh v

2 ), u, v ∈ R.

(a) Dokazati da su krive u preseku date povrxi i ravni z = 0 geodezijske linije na datoj povrxi.

(b) Odrediti glavne i asimptotske pravce (ukoliko postoje) date povrxi u taqki (π2 − 1, 1, 0).

18. Odrediti sve rotacione povrxi kod kojih su sve koordinatne linije geodezijske.

19. Data je povrx parametrizovana polarnim koordinatama (r, ϕ) ∈ (0,+∞)× (0, 2π), sa koeficijentima prve funda-
mentalne forme E = f(r), F = 0, G = r2, gde je f neka pozitivna glatka funkcija.

(a) Dokazati da se skup geodezijskih linija sastoji od koordinatnih linija ϕ = const i krivih oblika f(r, ϕ(r)),

gde je ϕ(r) =

∫
C
√
f(r)

r
√
r2 − C2

dr, gde je C proizvo	na realna konstanta.

(b) Odrediti eksplicitno sve geodezijske linije ravni parametrizovane polarnim koordinatama.

20. Pseudosfera je rotaciona povrx r(u, v) = ( cos vchu ,
sin v
chu , u − thu), u ∈ R, v ∈ (0, 2π), dobijena rotacijom oko z−ose

traktrise u xz−ravni.

(a) Dokazati da je formulama x = v, y = chu, data lokalna izometrija pseudosfere i povrxi h(x, y) qiji su
koeficijenti prve fundamentalne forme E = G = 1

y2 , F = 0.

(b) Dokazati da su geodezijske na pseudosferi svi meridijani, kao i krive date jednaqinom ch2 u+(v−D)2 = 1
C2 ,

C,D = const.

(v) Dokazati da je Gausova krivina pseudosfere konstantna i jednaka −1.

21. Dat je helikoid r(u, v) = (u cos v, u sin v, v), (u, v) ∈ R2.

(a) Dokazati da je dati helikoid izometriqan povrxi

h(t, s) =
(√

3
2 ch t cos s+ 1

2 sh t sin s,
√
3
2 ch t sin s− 1

2 sh t cos s,
√
3
2 t+

1
2s
)
, (t, s) ∈ R2.

(b) Odrediti glavne krivine i glavne pravce datog helikoida, a zatim dokazati da je zbir normalnih krivina
helikoida du� bilo koja dva me�usobno ortogonalna pravca tangentne ravni jednak nuli.

22. Data je parametrizovana povrx r(u, v) = (cosu− v sinu, sinu+ v cosu, 2(u+ v)), u ∈ R, v ∈ R+.

(a) Dokazati da je data povrx linijska povrx koju qine delovi tangenti kru�nog heliksa (tzv. tangentna povrx
kru�nog heliksa), a zatim da je izometriqna delu xy−ravni u kome va�i x2 + y2 > 25.

(b) Odrediti najkra�e rastoja�e izme�u taqaka (−π, 1, 3π) i (−1,−π, 0) na datoj povrxi.



23. Data je elementarna povrx r(u, v) = (u, chu, v), (u, v) ∈ R2.

(a) Dokazati da je data povrx izometriqna ravni odre�uju�i eksplicitno formule te izometrije.

(b) Odrediti krive (loksodrome) koje zaklapaju konstantan ugao π
6 sa koordinatnim linijama v = const.

(v) Dokazati da sve geodezijske linije na povrxi qine koordinatne linije, kao i krive date uslovom v = A shu+B,
A,B = const, A 6= 0.

24. Dat je konus z =
√
x2 + y2.

(a) Dokazati da je dati konus lokalno izometriqan ravni odre�uju�i eksplicitno formule te izometrije.

(b) Odrediti sve geodezijske linije koje sadr�e taqke (0,
√
2,
√
2) i (2 cos π

2
√
2
, 2 sin π

2
√
2
, 2) na datom konusu i izraqu-

nati najkra�e rastoja�e izme�u ovih taqaka po konusu.

(v) Dokazati da se skup svih geodezijskih linija na konusu sastoji od izvodnica konusa i krivih oblika γ(t) =(
D cos t

cos( t√
2
+C)

, D sin t
cos( t√

2
+C)

, D
cos( t√

2
+C)

)
, t ∈ R, C,D = const, D 6= 0.

(g) Odrediti jednaqine krivih na datom konusu koje zaklapaju ugao
π

3
sa izvodnicama konusa.

25. Dokazati da ne postoji elementarna povrx r(u, v) za koju va�i E = 1, F = 0, G = 1, e = 1, f = 0, g = −1.


