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1 JlmaeapHe omepamuje ca BEKTOPUMA

1.1. a)

Bexkropu BA;, C1By, %ch’ Cy KOMILJIAHAPHU. 3anlCTa, aKO YOUUMO jiaTe
? H
BeKTOpe u younMo mpejcrapanka C'B Bekropa C1 B (o3Hauen 3ejenoM 60-
jom), npumehyjemo a ce BektTopu BAj, C@, %Dli E HaJsiaze y pasau BC' D1 A;.
6)



Bekropu DDj, BCY, A D cy kommianapin. Kao y mpeTxomHoM 3aaTKy,
aKO yOUnMO JiaTe BeKTope n younmo npejicrasiuka AD; sexropa BC) (03Ha-

4eH 3ejieHoM Oojom), pumehyjemo ja ce Bekropu DDy, ADy, A\ D nanase y
pasuu ADDA;.

B)

D, Cy

Bexkropu C1B;, ABy, C'Dy; Hucy KOMILUTaHAPHU. 3anWCTa, YOUUMO IPEI-
craurka C'B Bektopa C] B; (o3Hauen 3ejeHoMm 60jom). Mozkemo nmpumMeTuTn
na ce sektopu C'Dy u C'B nanaze y pasan BC' D1 A, anm j1a Ma KOT TIpeJI-
CTaBHUKA, BEKTOPA, A—>Bl [IOCMAaTPAaJId, HE MOXKEMO I'a, CMECTUTH y Ty paBaH.
JlakJie, He oCTOju paBaH Koja CaJp:KU HeKe IPeJCTaBHUKE OBUX BEKTOPA, T
OHM HUCY KOMILJIQHAPHH.

1.2.

A B

: [IpernocraBumo 1a ce mujaronase dersopoyria ABCD monose. To
sHaun ja ce ayxRu AC u BD ceky y taukn O Koja je CpeIUINTe W jeaHe U
npyre ayzxu. [Ipema Tome, Baxku B = O0C u DO = OB. Bakmpy4dyjemMo jia je
ﬁ = 1@ + O? = O? + l% = lﬁ, mTo 3ua4n ja je yersopoyrao ABC' D
[APAJICTIOIDAM.

: [IperniocraBumo j1a je gerBopoyrao ABC' D mapaJenorpam. Heka je O



cpeumre pujaronane AC. Tana Baxkn 1@ = O?’ . Tpeba mokazaru ja je O
cpeaurnrre jujaronase BD. Ilomrro je l@ = EZX + @ =CD+0C = O?,
ciaequ ga je O cpenuinre aujaronase BD, na ce aujaroHalie mapaJejorpama
ABCD nonose.

Kopucruhemo tBpherbe u3 mpeTxo/iHor 3ajaTka, Tj. Ja ce JujaroHalje ma-
pastesiorpama mosiose. [Ipema Tom TBphemy, aujaronane AC' u BD mapadte-
sgorpama ABC'D ceky ce y taukn O Koja je IbUXOBO 3aj€/IHUIKO CPEJIUIIITE.
Takobe, u aujaronane A;Cy u By D, napasenorpama A;BiCiDy cexy ce y
tauku (J; KOja je IUXOBO 3ajeHudKo cpejuiire. [lorpebno je jgoxkazaru jia
ce AC', BD, A,Cy, By D; ceky y jeanoj tauku. [lomro ce npse jBe ceky y O,
a npyre nee y Op, Tpeba mokazatu ga cy O u O ncra tadka. AKO JOKaxKe-
MO J1a je geTBopoyrao Ay BC| D mapaJesiorpaM, OHJIa Ce IEeroBe JTrjaroHasie
A1Cy u BD ceky y Tadku Koja uM je 3ajeHudko cpeaurnre. Mehytum, kako
je cpeauIiTe Jy>Ku jeIMHCTBEHA Tadka, a cpeaurire ayxku A;Cy je taaka Oy,
a cpeautnre jyxu BD je tauka O, oum he 6utu mokazano ja cy O u O
nCTa TadKa, a THMe U TBpheme OBOr 3a/1aTKa.

1F —
Heka cy \, u, v, 0 € R takeu na je A1 B = )\ﬁ, Blié = ,u@, DC, = ym
u AD; = 0AD. HYerBopoyrao ABCD je napajenorpam, na je AB = @
u AD = BC. TaKoljej, gerBopoyrao A;BiC1D; je mapajenorpam, Ia je
A1 B; = D,C4. Tlomro je

AB, = AB+BC+CB,
— MAB+BC - B
= )\f@Jr@—,uB?
— MB+ (1 p)BC
= )\/ﬁJr(l—u)/ﬁ,

5 - Bt 4D o0,
= —m+/ﬁ+l/ﬁ
= —0E+E+Vﬁ
— vDC + (1—6)AD
= 1/@%—(1—9)@,



a BEKTOPH E " E Cy JUHEeapHO HEe3aBUCHU, CIEIU Jla BaXXU A\ = UV |
1—v=1-0, 1. v =0. llpema ToME, Alg = MAB = Vﬁ = D(Cq, na je
geTBopoyrao A; BC1D mapaJiesiorpam, mto MO U XTETH JIa JTIOKAZKEeMO.

1.4.
A AN C 1 B

O

Baxe cnenehe jeanakocrn:

0C = OA+ AC
— OA+\CB
— OA+\CO+0B)
— OA+\CO+ OB
— OA+)0B - OC.

[Ipema Tome, (A + 1)0? ~ 04 + )\0?7 na, je 0C = ,\LHO_JZ1 + ,\LHO?

[IpumeTnmo J1a ¢MO MCKOPHCTHUIN MPETIIOCTaBKy Ja je A + 1 # 0, 1j. 1a je
A # —1. OBo je onpasano, Tj. 3ancta Baxkn A # —1, jep ako 1o He O6u OMIO
tadno, ouja 6u 6mwio AC = —CB, 1j. AC + CB = 0, oxgHocHo 6myio 6u
AB = 6>, IITO je y CYHPOTHOCTHU ¢ ycaoBoM 3ajarka (A # B).

1.5. Tauka C' npunaga npasoj AB ako u camo ako cy tadke A, B u C
KOJIMHEeapHe, a TO BayXKM ako u caMo ako cy Bekropu AB u AC kojuHeapHu,
ojHOCHO JimHeapHo 3aBucHu. [lomTo je AB # 0, kosmmHeapHOCT BeKTOpa A

u AC je exkBuBasientna ¢ ycioom AC = AAB, 3a neko A € R.
T Wy
Heka je OC' = aOA + OB, 3a neke o, 5 € R.
. Hexa saxcn AC = AA ,3a HeKo A € R. Taza je:

0C = OA+ AC

— OA+ B
— OA+\AO + 0B)
— OA+ A0+ OB
— OA-)OA+ OB
— (1-NOA+ 0B

—
[Tomro cy OA n (ﬁ JuHeapHo HezasucHU (jep cy O, A u B HekolmHeapHe
Tadke), cieqn Jaje o =1 —Au =\ najea+ f=1.

4



: Heka Baxku o + = 1. Taza je:

AC = A0 +0C
— _OA+aOA+ OB
— (a—1)0A+ pOB
— —BOA+ 808
— B(~OA+OB)

— BAB.

Axo je pu Tome « > 0 u > 0, onza je 0 < 5 < 1, na je BEeKTOP 1@
ucror cmepa Kao AB u uHTeH3uTeT (J[y:KUHA) MYy je Marbu WM jeJIHAK O]

MHTEH3UTeTa BEKTOPa Ag, mro 3Haqu ja ce C' Hayasu u3mely tadaka A u
B, 1j. na npunaga ayxu AB.

1.6. Tauka D upumaja pasuau Tpoyria AABC ako u camMo ako ¢y tadke A,
B, C u D koMmIiuianapte, a TO BaXKH ako U caMoO ako cy Bektopu AB, A

u AD xommanapau. [lomro cy BekTopn AZ?) u AC' jmHEeapHO HE3aBUCHH,
é, A( E u Alg €KBUBAJIHEHTA, C YCJIOBOM

cJIe/In J1a je KOMILIAHAPHOCT BeKTopa A

@:AA + pAC, 3a meke A\, 1 € R.
Hexka je O? =aO0A+ BO? + ’Y(ﬁ, 3a Heke «, 3,7 € R.

: Heka Baxku AD = AAB + uﬁ, 3a Heke A\, 1 € R. Taza je:

OD = OA+AD
= ﬁ+A/@+u@
= @)1+)\(@+07§)+u(@+@)
— OA+ MO + AOB + pAGC + pOC
— OA—\OA+)OB — pOA + pOC
— (1= A= pOA+XOB + uOC.

—
[Tormrro ¢y OA, (ﬁ u (ﬁ muHeapHo HesasucHu (jep cy O, A, B u C He-
KOMILIAHAPHE Tadke), caejn ja je o« = 1 — X —p, f = Ay = p, na je
a+p+vy=1.



[<]: Heka Baxkn a + 3 + v = 1. Tazga je:

AD — A0+ 0D
— _OA+aO0A+ OB +~0C
(a—l)@ﬁﬁ@#@?
(=B —4)OA + BOB +~0C
B(~OA + OB) + ~(—0A + 0C)

Z ﬁz@—F’}/z@.

Axo je mpu Tome o > 0, > 0 m vy > 0, onya 36or § > 0 u v > 0 ciaenn
na Tadka D npunasa yrry £ BAC. CacBuM CIMYIHO ce MOXKe M3BECTH Jia je
BD = oBA CD = aCA + OB
BD = aBA+~BC u CD = aCA + pCB. 36or a > 0 u v > 0 ciean
na radka D npunaga yriy £ ABC, a 36or a > 0 u f > 0 ciaenu jga Tadyka
D npunagyia yriy £ AC'B. Jlakie, y ToM ciy4ajy Tadka D mpumaja Tpoyriy
AABC' (1€roBoj yHYTPAIIBOCTH UJIH HErOBOM Yoy ).

1.7. a) Tpeba nokazaru jna jedbununuja radke T’ He 3aBucH 0j] n300pa TavKe
n——

O. To 3naun jga Tpeba AOKa3aTH JIa jeIHAKOCT O? = %E OA; BaxKu ako
i=1

ce ymecto Tauke O y3me OWIO KOja JpyTa TadKa. 3aTO Y3MUMO ITPOU3BOJHbHY
tauky O;. Taga je:

OlT = 0104—0?7
1 1 o~ —
= g'nm+gi210fli

_ 1 Z m + 1 Z O—A1> (n myTa cymmpamo O?)
n i=1 " =1

15 -0

1 e~ ——
n -
=1
6) Iomrro je T; Texxumnre ckyma tadaka { A, ..., A,} 6e3 Tauke A;, To 3Ha4N
na je T; rexxuinre ckyna tadaka { Ay, ..., A;1, Ajr1, ..., Ay}, na je

n—1+4
JF#i

o =304,
7j=1



Kako je

1 — 1= 1=
or = - OA; = —0Ai+=> OA;
n < n n <
Jj=1 j=1
JFi
11— n—1 AN
— Z0OA . A
O4; n n—lj;O J
JF#i

11— n-1 ?
= —0A; + o1,
n n
Ha OCHOBY 3aj1aTKa 1.5. ciean ma tadaka 1 nmpunasa ayxu A;T;. OBo BaxKu 3a
cBe 1 o 1 10 n, ma ciaeman ja T npunaga ceum ayxuma A;T;. Takohe, kako
je

AT = OF— 04 =

n
-

—1 —1
=z <0i—0Ai) = AT,
n n

Lo7 - ox,

AT = AT,
CJIG,HI/II/I,ZLaJeﬁ ﬁ (n—1)

1.8.
1
=270
P |
- 7
- s |
~ 7
O

Ciyuaj n = 2 TG}KI/IH_ITG ckyna Tadaka {Aj, As} jecre tauka T TakBa
J1a je O? (OA1 + OAQ) 36up BekTopa OA; + OAs je qujaronasia mapa-
JlesiorpamMa ojipeheHor THM BEKTOPUMA, I1a TIOIITO je O? IbEroBa TOJIOBUHA,

ouja je T' cpenumre te aujaronaJsie. Ilomro ce nujaronase mapasensorpama
1I0JIOBE, cJie/in Jia je 1’ cpeauinTe U Jpyre jAujaroHaje, Tj. Ja je CPeJIuInTe



nyxRu A Ay, Ako je Op Heka Jipyra Tadka, OHJIA je

0172' = O10+O7'
_ (ﬁﬂﬁ OA1+OA2)

= 5(010 +O0A] + 01(5 + 0A))

l — —
- 5(01A1+01A2)

Tauke T} u Ty cy, pemom, TexxumTa ckymnoBa Tadaka {As} u {A;}, na je
O?l = %OAQ = 04, u OT, = %OAl = OAy, 7j. Tauka 1] je wjeHTUIHA
taukn As, a tauka T, je mientuwana tadku A;. Tauka T upunama yxu
Ay Ay, ma crienn g npunaga u gyxuma ATy u AsTh (To je cBe ucra ;:Lym)
Taxobe, T je cpemumre qyxu Aj A, ma je ﬁ ﬁ =1:1=A4,

Az

Ts Ty

Ay T3 Ay

Cﬂyqaj n = 3: Texkuure ckyna rauaxa {Ay, A, A3} je Tauka T Taksa ja

je O? (OA1 + OA2 + OA3). Ako ymecro tatuke O y3MeMO HEKY JIPYTy
ﬁ SR
Taqu O1, CIMYHO ce Kao MaJIolpe HOKaSyJe na je O (01A1 + 0, A; +

OlAg) (nneja: 0,0 = (010 + 0,0 + 010)). Tauka T} je TexKumre cKyua
radaka {Asg, Az}, 1j. cpemumre nyxu AgAs. Crmano, Ty je cpepuiinre JyKu
A1 Az u Ty je cpemumre yxu Ay As. Jokaxkumo ga T nputiajia, Ha TpuMmep,

ayxu A;T) w na je AyT :TT) =2 : 1 (oBum hiemo noburu ja je T' rexkurire
TpoyIIIa, Kao npecek rexurnuux jyxu ATy, ATy n A3T3). Baxu na je

1 5 5 5 1
O?' = g(OAl + O0A; + 0A3) = gOAl + 3(OA2 + OA3)

1 2 1 —
— SOAL+5 - 5(04;+ 04y

— gOA1 v gcf{ .
Haxmne, na ocroBy 3a1aria 1.5. tauka T' npunaja jgyzKu ATy Taxobe, Ay i =

OT-0A; = 10A,+20T,~OA, = —20A,+20T, = 2(0T,~04;) = 2A,T,
uTTy = AT — AT = AT, — %Alﬂ = %Alﬂ, na Tauka 1 gemn jgyx ATy




y oxuocy 2 : 1. CauvHo BayKu 1 3a OCTaJje JIyKH.

Cnyuaaj n = 4: 3a BexkOy. Hanmomennmo camo ja je oae 1 Texkurre
terpaeqpa Ay AsAsAy, na je y npeceky rexurranx jyxku ATy, ATy, AsTs
u ATy (T} je rexkurre Tpoyria As Az A, utn), Kao u Ja Jejin CBaKy OJf BbUX
y ojnocy 3 : 1.

1.9. Heka je O HpOI/ISBOJbHa tauka. Texwumre Terpaenapa ABCD je tauka T
TakKBa Jla je O? OA + O? + O? + @ TaHKa Aj Je TEXKUIITE TPOYILJia

BCD, na je OA’ O?+O?+O? Cimano, OB' OA+O?+O?
—

oC' = OA+O?+O—[>) )u OD' OA+O?+O? Te}KI/IH_ITe TeTpae/ipa
A'B C/D' je Tauka T" TakBa Ja je OT' = 1(OA'+ OB +0C"+O0D"). llpema

TOME, BayKu:

or — i(%(c)_é +0C+0D) + 0A+O?+c7)
+ %(@)HO@ O? OA+O?+O?)

— i-%(g(ﬂmo_ém(ﬁm(ﬁ)
= i(O—zi—l—(ﬁ—i—(ﬁ—'—Oﬁ):ﬁ,

na ce tauke 1" u T moxamnajy.

1.10.

A B
Heka je ﬁ = )\ﬁ u C@ = ,uﬁ. N3pazumo BekTOp ﬁ npeko (-

HeapHO HE3aBUCHUX) BEKTODA ﬁ u DA kopucrehn jegmakoct jo0ujeny y



zasiatky 1.4. C jenne crpane jgobumjamo ja je ﬁ = )\HDA + AH? [To-
mro je D ? ? + ﬁ ? + 16? ? + 1DA 3aK/bydyjeMo Jia

BazK1 ﬁ ()\—+1 + 5 /\+1) DA + mﬁ C apyre crpamne jobujamo Jia je

? ?+ ? Kako je D—é ? ? = ?-FDA nobujanmo

ﬁ = mDA + (5 . u-lH u+1) ? Bekropn DA u D cy JINHEAPHO He-
3aBUCHH, T€ J00MjaMo J1a je >\+1 +1- %H = # u )\%1 =1 u+1 + - u+1 [Tormro
l]e)\—JrlJr/\—Jrl =1, CJlem/Iﬂaje/\%rl+%-%ﬂ = 1—%->\j‘rl,HaKOpI/ICTehI/I
HpeTXO/IHE jeIHadnne, J00ujaMo ja je L =1- % % . ﬁ + " +1> Mmnoxke-
H)GMCa,u—l-llLO6I/IJaMO,u—,u+1————,H&JG%:4,TJ u—% Jaxe,
G’? ﬁ =pu=3:2,naje BE: EG=2:3. I/I3paquaJMo jOIIT KOJINKO je
A ﬂ06ﬂjak10ﬂajem:%'m+;%—2'§T+%+ ——+—— ,HaJe

5)\:4)\+4,Tj.)\:4.,ZLaKJIe,E:ﬁzllil,najeHAEZEF:Zl:1.

1.11.

A

Q

B ¢ P

OznanMo o BE ﬁ II OHO ]

JHoce = = «, =fn = . Ilorpebno je mokazaru 1a

cy tauke P, Q u R KOJH/IHeapHe aKo n CaMo aKo je JP —1. Ha OCHOBY
sagmarka 1.4. Baxku B B+IB? + Bil BA Kako je BP = aP , CJIEJTA J1a

Jeﬁ ﬁ+ﬁ (a+1)P 7:‘”1]}? Coano, KaKOJeE—’}/ﬁ

CJICTH 1A je BA = —E (ﬁj@ﬁ) (fy—i—l)R? (v+1) ﬁ [Ipema

TOMe, 3aKJbydyjemMo ja je BQ) = (Ogjl)ﬁ 4+ 2 (g:f)B Ha ocnoBy 3ajaTka

1.5. cnemm na cy Tauke P, QQ u R KOJIMHEApHE aKO U caMO aKo je

a+1 Jr5(7+1)_
a(f+1) B+1

MHuozkermem 06ejy crpana oBe jeaHakoctu ca oS + 1) mobujamo

atlt+af(y+1)=a(B+1),
Tj. a + 1+ afvy+ af = af + «a. Hakon cpehupama OCTaje afy = —1.

1.12. OsHaunmo, Kao y MPETXOTHOM 3aJIaTKY, OTHOCE 7: = «, ﬁ =fmn

}‘% = ~. Ilorpebno je mokazaru ja ce nmpase AP, BQ) u C'R ceky y jeaHoj
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TAYKU WK Cy TapaJsielHe ako 1 caMo ako je afy = 1.
1° Heka ce npase AP u BQ ceky y tauku S. Taga ce AP, BQ u C'R ceky y
jeqaHoj Taukm ako n caMo ako cy tadke C') S n R KoquHeapHe.

[Tocmarpajmo Tpoyrao ACPA. Tauke B, S u () npunaiajy peioM mpaBu-
ma C P, PAu AC u xoimmHeapHe cy, 11a Ha 0OCHOBY MeHeajeBe Teopeme ciein

.. CB % AQ c AQ
L A A —1. Uspasuvo oznoce = u 5¢ PeKo a u 3. Iomro

Jeﬁ—aﬁ cne;:LHJ:LaJeC@ —@ (?+ﬁ —(a+1 ﬁ—

—
? A A
—O‘THB , I1a je ﬁ = O‘“ . Taxobge, Q% = 72 = E = % a JIoomjamo Ja

_ o+l P8 .1 _ _ BS _ of
« SA P 1.I[aKﬂe,§‘;—a+1. ‘
[Tocmatpajmo caja tpoyrao ABPA. Tauke C, S u R npunaiajy peaom

npasuma BP, PA u AB, na Ha ocnoBy MeHe/iajeBe Teopeme ciefu jga cy OHe
KOJII/IHeapHe (1j. ma ce AP, BQ u CR cexy y Tauku S) ako U CaMO akKo je

je

ﬁ P A =-1Y HpeTXO,HHOM [acycy CMO U3BeJIN JIa je C@ —(a+1)PC,
na je l% (+1 Cﬁ Tj. ? —(av + 1). Baxspyuyjemo jga cy C, S u P
KOJIMHeapHe aKo U caMo ako je —(a + 1) - ;—51 -y = —1, OIHOCHO aKo M camo
ako je afy = 1.
2° Heka cy npase AP u B(Q) napaJeshe.
\R
CP _ CA cP _ —-PC _ PC

Ha ocnoBy TastecoBe Teopeme je PE = Ao Kako je 2T FE-EE"

1
.

% = %ﬁ = —%—1 =—fB-1=—(8+1), ciean na je - = —(B+1).
Onasne cieau na je —a(f+1) =1, 1j. 1a je —aff —a = 1. pyrum peunma,
Baxn o+ 1 = —af.

Ha ocuoBy TasiecoBe Teopeme Baxku ja cy npase AP u C'R mapaJjesne

aKo 1 caMo aKo je % = %. [Tomro je % = ’g = —mﬁf_é =-1- %,
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criequ ja cy AP, BQ u C'R mapaJjiejine ako u caMo ako je o = —1 — %, Tj.

a+1= —%. [Tomro je o + 1 = —af, caeau jga je TMPeTXo/iHA jeTHAKOCT
eKBUBaJIEHTHA ca —af = —%, Tj. ca afy = 1.
1.13.
R
C
Q
A P\ B
Jupexrnom npumenom Memnesiajee Teopeme, 3001 KOJIMHEAPHOCTU TauaKa
- o AP BQ CR _ _ 1.4.Ch _ _
P, Q, R, nobujamo j1a je E oc RAC L. TIpema Towme, 5 -4 == 1, ma
. OB _ 1
je Rﬁ = 5
1.14.
C
E
A D B

Jla 6ucmo ogmoc y kojem F' menu nyxk AE, npumerumo tpoyrao AABFE u

rauke D, C, F, koje npunajajy pejaom npasuma AB, BE, EA n konuneapue

cy, Ila ucnymanajy yciaose Menesnajese Teopeme. [Ipema Tome, % . (Bj? . %‘; =

AD AD _ AD

—1. Tauka D npumaja ayxu AB, ma je % no3uTuBHO. Jlakie, =% = DB —

HeraTuBaH.

Sl

%. C apyre crpane, tauka C we npurnaja jayxu BE, na je

"FA A9
[Tomro je EF : FA = )%‘ = g, caeny ja Tadka F'ogenm gy EA 'y omHocy
7:9.

Comano, ja bucmo j106mau ojgnoc y kome F e ayxx C'D, mpuMeTuMo
tpoyrao ADBC utauke A, E, F, koje npuraajy pejom npasuma DB, BC, C'D
1 KOJIMHeapHe Cy, I1a UCIymaajy yciaoBe Menemrajese Teopeme. [Ipema Tome,

oA BE oF . 5
= %¢ T8 1. Kako je D usmehy A u B, cienn na je =7 HeraTusHo, na

Cnemn na je g%— = —g—g = —%. Haxkie, % . (—1—72) EL _ —1, nma je ?E =1
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je % = —Q—g = —2. Kako je F usmehy B u C, ciequ ja je % [IO3UTHUBHO,
na je % = gg Cﬂezm Ja je —§ % % —1, nma je ? = %. [Tomro

jeCF: FD = %— = %, cneau jga F'onemn ayxxk C'D y ognocy 49 : 15.

1.15. IIpase AQ,CP, BR ce ceKy y je/lHOj TadKW, I1a Ha OCHOBY eBuHE

. AP BQ C
TeopeMe CJIe/IN J1a je . . = 1. Tauka A ce nasasu nzmely Tagaka
poe ene 22 je Tp - 55 - 73 by
. AP . AP _ AP _ 1
P u B, na je 57 HEraTHBHO, MTO SHAYM JIa Je = = —pp = —7. Tauka

. B
@ ce mamasu m3melhy Ttadaka B u C'| na je Q% MMO3UTHUBHO, MITO 3HAYH 1A

BQ _ BQ _ _1 Ch ch _ _ :
e =5 = ac 1. Hakue, -1- = = =1, na Jeﬁ = —4. Cnequ na je

) Q
c_}%:—zxﬂ:zx,%m@ AR+RC = AR—CR = AR—4AR = —3AR

cnequ na je AC . AR = —3.

1.16. HomTo Je T Texxurmre Tpoyrﬂa ANABC, na ocHoBy 3ajsiatka 1.7. ciean
):Lajeﬁ AA+1@+@ 1@4—@ HeKaJeE MH%—V
[Tomro Tauka K mupumaja JryzKu AB cueu Jia je [ > O na je p = S

Llé

Takole, momro tauka L npunana jayxu AC, caemu na Je v>0,nmajer ==
[Ipema yciioBy 3a/laTKa je p+ v = 1. Kako je ﬁ AK + ﬁ = AK +

AR AC = AL + IC AL = AL.
,uAK—(+,u)AKI/IA AL+ LC = AL 4+ vA 1+ v)AL. Jakie,
ﬁ:%(( —l—ﬂ)AK—i— (1+v ﬂ) = HT“AK—l—HT”ﬂ. HOH_ITOJe e >,
2 >0m HT“ + L = Qﬂ‘% = 1, Ha ocHoBYy 3aJaTKa 1.5. cilemn Ja Tauka
T npunajga jyxu KL.

1.17.

1.18. Jacno je ga Baxku

A A+ BiBy+CiCo = AA+AAy+ BB+ BBy+C1C +CCh
AA+BBl+J}311F§+c*01+01(§+CC2
AA+002 CQC+CCQ I

1.19.
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2 CkajapHu, BEKTOPCKH W MEMIOBUTHI IIPOU3BO/]

2.1. Osnaunmo ca a,b,c penom ayxune crpanuna BC,CA, AB tpoyria
AABC. Tana je

@ = |AB|? = (AB,AB) = (AC'+ CB, AC + CB)
_ (AC,ACH + @,c_é (CB, AC) + (CB,CB)
— |ACI? + |CB|? + 2(AC, CB) = b* + a® + 2(AC, CB).

Kako je LACB = v, cienu ja je (Cﬁl, C@> = ||C71||||C@|| cosy = abcosy.
[Ipema Tome, ¢ = a® + b* — 2(CA,CB) = a® + b* — 2abcos 7.

2.2,
2.3.
2.4.

2.5. Ilpernocrasumo sa je 6ap jegan ox 6pojesa a, 3, 7 PASIITHT O] Hyﬂe
He ymamyjyhun onmrocr, neka je o # 0. Kaxo je (77, @) = a n (@, b ) =
CJIem/I na je aff = B(? d) = a7, 7) Hakne, (2, 57d) — <7,a?> = O,
<? Bd —ab> = 0. Cet ma je @ L Bd — ab. Cianano, Kako je
<?,_>) =amun <?,_>) = v, cienn ga je ay = (T, d) = a(?,?), na je
(2,4 d)—(7,a7?) = OgLaBgLeje (Z, 7 d—a?d)=0,nmaje @ Lyd—a’?.
BeKTOpI/I Bd — a? u -y a — a7 Cy JIMHEAPHO HE3ABUCHI. Bamncra, s
NBd—ab )+u(77 ad) = f cJle/in J1a je ()\6+,u7) 7-Aab —pa’d = 0
11a, 300r JIMHeapHe He3aBUCHOCTH BEKTOPa 7 b < craenn j1a je A\G+puy = 0,
Aa = 0wn pa = 0. HomTOJeaséo cneimg:(aje)\—,u—o [Ipema Tome,
(Bd —ab)x(yd —047)5& 0,as6or 7 LAd —Q?H?J_”}/a —a’?
cienu jia je 20 xommmeapan ca (6@ —ab) x (2 Lyd —a'@). daxie,

7 =\NpBd — a?) X (yd —a@), 3amexo A € R,

Haxe,
— —
7 = M-Bad x 7T —ayb xd+a’b x7)
— —
= da(ab x @+BT xd+yd x b).
%
KaKo_>je o = (7,7d), caIeIM 12 je a = da(a(b x ?,ED +04+0) =
X2 b, ¢, d] = a2, b, 7). Homro je a # 0 u [d, b, ] # 0, jep
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Cy BEKTOpH E), b ud JINHEeAPHO HEe3aBUCHU, CJACIH Jia je Ao = [_)ﬁll)?}
a7 )

Konauno, cinepm na je

1

Heka je o = g = O,ZLaKJIe7J_ 7J_bH7J_?I/I3
Aﬁx_l; 3aHeK0)\€R 36or @ L @ Baxu
) = A\[@, b, @]. 360r quneapie HE3aBHCHOCTH
,?] 3&0 Haje)\—O, LITO 3HaquLaJe7—_>.

B =~=0, cieau ja je u'y OBOM CJIydajy

~
pBa JiBa CJIEJINA Jia je z
0= (7, 7>_)\< b,_)
BekTOpa @, T . je [ . b
C o0b63upoMm Ha TO Jia je o =

1 AV e SV S S
=——=—(abxd+pcxd+~yad xb).

@, b,7]

— —
lake, y CBUM ciIydajeBUMa je 7 = b x @ +B7 x E)+7 X b

)-

1
@5, 7] (@

2.6. 3 marux ycjiosa cjaeau Ja je
UXxT=Ux(UxZ)=(«,)U —(«, 07T =au — | °|*7Z.
Hakne, |7|*°7 =ad — U x .

Axo je ||| # 0, onocro W # K OH;:La je @ = (047 U >< ).

Heka je ||| = 0, omsocuo U = 0. Axo Je a 7& 0 wm U # I , OHJIQ
3ajaTaK HeMa pemema. Ao je v = 0 u U = K , OHJIA je CBAKU BEKTOP
pelierbe.

2.7. Kako je AB = B— A= (2,3,5) — (0,1,1) = (2,2,4) n AC' = C — A=
(3,1,4)—(0,1,1) = (3,0, 3), cirequ 1a je nospriuna Tpoyria AABC jeqnaka

. 77 F
P = §|yﬁx@”:§|y 2 2 4 ||
3 0 3

- 1||(6_0)7>+ (12-6)7 +(0—6)% |

_ H(66 —6)| = %6\/523\/5.

1,1,5), /@ =C—-A=
(07 17 1) (27 _17 1)a

2.8. Kaxo je AB = B— A = (1,2,6) — (0,1,1) =
(0,1,2) = (0,1,1) = (0,0,1) u AD = D — A = (2,0,

[\3/—\
~—
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cienn ja je 3anpemuna rerpaeiapa ABCD jennaka

1 1 5
1 1
V = Z|[AB.AC,AD||=-[|0 0 1]
6 67l 1 1
= -
6 2 —1

1 1 1 1 1
g —| — —1—2 = —| — (— = — — — . = —,
ol = ( N=gl=(=3)=cBl=53=3

2.9. JacHo je na Baxn

ly=— = 1
Pauma = GllGiB1x Cidi]| = 5”(013 + BBy) x (C1C + CAY)|
1
_ 5||(ﬁ+21§>4) x (2BC + AC)|

—

- %”(@jLzBA) x (2BC'+ BC — BA)|

|

_ %||(Q+QBA)><(3Q—§>4)II

_ %|yﬁ—@xﬁ+6ﬂx@+ﬁ”

_ %Hﬂx%ﬂsﬁx@!\

_ ;wﬂxﬁnﬂénﬂw_&n — 7Pagc.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.

2.14. Heka je O tauka koja ne npunaja papau Tpoyria AABC. Taga cy

Bektopu OA, O ,OZ% JINHEApHO HE3aBUCHU, T1a YuHe 6a3y BEKTOPCKOT IIPO-
cropa V. CBaky BEKTOD Ce MOXKE M3PA3UTH Ha JeIHUCTBEH HAYMUH IIPEKO Oa3ze,
Ia MoCToje jeuHCTBeHn v, 3,y € R TakBu j1a je O?’ = a0A+ BO§ +~0C.
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Tana je

P_f>l = 0_1)4—075:(1—@0_1)4—60?—707,
PB — O?—O?ﬁ:—a@l+(l—6)0?—707,
Pé = O?—O?:—a(ﬁél—ﬁO?jL(l—fy)(ﬁ,
AB = —OA+0B,
BC = —0B+0C,

CA = OA-0C.

na je

PAx AL — ((1-@(7)1 B0B — 70?) (—(ﬁw(ﬁs’))
= (1- (Tzlx(ﬁJrﬁO?xOA—ky(ﬁxOA ywx(ﬁ
= (1- ﬁOAxO?jUyO?XO?jL’yO?xOA,

PBx B0 — (<o + (1 Ai0B—10C) x (~0B + 50)

= (XOAX()?—O[OAXO?'—F(l—B)(ﬁX(ﬁﬁ-”}/@X(ﬁ
= &ﬁx@ﬁ-(l—ﬁ—’y)O?XO?—F&@X(ﬁ,
PCx T = (~adA— 0B + (1-07) x (04 - 07)

= aﬂx(ﬁ—ﬁ(ﬁx()—zzwﬁ(ﬁx(ﬁJr(l—y)(@xO—ﬁ
= 6O—z>4><0?+ﬁ£><0?'+(1—7—&)@><0—1>4.

[Ipe Hero mTo JI0KaXKeMO TPaxKeHy EeKBUBAJICHIIH]Y, JIOKAXKUMO Jla U3 JIH-
HeapHe He3aBI/ICHOCTI/I BekTopa OA, OB, OC cieu nHeapHa HE3aBUCHOCT

BEKTOPA OA X @ @ X O? O? x OA. Kako je

(OA x OB) x (OB x OC) = (04 x OB,0C)0B — (OA x OB,0B)0C
— OA,O_é,O?O_é—o
— [0A,0B,0C)0B,

cIeIn 1A je

[O—zzlx(ﬁ,(ﬁx(ﬁ,(ﬁx()—zzl] = [O—zzl,(ﬁ(ﬁO?O?XOA
— [0A,0B,0C0C,04,08] # 0.

Jaxe, O—z>4 X O? , (ﬁ X (ﬁ, (ﬁ X OA Cy JINHEAPHO HEe3aBUCHMU.
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Cﬂe;:LI/I;:LajeP—zzlxﬁ:ﬁxB?:ﬁxCTZlalioucaMoaKoje

l-a-f=a=pvy=1-p—y=pFny=a=1—-v—a Oso
BaKM aKoncaMo aKo je o = 3 = 7y = 3, IITO BazkKn aKo U CaMO aKo je

O? OA+ O@ + (ﬁ OBo BazKk; aKo 1 caMo ako je P Texxurnre Tpoyriia
AABC

3 Tpancdopmaluje KoopamHaTa

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

3.7. (a)
Dl Cl

Yeeaumo JlekapToB HpaBOyIJIM KOOPJMHATHU CUCTEM (OPTOHOPMHUPAHU
periep) Axyz Takas ja cy tauke B, D, A; pejioM Ha MO3UTHUBHOM JIeJIy T—OCE,

y—oce u z—oce. Tama cy A(0,0,0), B(a,0 O) C(a,a,0) n Dy(0,a, a) xoopau-

nate opux Tadaka u AC = C — A = (a,a,0) u BD; = (—a,a,a) Koop/iu-

(
s
HaTe OBUX BeKTOopa. Kako je (1@ BD)) = —a*+ a*>+ 0 = 0, cien na je
AC 1 BD;.

(0)
(s)
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Yrao ¢ usmely npase u pasuu je, 10 jedUHUIUjU, yrao u3dMehy mpase
U heHe HOPMAaJIHe IIPOjeKInje Ha paBaH. YKOJUKO yOUMMO IIPaBy Koja je y

TauKM MPOJopa HOpMaJiHa Ha PaBHH, OHJIa IIPaBe U HOpMaJle JeJIHaK 5 — .

Yeeaumo JlekapToB mpaBoyriim KOODJAWHATHU CUCTeM Axyz Kao y mper-

xozHOM geny 3amarka. Taga cy A(0,0,0), B(a,0,0), C(a,a,0) u A1(0,0,a)
% bkl

Koop/imHaTe oBuX Tadaka. Bekrop BC' X BA; je HopmaJsan aHa pasan BC' Dy A;.

—

Kaxo je BC = C — B = (0,a,0) u BA, = A; — B = (—a,0,a), Basu
o & &

B? XxBAi;=| 0 a 0 |=(a*0,a?). Iopesx Tora, 1@ = (a,a,0), na je
—a 0 a

cos(z_ )— <@XB—AI’I@> = a’ _1
2 ") TIBE« BA|IAC] VR a3 7

, Ia je ¢ = %,

Haxkiie, sin ¢ = 5

3.8. (a)

D

A ‘B

Yrao uzmely uBuna npasuHor terpaejpa je g,
KOOD/IMHATHU CHCTeM KOJ KOra OM KOODJMHATHU ITOYeTaK OWJI0 HEKO OJ Te-
MeHa TeTpae/pa a jeJIHa OJ oca HIIJIa y CMepy HBHIlE TeTpaejipa, jep OHJa
ocraJie JiBe oce He OM MOIJIe Jla WLy Y CMepy OCTaJIMX MBHIA. 3& PA3JIMKY O]
IIPABUJIHOI TeTpae/pa, KOIKa MMa IIpaBe yrjose u3Mmely mBuia, ma Ty TOT
npobsiema Hema. IllTaBuie, TemeHna KoIKe MMajy BeoMa Jielle KOOp/HaTe
y TOM KoOopamHaTHOM cucteMy. Ako 6m Omino moryhe mahum wgetupu temena
KOIIKe TaKBa Jla OHA IPEJICTaB/hajy M TeMeHa IIPABUJIHOT TeTpaeipa, MOTJIN

1a Hyje 3ro/Ho duparTu
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OUCMO Yy KOODJMHATHOM CHUCTEMY KOIIKE M3PA3UTU KOOP/UHATE TEeMEHa TOr
TeTpae/ipa.

Younmo temena A, B,C;. Csaka ox nyxu A, B, BCy, A,C] je numjaro-
Hasta KBajpara (crpase Korke), ma je Tpoyrao AA;BCY jemHakocTpamHu-
gan. Takobe, ayxku A1 D, BD,CiD cy jaujaronaje crpaHe KOIKe, Ia Cy U
tpoyriioBu ANA1BD, ABC1D, AAC1D jennakocrpanuanu. /lakie, Temena
konike Ay, B,C1, D jecy memena mpaBuiaHOr TeTpaeipa. /la Ou wBuia Te-
Tpaejipa Ouaa a, TOTpebHO je Ja jujaroHaja cTpaHe Kolke OyJe a, Ima je

UBWIIA KOIKE jeTHaKa aT‘/i Cnenn ja cy tauke A, (O, 0, aT\/i>, B (‘LT‘E, 0, O),
C, (a_2 av2 ay2

v, e, Y ) ulD <O, aTﬂ, O) TeMeHa MPaBUJIHOT TeTpae/pa UBHIIE d.

[IpaBunu okTaemap je TEJIO OrpaHUYeHO OMOTAYUMa, JBE]Y MPaBUIHUX
YeTBOPOCTPAHKX THpaMu/ia (OCHOBa IMUpaMUJIE je KBaJPAaT, MOJHOXK]e BUCH-
He U3 BpXa IUpaMUJe 1aJjia y CPeJUIINTe KBaJIpaTa) Koje UMajy 3aje[HUuIKY
OCHOBY M OOYHA& MBWIIA MM je je/IHaKa OCHOBHO] MBHUIIN.

[Tommrro cy jwmjaronasie kKBajipata MehycoOHO HOpMaJIiHE W TOIITO BUCHHA
CBaKe 0/ TUpaMu/ia, YMju OMOTAUN YUHE IIPABUJIHU OKTaeJIap, najga y cpeIu-
ITe KBaJIpaTa, IPUPOJIHO je ojabparu koopaunatuu cucreM Oxyz KOMe je KO-
Op/IMHATHU TIOYeTaK cpejuiire KBajapara u tauke C, D, E npunajajy pejiom
MO3UTUBHOM JIeJIy I—0Ce, y—0ce U z—oce. AKO je MBHIlA OKTaepa jeaHaka d,

onaa je OC = 0D = 42 u OF = VOEF —OC% =\ Ja — & = | /£ = &2
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Coremn sia cy A (=242,0,0), B (0,-%2,0), ¢ (42,0,0), D (0,42,0),

2
E <0, 0, %) nF (0, 0, —dTﬁ> KOOpJMHATE IIPABUJIHOT OKTaeIpa UBUIE d.

4 Tauka, mpaBa U paBaH

4.1. [IpaBa p uma BEKTOp HOPMAJIE 7?,, = (3, —2). Cyrein ;12 je BeKTOD mpaBiia
npase p (jelan o1 HUX) jegHaK QT; = (2, 3). Ba BekTOp mpaBIa r—0ce MOXKe

Cce y3eTH BEKTOp €] = (1,0), ma je

— =
2-1 -0 2
cos £ (p, z—oce) = [(up, )| _ | +3-01 _

Clwlllerl veZes2o1 Vi3

Kako cy x—oca u y—oca mehycobHO HOpMAJIHE, MOXKEMO 3aKJ/byUUTH Jia je
. . 2

£(p,y-oce) = § — L(p, xz—oce), na je sin £ (p,y—oce) = cos L(p, z—oce) = 75

JeIHoCTaBHUM TPUTOHOMETPU]CKUM TpaHcdopMalimjaMa Mo¥XKe ce JJ0OUTu

a je cos £(p,y—oce) = —2=, mTO GU ce JOOUIO aKO Ce M3padyHa M e3)]
o P I70%8) = s 8 PATYHA e

Takolbje, jemnocraBHo ce mposepasa ja je oHja tg £(p, z—oce) = %, a aKo ce
jeHadnHa mpaBe p u3pas3u y eKCILITUIUTHOM O0JIMKY, JIobuja ce y = %x + 2,
IIITO OJIrOBapa TOME Jia je KOeMUIMjeHT MMpaBIia je/IHaK TAHTCHCY YTIJia H3Me-
Dy npase u z—oce. Hapasuo, koedurujent mpasiia MOKe ONTH HEraTUBaH,
Uy TOM CJIy4ajy je y NUTarby TaHI€HC TYIOI yIJia, & alCOJyTHA BPEIHOCT

IIpe/icTaB/ba TAHI'EHC OIITPOr yTIJla KOjU I'paje IpaBa U T—OCa.

4.2. Oapemuhemo mpBo tpecek npasux r+y+1 =0u z—y = 0. Heka je To
Tauka S(To,yo). Taga kooppuuare Tauke S 3a70BoJbaBajy jenHadnne 06€jy
paBuX, Tj. Baxu To+ Yo+ 1 =0 u xg—yo = 0. Cabuparmem oBUX jeHATNHA
nobuja ce 2xg + 1 =0, na je g = —%. Cnemu u na je yo = —%.

[IpaBa n, Koja ce TpaxKu, caJp:Ko TaYKy S U HOpMaJIHa je Ha npasoj p. To
3HAYU J]a Ce 33 BEKTOP IMpAaBIA IIpaBe N MOYKe y3eTH BEKTOP HOpMaJie IpaBe
P, OJIHOCHO Ja je Uy, = 77; = (2,3). Cieau ja je TpazkeHa IpaBa

() vy

4.3. Tlpecek nmpasux p u ¢ je tauka S(xo,yo). Taga je yo = xg — 2 u yo = 3,
Tj. xog = b u yo = 3. axuie, mpase p u q ce cexy y tauku S(5,3).

(a) Ja 6ucmo j1ob6mu BEKTOP HpaBlia CUMETpaJie yria, MOCMaTpajMo Ipo-
uzBo/bHu pomb ABCD. Butna ocobuna pomba jecre ma je mujaronasa AC
cumerpasa yria £ BAD. Oa ocobuna He BaK¥ KOJ| IapaJjejorpaMa Koju
nuje pom6. Takobhe, 1@ = ﬁ + E JakJte, 1a 6u ce 10010 BEKTOP IIPaBIa
cuMeTpaJie, JIOBOJHHO je cabpaTu BEKTOPe MpaBIia KpakKoBa yria, aju je OUTHO
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na oHH Oyiy ucre jyzkuHe (Kao IITO Cy Koj poMba BEKTOPH E u B ucre
nyxkuHe). HajjeqnoctaBHuju HaIMH /1@ ce TIOCTUTHE JIa BEKTOPU OyIy HCTe
JIy’KUHE jecTe Jia ce y3My jeJMHUYHU BEKTOPH (BEKTOpH JIyKuHe 1).

Jesian moryhu BekTOp mHpaBIia 1pase p je u_; = (1,1). a 6ucmo mobwmin
JEJIMHUYHN BEKTOP, TOJIEJIUMO T'a IHeroBOM JIyKuHOM. IberoBa mpyxKuHa je
|]u_>p|] = V12 +12 = /2, na MokeMO 0abpaTH Ja BEKTOD IIPABIA [PABE P
Oy1e 171,) = (%, %) Jegan moryhu BekTOp TpaBlia mpase ¢ je u_; = (1,0).
[Tomrro je on jeauuuynu, cJIejin Jia je BEKTOP IPaBIa jeJIHe O CHMETpaJsia

JeHAK Uy, = U + U = (%, %) +(1,0) = (lf/\f, %) Jakse, jeanaanma

jesiHe cmMmeTpaJe je

xr—=5 y-—3

1
V2 V2
Cxpahusame ca /2 106ujamo s 1@:\5’5 = %

Jla dbucmo j100UIN jeJIHaIuHy Jpyre CUMeTpaJie, OTPeOHO je IPOMEHUTH
CMep jeIHOM 01 BekTopa mpasma. Jlobujano Uy, = <%,%> + (=1,0) =

(1}2/5, %) Jemmaanma apyre cumerpasie je

y=3

T

(6) @ukcupajmo BpeHOCT 3a T, HIp. = 10. AKo je y = 3, oHJa je TO Tauka
KOja mpunaja mpasoj q. Ako je y = 10 — 2 = 8, onjia Tadka MMpUIaJIa 1PaBoj
p (y =z — 2). Jlakze, ako je y < 3, Tauka ce HaJgas3u ,ucroyx’ npase q. AKO
je 3 < y < 8, Tauka ce Hasasu ,u3melhy” npaBux ¢ u p (1 TO ,M3HAK IpaBe
q u ,uctoy’ npase p). Ako je y > 8, OHJIa ce TauKa HaJAa3U ,M3HA) IIpaBe
p. Haxie, mozxkemo onabparu nup. A;(10,2), A»(10,5), A3(10,10). Tume cmo
JIOOWJTM TadKe y TPHU OJi YeTUPU YIJIa Koju Tpajie npase p u q. Hemocraje
TavKa Koja Ou Omja m3mely npaBux p u ¢, ajgu ,HCIOJ TpaBe ¢ U ,U3HAJ
npase p. 3a To je norpedbHo omabparu maimbe z. llomTo je Tauka mnpeceka
S(5,3), moBosbHO je yseru Hup. = 3. Tajga ce Tauka Ha 1paBoj p jpoduja 3a
y=3—2=1najesal <y <3 rauka ,ucroy’ mpase ¢ U ,M3HAJ IpPaBE
p. Hakiie, 3a 9eTBpTy Tauky MoxkeMo omabparu Tadky A4(3,2).

(B) Tauxa M(1,4) mmaz = 1uszay =1—2 = —1 gobuja ce Tadka Ha IpaBoj
p. Kako je 4 > —1 u 4 > 3, nobuja ce ja je tauka M ,u3Ha)’ TPaABUX P
u q. Hakse, Tauka M ce naja3u y UCTOM yIJIy Y KOjeM ce HAJIa3u U TadKa

A;(10, 10).

CkpahuBame ca /2 1o6ujanmo s - *\/55 =

<
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_ y=2

4.4. Tanrenra t cagpxku tauky M(1,2), na je mena jegnadnna t : T
TanrenTa je HopMaJjHa Ha MOJYIPEYHUKY KpyTa, IITO 3HAYH JIa je pacToja-
e IEHTPa Kpyra OJ TAHTeHTE jeTHAKO MOJIYIIPETHNKY KPYyra. 3a PacTojame
TavKe O] IpaBe, IoTpedHA je je/IHaunHa IIpaBe y UMILIAIIUTHOM 00/TUKY. Je-
HadMHA [paBe ce jeJHocTaBHo Tparcdopmuiie y b(z — 1) = a(y — 2), ogHOCHO
br — ay + 2a — b = 0. Haxuse, pacrojame ox nenrpa C(1,7) g0 Tanrenre t
jestHAKO je TosIyNpedHnKy Kpyra r = /9 = 3. Jlobuja ce

z—1

b1+ (=a)-T+2a—-b] |[pb—Ta+2a—-b] |- 5al
b + (—a)? Va2 + b Va2 +b*

Bes yMarberba OIIITOCTH MOKEMO IIPETIIOCTABUTH /1 je BEKTOp IIPABIA U =
(a,b) Tanrente t jemuuuunu, ojHocHo ja je a’ + b* = 1. Jlakie, jo6ujamo

% = 3, OJIHOCHO |a| = % Cnemu naje b> = 1—a? = 1—% = é—g, na je |b| = %.
Haxkie, moryhu BekTopu npasia cy (3 é), (3 —4), ( 3 4), (—§ —%). [Ipu-

5y 55 5' 5 55 59
METHUMO & Cy BeKTOpI/I (

3

4
T | ) (-3, —5) CYIIPOTHOT CMe.pa, Kao M BEKTOPU
(5, —g), (—g, g). [Tomrro BeKTOpU CyNPOTHOr CMEPa, UMajy HCTU ITPABAIL, 1A

je JOBOJBHO TIOCMATpATH caMo jefaH oJ1 mbuX. /lakie, mocToje JiBe TaHTEHTe,

uTo cy ty 23t = Y2y ty 5t = Y22 Ckpahusamem ca 5 1o6ujajy ce

peme}batlz%fl:y%gutgz%l5:y_—_f. ’

4.5.

4.6.

4.7. (a) BamenoMm x = rcosp u y = rsing jpobuja ce jeJHAUNHA IIPABE
: % + m% =1.

(6) ITponahu hemo jenuaqanny y /lekapToBrM KOOpAMHATAMA, & 3ATUM j€ Mpe-
GaluT y ToJIapHe, KAO Y IIPETXOJHOM JIEJTy 3a/aTKa.
T T

: . X—x0 _— Y—Yo _ 3 _r

Yrao koju mpasa ¢ araiaie s rpaju ca T ocog> je ¢o € [ > 2].
Haxkiie, BekTop mpasua u, = (a,b) mpase ¢ Mopa 6urn u; = (cos o, sin ).
Hakne, q : £=20 = 2240

T cospo  singo )

Jlato je pacTojame 01 KOOPIUHATHOT ITOYeTKA. 3aTO MpedaIuMo jeTHaAH-
Hy TIpaBe y UMIUMIuTHE 00suK. Jobujamo sin ¢q - (z — o) = cos o - (Y — yo),
OJIHOCHO SN g - & — COS Yy + Y + oS g - Yo — Sin g - o = 0. Kako je moBosb-
Ho mponahu cos g - Yo — Sin g - g, 03HaYMMO TO ca c. Pacrojame oj1 Tauke

. . _ |singg-0—cos po-0+c| _ ||
0O(0,0) mo mpase q je o, 1a je rg = = = = = 7 = |c[. Coeytu 12 cy
\/sm po+(— cos o)

peliema qp : sinwg-xr —cosg-y+10=0uqy : sinpy-x —cosyy-y—r9 = 0.

[Ipebumo caja y nostapae KoopuHare. 3aMEHOM T = 7 COS @ U Y = 7 sin
JiobujaMo jegHadnHe IpaBuX ¢ : Sih Qg - 7' Cosp — cos@ - rsing +rg =0 u
q1 :sing - rcos e — cos g - rsing —rg = 0. JegnocraBaum cpehuBameM ce
nobuja qp : rsin(pg — @) + 19 =01 qo : 7sin(gpg — ) — 19 = 0.
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4.8.
4.9.

4.10. Heka je n mpaBa koja ce Tpaxu. [IpaBa n je nopmajna Ha paBHH
a:2x4+y—424+5 = 0, na cienu Jla je BEKTOp HOpPMaJe N1, PaBHU «
3aIIpaBO BEKTOP IIpaBIia u, npase n (jeman on). dakie, moxkemo yseru ja
je u, = ng = (2,1, —4). Takobe, npasa n cagpxu taduky A(2,3,—1), na je

IbeHa je/IHaTIIHA

=2 y—=3 z—(-1)
2 1 —4
4.11.

4.12. (a) [lapasenne paBan uMmajy ucry Hopmasy. /lakie, BEKTop HOpMaJe
Oxz paBHI HCTH je Kao BEKTOP HOpMaJe TparkeHe paBHu «. Kako je y—oca
nopmasina na Oxz paBHHU, CJI€/IM JIa je BEKTODP HOpMaJjie OBE PaBHU je/IHAK
@ = (0,1,0), Te je u BeKTOp HOpPMaJIe PABHU (v jeJIHAK ne = (0,1,0). Kako
paBaH « cajpxku Tadky P(2,3,5), cienn ja je mweHa jeIHaInHa

a:0-(z—=2)+1-(y—3)+0-(2—5) =0,

ojHocHo vty — 3 = 0.

(6) PaBan f3, koja ce Tpayku, caJp:Ku z—OCy, IITO 3HAYU Ja CAJIPKU TAUKYy
0(0,0,0) koja joj mpuIaga ¥ HEH BEKTOD IIPABIA e = (0,0,1). Takobe,
paBaH [3 cagpxku u Tadky M (—3,1,2), mro 3Haqu ia caapxu u Bekrop OM =

(—3,1,2). Bekrop Hopmasie nj paBHu (3 HOpMaJIal je Ha CBUM BEKTOPHMA Te

paBHU, T1a je HOpMaJiaH U Ha BEKTOPUMa, 6_3) u O M. Tlomrro 3a BeKTOp HOpMAJIE

paBHU Jy’KHHA W cMep HuCy OutHu (6uTan je camo HpaBaEZ, MOZKEMO 32
— =
€1 €2 €3
BEKTOpP HOpMaJIe 775) paBHU [3 y3€TH BEKTOD G xOM=]0 0 1]|=
-3 1 2
(—=1,-3,0). ITomrro pasan 3 caapxku tauky O(0,0,0), mena jeqnadnna je

f:=1-(x=0)4+(=3)-(y—0)+0-(2—0) =0,

ojaocHo @ —x — 3y =0 wm B : v+ 3y = 0.

(B) PaBan v, Koja ce Tpazu, mapajesaHa je r—OCH, IITO 3HAYU Ja MOCTOjH
[IPe/ICTABHIK BEKTOPA €] = (1,0,0) koju mpunaya pasuu . Takolje, pasan y
cagpxku Tadke A(4,0,—2) u B(5,1,7), na cagpxu u Bektop AB = B — A =
(5—4,1—0,7—(=2)) = (1,1,9). Bekrop HopmaJie 71/, paBHE Y HOPMAJIAH je
Ha CBAKOM BEKTODY PaBHH 7, I1a I Ha BekTopuMa €] i AB. Ciiexn na i), uva

MCTHU TIpaBall Kao U BEKTOPCKU ITPOU3BO/T BEKTOPA e u Ag, a KaKoO je BEKTOD
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HOpMaJIe PABHU JIOBOJbHO Hahm OMJIO KOju BEKTOD KOjU MMa IIpaBal] HopMaJie,
—

- =
€1 €9 €3

MOZKEMO y3eTH EY) =& X E =| 1 0 0 |=(0,-9,1). omro paBan 7y
1 1 9

cajpxku Tauky A(4,0, —2), cieau 1a je meHa jejHadnHa
70 (z=4)+(=9)-(¥y=0)+1-(2—(=2)) =0,
otHOCHO v : =9y + 2 4+ 2 = 0.

4.13. Tlorpazkumo mpBo KoopjmHaTe Tadke Py(zo, Yo, 20) KOja IPeICTaB/ba
HOpMaJIHY Ipojekiujy Tauke P (3, —2, —4) na pasuu « : 642y —32—75 = 0.
Tauka P, Hgmnaﬂa paBHHU (v, IIITO 3HAYNU J1a je 69+ 2yo—320— 75 = 0. Takobe,
BekTOp PPy je HOpMaJiaH Ha paBHU (v, OJIHOCHO UMa UCTH IIPaBall Kao BEKTOP
HOpMaJIe Ty = (6,2, —3) pasau «. Jlakie, nocroju Heko A € R TakBo J1a je
== N . .

PPy = A\nj,. lakne, nobujamo ja je

(1'0 — 3,90 — (_2)7 20 — (_4)) = )‘(67 2, _3) = (6>‘7 2, _3)‘)7

OJTHOCHO g — 3 = 6, Yo — (—2) = 2\ u 29 — (—4) = —3\. Hakon cpehubama
jooujamMo xg = 3 + 6, yg = —2 4+ 2\ u 2y = —4 — 3\, n1a BaxKu

6(3 4 6A) + 2(—2 + 2)) — 3(—4 — 3)) — 75 = 0.

Jakme, 18 + 36\ — 4 + 4\ 4+ 12 + 9\ — 75 = 0, omnocHo 49\ — 49 = 0.
Hakme, A = 1, mro 3naun qa je xg = 3+6-1 =9,y = —-2+2-1=0mu
2o = —4 — 3 -1 = =7, 1j. Koop/HaTEe HOpMAaJHe Ipojekimje ¢y Fy(9,0,—7).

Tauka Q(z1,y1,21) je cumerpudna tadku Py omHocy Ha pasaH «. To
3Ha4M Jfa je P() HopMaJiHO Ha «v, a TIomTo je Fy HopMaJHa MpojeKIija TadKke
P na pasuu «, ciejn jia rauka Fy npunasa npasoj PQ). [llrasuiie, ycioB cu-
MeTpuaHOCTH Tadaka P u () o3nadasa ja je Py cpenuinre ayxu PQ). lakie,
9:%,0:% 1/1—7:#,HaogaB;Leﬂo6HjaMox1:2-9—3:15,
y=2-0—(-2)=2,2 =2-(-7)—(—4) = —14+4 = —10. [Ipema Tome, Ko-
OpJIMHATE TavdKe CHMeTpudHe Tadku Py ojHocy Ha paBaH « ¢y (15,2, —10).

4.14.

4.15. PaBan 3, Koja ce TpaxKu, CaJp:Ku 1paBy [ : :’““T*l = y—J{Z = %3, ITO
sHaqM Ja cajpxku tadky L(1, —2,3) ca mpase [ 1 BeKTOD IpaBia u = (2,1,3)

npase [ npunaja pasuu . Takobhe, umamo ja je paBan [ HopMaJiHa Ha PABHU
a:2r —4y + 2+ 5 = 0, mro 3Ha4n Ja je BeKTOp HOpMaJle njg HopMaJlaH Ha
BEKTOPY HOpMaJe g = (2,—4,1) pasuu «. Iomro je BekTOp HOpMAaJE 775)
paBHU [ HOpMaJIaH Ha CBUM BEKTOPHUMa paBHU (3, CJIeJIN Jla je HOpMAaJlaH Ha
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BEKTOPY u. Haxe, n_g 1 W u 775) L n_;, IITO 3HAYU Jla BEKTOP n_g nMa
UCTHU IIpaBall Kao X ng. Momro JIy?KUHa U CMep BEKTOpa TTE HUCY OUTHU,

- = =
€1 €2 €3

MOZKEMO y3eTH JIa je n_ﬁ) U xng=]2 1 3 |= (13,4, —-10). daxke,
9 4 1

jennaduna pasau [ je
f:13-(x—1)+4-(y+2)+(—=10)- (2 —3) =0,

oqnocuo f3: 13x — 13 + 4y + 8 — 10z + 30 = 0. Hakon cpehusama, j100uja ce
£ :13x + 4y — 102 4+ 25 = 0.

4.16. Ilosnaro je ma jiBe mpaBe Koje ce CeKy MPHUIAIAJy jeaHO0] paBHU. AKO
je mpaBa a oxpehena taukom A u BEKTOpOM U, U ako je npasa b ogapehena
Ta4KOM B 1 BEKTOPOM uj, omma ome [IpUTIA/Iajy j€/IHO] paBHU aKO M CaMO
aKo BekTopu A o, up NPUIIAJIajy jeHO] paBHHU, OJJHOCHO aKO M CaMO aKO
cy Komiutanapuu. 3 ocobuna MemoBUTOT NPOU3BOJA IO3HATO HAM je Jia
TPHU BEKTODPa IPHUIAJA]y je/IHO] PaBHU aKO M CaMO aKO je IHUXOB MENIOBUTH
MPOU3BOJL, jeJIHAK HYJIM, IITO 3HAYH Jla IIpaBe a U b IPUIajIajy jeJinoj paBHH
aKo u camo axo [AB, u,, uj] = 0.

Axo mpaBe a u b mpurnajajy jeaHOj paBHH, a HE CEKy Ce, OHJa Cy Ia-
paJjieiHe, a TaJia Cy IbUXOBU BEKTOPU IIpaBlla U, U U, KojmHeapuu. Jlakie,
YCJIOB J1a ce TIpaBe a U b ceKy jecTe j1a BUXOBU BEKTOPU ITPABIA TR HUCY

Kosmmeapnn u ja je [AB, u,, ] = 0.
[IpaBa p : %2 = ng4 = % cajgp:ku Tadky P(2,—4,1) u uma BeKTOp
paBIa ’LT; = (3,5,—2), /oK mpasa q : %’\ = 3 % CaJPKI TAIKY

Q()\, 3, —5) u uma BekTop mpasma u, = (2,1,0). 1HOLuTo BEKTODH 1, 1 U,
HUCY KOJIMHeApHH (He MOXKe e HUjeJaH OJl IbUX MOMHOXKHUTU HEKUM OpojeM 1
JOOUTH JIPYTH), CIIEU JIa Ce P U ¢ CEKYy aKO U CaMO aKo je [@, up, ] = 0.
Kaxo je PO = Q — P = (A — 2,3 — (—4), =5 — 1) = (A — 2,7, —6), carcxu aa
je

A—2 T —6
0=[PQ. @, u]=| 3 5 —2|=-28—18+60+2(—2),
2 1 0

1j. 14 + 2\ — 4 = 0. Hakne, 2\ = —10, oxgrocno A = —5.
Heka je S(zo, Yo, 20) Ipecevdna tavuka npabux p u . Taja tauka S npuraa

1paBoj p, IITO 3HAYH Ja je 1052 = y°;4 = 20:21 = t, ogHocHO Ty — 2 = 3t,
Yo +4 = 5t u zp — 1 = —2t. Takobe, Tauka S npuraja u TpaBoj ¢, MITO
3HAYHU 14 je x0—2(—5) = w3 = 2045 — 5 majexg— (=5) =25, yp—3=su
20+5 = 0. [Ipema Tome, Baxku 2y = —H, 11a 3aMeHOM y 2o — 1 = —2t j106ujamo
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—5—1=-2t, 1j. —6 = —2t. Jlakue, t = 3. OnaBne je ro —2=3-3 =19, 1j.
xog = 11uyp+4 =53 =15, 1j. yo = 11. Tpeba jorr mpoBepuTH J1a Jii 3aMEHOM
y jennaunse ro — (—5) = 2s u yg — 3 = s He HOOUjAMO KOHTPAIUKIU]Y (TO
61 3HAYMIIO JIa ce IpaBe p U ¢ 3ampaBo He ceky). Mebhyrum, s = 11 — 3 = 8
1l —(—=5) =16 = 2 - 8, mro 3ua4M Ja je Ipecedna Tadka IMa KOOP/HHaTe

S(11,11,—5).
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