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IIpearosop

[ToueTKoM IpeTXOIHOT BeKa IOjaBHUJIa Cy CE JBa IPUCTYIIA KOja CYy OCTBapHJa Be3y m3Mehy
aHaJM3e W TOIOJIOTHje Ha MHOTOocTpyKocTuMa. Mapcetorn Mope je Kpeupao MopcoBy Teopujy
KOja PEKOHCTPYHINEe MHOTOCTPYKOCT MoMohy (bYHKIHje KOja UMa caMo HeJlereHeprucaHe Kpu-
THUYHE Ta4YKe Ha OCHOBY MHIACKCA KPUTHYHUX TavdaKa.

Y Pycuju Jbycrepauk u lllaupessMan cy Takohe m3ydaBan KpUTUIHE Tadke (pyHKIUja, aan
KaKO Cy MOCMAaTpPaJId U JleTeHeprcaHe KPUTHIHe TadkKe KOHIEHTPUCAIN CY Ce Ha TTOBE3UBAME
KPUTUYHUX Tadaka (pyHKIHje ca HOBUM THUIIOM XOMOTOIICKe HHBApUjaHTe KOja ce JaHac 30Be
Jbycrepunk [Taupessmanosa kareropuja (y osnamum cat(M)).

Y HapeJHUM rojJITHAMa [I0jaBUJIe Cy ce MHOTe TeHepaJin3allije OBUX TeOpHuja 1 HalllJle TTHPOKY
HpUMEHY y 00J1acTUMa TOTIOJIOTHje, JudepeHInjaJHe FeOMeTpHje, CAMILIEKTHYKE TeoMeTpHje,
aHAIN3€e U BapHUjallioHOr pavdyHa.

Y mpBOM ToraB/by U3Ja0:KnhemMo ocHOBHE pe3ysrtare kjacudne Mopcose teopuje. Ilpemaa
je MopcoBa Teopuja Be/lMKa TeMa cama 1o cebu HaMa he HajBHIIE CJIYKHTU 38 MOTHUBAIIH]Y
u nopeheme ca Jbycrepuuk [lluaupe/sManoBoM TeopujoM. 300T TOra je OBO IOIVIAB/HE BHIIE
IperJyieTHOT THTIA.

Y apyrom mnornassby jgedunucahemo Jbycrepuuk IMTuupesbmanoBy kareropujy. Kako je
cat(M) ckopo Hemorylie eKCILTMIIUTHO M3padyHATH yBenilieMo pasHe pedopMysialuje Kat-
eropuje U alpoOKCHMAIIMOHEe MHBApUjaHTe dyuMe heMo NpHOJIMKUTH KATErOPUjy TEOPHjH XO-
MoTonuje. lI3pauynahemMo KaTeropujy cTaHIApAHUX HTPOCTOPA, HUCKOIAUMEH3HMOHUX MHO-
rOCTPYKOCTH, IIPOCTO TMOBE3aHUX U CUMILIEKTUYKH achPepUIHUX MHOTOCTPYKOCTH.

Tpehe norsiaB/be HAMEHEHO je Be3aMa TOIOJOrHje U Opoja KPUTUIHUX TavyaKa MUHHUMAJIHE
dbyHKIMje Ha 3aTBOPEHO] MHOTOCTPYKOCTH (y o3narm crit(M)). Osaj omespak fie yriaaBaoM
npaTuTn pesyarare panosa [19], [20] u [21]. Kao nacraBak nucnupaimje Kojy je monena Layc
BoreoBa Teopema 0BIie ce jaBjba jeHO IPHPOHO U BeoMa BaxKHO nuTame. Jla mu cy crit(M)
u g;“zt(]\/” (&“vzt(]\/[) je 6poj KpuTHuHEX Tavaka MuHEMaaHe MopcoBe dyHKIMjE) XOMOTOICKe
unBapujante? Kao mro heMo BuieTu oJroBop Ha OBO HUTAIbE HUje HUMAJIO jeJHOCTABAH.

Pan hemo 3aBprmuTn ca 4eTBpTOM IVIaBOM y K0joj heMo m3noxKuTu mpumene JbycrepHUK-
[MTaupebmanoBe Teopuje y PUMaHOBOj U CUMILIEKTHYKO] T€OMETPH]H.

Ha kpajy 6ux keJjieo ja ce 3axBaJuM CBOM MeHTOpPY, mpodecopy lapky Mununkosuhy, Koju
MU je TIOMOTa0 MPpH OJabWpy W W3Paju OBe Tese. HberoBm caBeTu cy yMHOTOME H3TPa/IAIN
U YHAIpeIWIn MeHe Kao MareMaTudapa. Takobhe, xKemeo 6UX Ja ce 3aXBaJIUM U WIAHOBUMA
komucuje npocdecopuma Mropy Vipapesuhy u Jenenn Karwh ma kopucHum cyrecrujama u
noceehenocTn npu anramy Tekcra. 3axBasbyjem ce Puauny Bpohuhy, Makcumy Crokuhy n
Hymrany /Ipobmaky Ha OpOjHEM KOPUCHUM JIMCKYCHjaMa y TOKY H3pajie MacTep Te3e.



1 Kparak npersieaq MopcoBe Teopuje

Bese ananuze u ronosioruje ycnocrassbene Jbycrepuuk [TanpessmanoBom 1 Mopcosom Teopu-
JOM mpon3uIase U3 TOMOJIOIIKe KOMILIEKCHOCTH MTPOCTOPA ¥ KPUTHIHUM TadakaMma pyHKIITje.
Kako ¢dynkiuje Koje HemMajy H30J0BaHe KPUTHUIHE TaUKe He J1ajy KOPHCHY aHAJUTHYKY WH-
dopmarujy jep uMajy 6eCKOHAYHO MHOTO KPUTHUUHUX TAYaKa YV MPOU3BOJbHO] OKOJUHE HEKe
KPUTHYHE Ta4yKe, Hallla MaxKiba he O6uTm ycMepena Ka (yHKIHjaMa €a HU30J0BAHUM KpPH-
TUYHUM Tadkama. JejHa mojkJaca tux pyHkmnuja cy u Mopcose dpyHKImje.

1.1 MopcoBe dyHKIIHUjE

Hedbunnnuja 1.1.1 DOyuxiuja f : M — R je Mopcosa ako mudepennmjau df : M — T*M
TpaHcBep3aJTHO cede HyaTo cederme 0y C T M.

Jokaxkumo cajia jga Mopcose dpyHKIHje 3aicTa nMajy n30J0BaHe KPUTHIHE TavKe.

Cras 1.1.3. Ako je f Mopcosa dbyuknuja ckyn crit(f) je muckperan normpoctop omx M
na cy kpurudHe radke pynknuje f mzomoBane.

Hoka3: Heka je n = dim(M). TlpecniukaBamwe df : M — T*M tpancsepsaiano cede 0y na
je crit(f) = df 1 (0p;) mogmmorocrpykoct on M taksa na je codim(crit(f)) = codim(0yr).
Kako je dim(0y) = n, a dim(T*M) = 2n 3ak/byuyjemo ja je crit(f) MHOrOCTPYKOCT JUMEH-
zuje 0, omake caean TBpheme. O

[IpucycTBo HyJaTOr cederma omoryhaBa HaM Jla Ha HeMY KAHOHCKH PAa3/IOKUMO TAHT€HTHU
MPOCTOP KOTAHTEHTOT pacjiojerhba Ha BEPTUKAJIHY W XOPU30HTAIHY KOMIOHEHTY. [Ipemusnuje

G0, M — T"M, i0y () =0,
Jlaje KaHOHCKM H300p Xopu3oHTasHor npocropa dig,, (1T,M) y T, 0T M. Kaxo mpojexknuja
n:T"M — M, (o) =p
JebunmIe BepTHKAIHN IIPOCTOP ker(dm (g y)) MOKEMO 3aK/by UUTH J[a BaZKH:

Tip0)T" M = Di,, (T,M) © k€T<D7T(07p)) =T,M & T;M'

O3znaunmo ca:
T : T(pyo)T*M — TpM, T @ T(p,O)T*M — T;M
onrosapajyhe mpojekiimje npu pasjaaramy.

Hexa je p € crit(f). Pazmarame Tanrenrsor npocropa 1(, 07 M wam omoryhasa jia gedunuii-
eMO BepTHKAJIHY KOMIIOHEHTY u3Boja Audepennmjana o f y KpETHIHO] TAIKH P:

ky(f): T,M — M, ky(f) = mo o D(df)(p).
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360r oBora MOXKeMO Jpyradnje HHTepPIPeTHpaTH TpaHcBep3aaHoct npeceka df (M) u nyaror
ceverha.

Cras 1.1.4. Heka je p € crit(f). Ilommuoroctpykoct df (M) Tpancsep3anno cede 0y y
(p,0) akko je k,(f) Oujexmuja.

Hoka3: Heka je n = dim(M). Jacuo je na je df ynarame na je df (M) n-gumensuona
noaMuoroctpykoct ox T*M. Onatne ciaenu na df (M) TpancBep3aIHO cede HYJITO CeUCHHe Y
(p,0) akko

T(p,O)dﬂM) @ Top)0ns = Tipo) T M.

Kaxo je 7T2|T(0’p)0M = 0 3aKJpyUyjeMo Jla TO BayKn aKKO je Tpecinkapambe mo @ 1(, 0ydf (M) —
TyM cypjexktusro. Hapasno xako cy T(;0)df (M) u T;M upocropu ucre JUMeH3Hje TO
je eKBHBaJEHTHO yCIOBY Ja je IpecluKapame mp OujekTusHO. U3 penanmje T(,0)df (M) =
D(df )(T,M) caepu r8heme. O

CraB 1.1.5. V JoKaJHEM KOOpIMHATAMA JHHEAPHO Hpecinkasambe k,(f) je apyru m3sox
dyuxmmje f.

Jokaz: Hexka cy (z1,...,x,) Jokanne koopanuare y okosnan U taduke p. Tazxa je
B of of
df(Q) - (xl(Q)7 s 7:1771((])’ 8.%1 (Q)’ SR &'zrn (Q))7
ma je
odf), | _ *f ’f
3:@- (p) - (07 MR 17 s 707 8%6@ (p)7 R axzaxn<p))7

OdaKJie MOZKEMO 3aKJ/BYIUTH Ja BazKH:

D(df)(p) = [I [%af%_(p)} 1§i,j§n]

0% f }
Oxi0; (p 1<i,j<n
uKaBama o o D(df)(p). O

ma ofiaT/e jeTHOCTABHO CJeAN Jla je MaTpHuia [ MaTpHUIla JAUHEAPHOT Tpec-

Jlakse, y KpUTUYHO] Tadyku (DyHKIHje MMaMO KAHOHCKHU JjiebuHucaH Jpyru u3Boji. Kako
JIPYTH U3BOJ, Haj4uernihe mocMaTpaMo Kao OUJINHEAPHO PeCIUKaBamhe UMaMo cieaehy nedpunu-

nujy.
Hedbunnnuja 1.1.6. IIpeciukapame
H, T,M xT,M— M, H,(f)(X,Y)=~Fk,(X)(Y)
Ha3MBaAMO XecHjaHoM byHKIHje [ Vv KPUTUIHO] TAUKH P.
3 3ammca y J0KaJIHAM KOOpJAMHATaMa jacHO je aa je mpecinkasame [, cnmeTpudHo.
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Hanmomena 1.1.7. Xecujan pyHKIHje y KpUTHYHO] TAUKH ce MOzKe 6e3 KoopuHaTa JeduH-
HCATH U Yy TEDMIUHUMA BEKTOPCKHUX mo/ba. Hexa je p € crit(f), m weka cy X,Y € X(M) nBa
IPOM3BOJbHA POy KeIba BeKTopa X, Y, € T,M pecunektnsno. Taga Huje TEIKO BHIETH U3
nokasHe penpesentannje na saxku Hy(f)(X,,Y,) = X(Y f)(p).

Hamomena 1.1.8. Ako p HHEje KpUTHYHA TAa4dKa OHIA HEMAMO KAHOHCKH JAeMhUHHCAH XOP-
uzonrasinn upoctop y TymT™ M, na nam je norpeban uzbop xonekcuje (morsegaru [1]).
Ha taj mauwmn jpobujamo riobasno jeduHUCAHY TPOJEKINjy HA BEPTUKAJIHH IIPOCTOD Te
MOkeMO ehMHUCATH BEPTUKAIHY KOMIOHEHTY M3BOJA y CBakoj] Tadku. JIpyrum pedmma
KOHEKCH]a WHYKYje KOBapUjaHTHO nudepeHnupame V na je XecujaH Ty1obaTHO JedUHUCAH
H(f)=V?f=V(Vf)=V(df). Inak yKOIMKO KOHEKCHja UMa TOP3H]y MOXKE C€ JOTOIATH
na XecwjaH HHje CUMeTpUYaH, 1a ce XecujaH Hajuemrhe gedunuine y amoujenty PumanoBux
MHOrocrpykoctu. V3 penaruje

Hy(f)(Xp, Yp) = (Vx, df) (V) = Vx, (Y(f)) = dfo(Vx,Y) = X, (Y(f)) — dfu(Vx,Y)

jacHo je ma je opa jgeduHHIja XecHjaHa y KPUTHYHO] TaUKH HE3aBUCHA 07 n300pa KOHEKCH]je
1 eKBUBAJIEHTHA ca mperxogaoM. OBO ce Takohe Moxke CXBATUTH KAO TMOCJIEIUIA KAHOHCKOT
paznararba (morsegatu [6)).

Hedbunnunuja 1.1.9. Kpurnuna tauxa p ¢ynkmnuje f je Hegerenepucana axo je Xecujan H,
HeJ/IereHePUCAH.

Kako je k,(f) 6ujektusno akko je Xecujan H,(f) negerenepucan, MoKeMO 3aK/bYIUTH JIa je
napeina jgedpununuja Mopcose yHkIinje eKBUBAJIEHTHA HPETXOHO].

Hdedbunuunuja 1.1.10. @ynknuja [ je MopcoBa ako €y cBe KpUTHIHE TadKe Te (hyHKIH]je
HeJlereHepucane.

Hedununuja 1.1.11. Ungexkc kpurtuane taduke p yHKnuje f je MakCHMa/IHA JAME3Hja
HOATPOCTOPa Of, TaHTeHTHOT mpoctopa 1,M na xKome je Xecnmjan HeTaTHBHO JedUHUTAH.
OznagaBamo ra ca indg(p).

Cama MozxkeMo 00Jbe pa3zyMeTn KakKo JIOKaIHO n3rienajy Mopcose dyHKImTje.

1. p ¢ crit(f).

Kaxko p muje kputnana tauka Moryhe je nponahu kapry (U, ) y kojoj dbyHKIHja nMa
JoKaHy penpesentanujy f oo (ty, ... t,) = f(p) + t,. 3a merame HorjeaTH 10Ka3
Teopeme 0 paHry y [4].

2. pecrit(f), inds(p) = k.

JacHo je ma y KoopaumHaTaMa WHIEKC IPEJCTaB/ba OpOj HEraTMBHUX CONCTBEHUX BPel-
Hocru marpuie Xecujana. Crora nuje remko nahu kapry (U, ) rakBy ga je p(p) =0
u Ja je mMarpuna Xecrujana y p Mopcose dyuknuje f

k
—_——~
diag{—1,...,—1,1... 1}.
6



3a TakaB n300p KapTe BaxKu

fogp_l(th"'vtn):f(p)_t%_'"'_ti—’_ti—&—l+"'+t121+0(||(t1""7tN)||2)

Kasx (t1,...,t,) Texxu 0. 360r HeJEIr€HEPUCAHOCTH P BayKU ¥ MHOIO BHIIIE.

Teopema 1.1.12 (Mopcoa sema) Heka je p € crit(f) nemeremepucana KpUTHYIHA TAuKa
ungekca k. Taga mocroju kapra (U, @) raksa ja je ¢(p) = 0 u Baxmu

foe™(t, . t) = f(p) —t] — - =t +tiy + -+ 1o

Jloka3z: Kako je TBpheme JOKaIHOT KapaKTepa MOxKeMo HpernoctaBuTu ja je M = R™ u jna
je p= f(p) = 0. Heka je g(x) = %dzf(O)(x,x) U HeKa ¢y wy = dg u wy = df. HoBospmo je
na Habhemo sokamau audeomopduzam ¢ takas ma je ¢*wy; = wy u ma je ¢(0) = 0. Taga je
fo¢p™! = g, Te Mmoxemo mpumennTH ofrosapajyhy muneapry Tpancdopmanujy na QyHKIHjY

f oo™l u nobuTn xKemeHU pe3yaTAT.

Hedbunnmunmo oyt wy = wy + t(wy — wp) , t € [0,1]. 2Keaumo mahu rnarky msoronujy ¢
TaKBY J1a BasKu

Prwi = wo, ¢:(0) = 0.
[Ipumenom Kapranose dbopmysie g1obujaMo Ja je TO eKBHBAJEHTHO YCJIOBY:
d ., w/ 1/ . dw
0= —djwn = 6 (dlixwn) + ix,der + d—;).

Kaxko je cy wo u w; TadHe (a caMuM TUM U 3aTBOpeHe) (opme, ciean na je w; 3aTBOPEHA

dopwma. Tlopen Tora jacho je ma je % = w;—wp = d(f—g). U3 oBa aBa aprymenTa mo6mjamo

0 = ¢ (d(ix,wi) +d(f — g)) = ¢ (d(ixwr + f = g))-

13 oBora MoyKeMO 3aKJBYUUTH J1a je J0BOJbHO Hahm rimarky haMmiinjy BEKTOPCKUX MOJba X
TaKBY J1a BazKu

Z‘thwt =49 - f7 Xt<0) = 0.

Pererse oBe jenHadnHe yBeK MOCTOjU HA JOBOJLHO Masio] okowau O (mormemaru [5]). O



1.2 TomoBa geKoOMIO3uIAja

Caza hemo masio 607pe pa3ymeTu rI00aJHy CTPYKTYPY (DYHKIH]a Ca H30T0BAHUM KPUTHIHIM
radukaMa (a camum tiM 1 MopcoBux dbyHKIHja).

Heka je (M, g) Pumanosa muorocrpykocr. Taja je 3a upoussosbhy dyukuujy f € C°(M)
nebunncan rpagujent peranujom df(q) = g(Vf(q),:). Tocmarpajmo HeratusHy Tpajiu-
JEHTHY jeTHaYnHY
de:
dt
OBoM jepnaunuom nedunucane cy (6apem JIOKAJTHO) TpajeKTopuje 3a cBaky Taduky = € M
peJtanujom

= —V/fogp, po = id.

Y= (t) = @i().

Y cayqajy ma je M 3aTBOpeHa MHOTOCTPYKOCT TOK je AecdbmHucan riaodaino. [Ipennsnuje
HeraTWBHA IpaJiijeHTHA jeJHAUNHA HHIYKYje jeHonapaMeTapcky rpyiy audeoMopdusama.
Pemewe ¢ : M x R — M uHa3zuBaMO HEraTUBHUM I'DAJUjEHTHUM TOKOM a vV, : R — M
JIMHUJOM WU TPAjeKTOPUjOM TOT TOKA.

Jlema 1.2.1. f onaja Jay»K JUHHja CBOI' HETATHBHOT I'PAJIUjEHTHOT TOKA.

Jloka3s:

57 02(0) = 0 () = o970, =V £0a(0) = =V DI <0

Cras 1.2.2 Tpajekropuje He MOTY IIOYUIHATH W 3aBPIIABATH C€ Y PEryJIapHEM TauKaMa.

JToka3: IlpernocraBumo na je
lim 7,(t) = q.

t——+o0
[Tocmarpajmo dyukmnujy h = f o v,. JacHo je 1a je oHa orpaHnyeHa y OKOJIWMHU +00 jep je
limy s oo h(t) = limys o0 f(72(2)) = f(q). TomaTro nmocToju aumec

lim_B(t) =~ lim_[ V£ ()] = ~IV/(@)]*

t—+o0

N3 JlarpamxkeBe TeopeMe UMaMO ¥ JIa BarKu
h(n+1) — h(n) = I/(,), €n € (n,n+1),

ma KaJa MycTuMo Ja n — +00 3ak/mydyjeMo aa je lim, .. h'(e,) = 0. Ca apyre crpane
jacho je ga je lim, ,. €, = +0o na u3 Xajuea saxspydyjemo 1a je |[Vf(q)||?> = 0 omaxie je
q € crit(f). Camdano ce mokasyje ja TPajeKTOPUja He MOYKE MOYETH Y PEryJapHOj TAUKH.

[



M3 oBor cTtaBa BHAUMO Ja jeIMHN KaHIWJIATH 3a MOYeTaK M Kpaj TpajeKTOpHje OCTajy KpH-
THYIHE TavKe.

Heka je p € crit(f) rakeo gaje f(p) = cunekacy € > 0u 7 > 0 mpoussospru. ledunnrmmvo
CKyII
NeT = {w € MIf(z) < c+e, flpn(n) > c— by,

rae {...}, o3HauaBa KOMIOHEHTY IIyTHe MOBE3AHOCTH KOja CAIPKI P.

Hanomena 1.2.3. Jacno je ma je Ny7 3arBopena okommna on p. Ilopex Tora ako tpa-
jeKTopuja jeaHoM m3ahe u3 OBe OKOJMHE BHIIE Ce HUKAJI HE MOXKE€ BPATUTH Y by IITO je
HOCJIeTUTA TPETXOTHE JIeMe.

Jlema 1.2.4. Heka je f rmarka dbyskiuja va PumanoBoj muorocrpykoctu (M, g), u Heka je
¢ jeuna xkputudna spejguoct y [a,b] (a < ¢ < b), upu uemy je f~'([a,b]) komnaxran. Axo je
p € crit(f) N f~1(c) m30m0Bana KpUTHYIHA TadKa, OHJIA 38 CBAKy OKOJMUHY U Tauke p mMocToje
€ >0u7 > 1 TakBHU Ia BaxKH:

NST CU

Joka3: U3 nocraske teopeme mmamo ma je crit(f) N f~1(c) = {p} UC rme cy {p} u C
JIBa IMCJYHKTHA 3aTBOpeHa (KOMIAKTHA) CKyma. KaKo ¢y 3aTBOPEHU M JUCjYHKTHE MOXKEMO
X OJIBOJUTH Ca OTBOPEHUM CKYTOBHUMA U > pu V O C. Uszabepumo U Taxo na je UcU
(mozemo yzern U N U).

[IpetmocTaBuMO caJi Ja He MOCTOJU CKYTI NI?T C U. Heka cy €, > 0wu 7, > 1 HU30BU TaKBU
na €, — 0u 7, - +oo. Tama je

Nm — N;mﬂ'm g U'
Kako je U UV menosesan a pE U N N,, MoxeMo 3aKJbYUUTH JIa BayKW W
N, ZUUV

jep 6u y cynporrom ao6mn aa je N,, C U nomro je N, nyrao nosesan. Oparie ciaemn
a MozKeMo mponahw Hu3 1, € (U U V)C N N,,. Ilpumerumo ma 3a MOBOJGHO BEJTHKO 110
N, C f~[a,b], Te mouesmm o1 Hekor wiama r, € K = f~'([a,b))\(U UV). K je xovmaxran
CKYII I1a MOZKeMO HpoHahW IIOAHU3 KOJH Yy IbeMy KOHBeprupa. 3aapxkapajyhm mcry o3maky

uMamo jga je r = lim r,,. Kako je K 3arBopen (jep je KOMIAKTaH) CKYN KOjU HE CAJIPIKU
m—0o0

KPUTUYHE TauKe 3aKJ/by4dyjeMO Ja T HUje KPUTUIHA TadKa.
Ca sgpyre crpane, Kako je r, € N, mo0ujamo

flrm) <c+e,

f(o1(rm)) = f(pr, (rm)) = ¢ = €m.
9



[Iymrajyhu amvec 3aksmyayjemo ma je f(p1(r)) = f(r). [la kako dynkumja omaga myx
TPajeKTOpHja MOKeMO 3aK/byunTH aa je 3a cBako t € [0,1] f(p:(r)) = ¢ omaxie caean na je
r € K KpuTu4iHa Tavka 1a cMo J00u/im KOHTPAUKIIH]Y.

O
Teopema 1.2.5. Heka je (M, g) 3arBOpena PumanoBa MHOrOCTpYKOCT u Heka je f : M —
R ¢dbynknmja Koja mMa HM30J0BaHe KpUTHUYHE Taduke. Taja cBaka HeraTUBHA I'pajdjeHTHA
TPajeKTOpHuja MOUNHE W 3aBpIllaBa ce Y HEeKO] KPUTUIHO] TaUKH.

Hoka3z: Heka je x € M upoussosbro. Kaxko je crit(f) muckperan moTIpocTop KOMIAKTHE
MHOTOCTPYKOCTH MOKEMO 3aKJbYyUUTH Ja je

crit(f) = {p1,-..,pr}

[TpermocTaBuMo Jfa mocToje oTBOpeHn ckynosu U; S p; TakBu Ja ux 3a HeKO s > 0 v, ([s, 00))
ne ceue. Kaxo je |V f(z)||* nenpeknana dbynxmmja na kommakraom ckymy K = M\ |J, U;
na Kako K He cagp:Ky KpUTHYHE TauyKe MOZKEMO 3aK/by49UTH 12 jgaTa (PyHKIHja JOCTUZKE
mMuaEMyM m > 0 Ha K. Oxatie 6u ciaeguao jga je

d

5/ (=(t) = ~ IV (@) < —m, t=s

na 6u dpyaknuja f oy, Onaa HeorpaHwdeHa ITo je Hemoryhe jep ce (paxTopuiire Kpo3 KOMITAK-
tan ckyn K. 360r Tora n YMEEHHIE Ja KPUTHIHAX TadaKa HMa KOHAYHO MHOTO HMAMO J1a 32
cBako s > 0 7,([s,+00)) cede npoussosbHY OKOJMUHY Oap jejHe KpuTudaHe Tadke. O3HAYAMO
HEKY TAKBY TAuKy Ca ¢ U JOKAXKUMO JIa MOpa GuTH tLieroo Y2(t) = q.

Hexka je U > g mpou3sBosbaH OTBOpeH CKyI. I3 mpeTxo/iHe JleMe mMaMo Jia 3a Heke € > 0,7 > 0
Baxu Ja je N = No7 C U. Kaxo je N okoquna o] ¢ Mopa GuTH jia 3a Heko s' 7,(s') € N.

[Tpernocrasumo aa v, ([s',00)) € N. To 3Haun na je TpajekTopuja H3aILIa U3 CKyla y HEKOM
TpenyTKy. /I3 Hanomere 1.2.3. 3HaMO 1a ce oHa HaKOH Tora He Moxe Bpahatu y N. Onasne
3aKJpydyjemMo ja nocroju s > s’ TakBo Ja je

Ye([s', +00)) NN = ~,.([s',s"]) N N.

na je v, ([s', +00)) N NV 3aTBOpeH ma MOkeMo Hahu OKOJIHY U =U(q), raxsy naje U C N
takBy sa je U N7, ([s',+00)) = () mro je koHTpasuknuja.
Hake Mmopa 6utn 1a je v, ([s', +00)) C N C U, ma kKako je U 6110 MPOU3BOTBHO 3aKIBYIYjEMO
Ja je
li =q.

A elt) = ¢
Ve (t) = v:(—t) je HeraruBHa rpajujeHTHA TPajeKTOpuja 04 — [ U3 HpeTxXoAHOr cjeju ja he
ce 7, 3aBpIIaBaTH y HEKO] KPUTUIHO] Tauku p. OHA U3 jeIHAKOCTH

lim 7,() = lim 7,(t) = p

t——o0 t—+00

3aKJbydyjeMo J1a BayKu TBpheme.
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Heduunumja 1.2.6. Heka je f: M — R rratka dyuknuja u mneka je p € crit(f). Crabuann
U HeCTAOWIHU CKYT KPUTHIHE TAUKE P Cy

W=(p) = {z € M| lim ¢(z) = p}

W(p) ={x € M| lim () =p}

PECIIEKTUBHO.
N3 mperxoHe JemMe jacHO je ja Baxku ciejgehe TBpheme.

Cras 1.2.7. Heka je (M, g) 3aTBOpeHa PuMaHOBa MHOTOCTPYKOCT U Heka je [ dbyHKIHja ca
M30JI0BAHUM KPUTHYHUM Taukama. Tama je M aucjyHKTHA yHUja HeCTAOWTHUX (CTAOUTHUX)
MHOrocTpyKocTH. OJIHOCHO BarKu

Hanomena 1.2.8. V13 npeTXoaHOT cTaBa je jaCHO J1a KpUTHIHE TadKe MPeICTaB/ha]y ONMCTYK-
U]y Ja MPOCTOP KOJIAbMpa y TauKy HPH HEraTHBHOM I'PaiujeHTHOM TOKY. OTymra 3aHUM/bHBA
TOTIOJIOTHja y HUMA.

1.3 'heaumjckm kommaekc npuapyxkea MopcoBoj dyHKIIjuU

Heka je f: M — R Mopcosa dyuknuja. Heduaunmmo ckyn
M* = f Y ((~o00,d]) = {x € M|f(x) < a}.

Ha 3aTBOpenoj MHOroCTpyKOCTH HenpekuaHa (ByHKIUja JTOCTUZKE MAKCUMYyM, T1a je Taja 3a
pasyMeBame TOTOJO0THje MHOTOCTpyKocTH M 10BOJBHO pazymeTrn tonornjy M® 3a 10BOBHO
BeauKko a. OBO HAC MOTHBHUIIIE J]a M3yIaBaMO IIPOMeHe XOMOTOICKOT Thma ckKymnosa M® Kako
nopehaBamo a. Ipyrum peunma mocmarpahiemMo Kako ce Mema TOTOJOTHja MHOTOCTPYKOCTH
M kaja je ,rpaaumo”’ oji Mambux Ka Behum Bpejnoctuma pyHKIHje.

N3 mperxomHOT O/le/bKa 3HAMO Ja 3a NMPOU3BOJBHY MeTpHKy ¢ Ha M TpajeKTopuje Hera-
TUBHOT TPA/IMjeHTHOr TOKa mapa (f,g) He MOTY MOYMI>ATH W 3aBPIIABATH C€ PEryIapHUM
raukama. V3 rora 3ak/pydyjemo ja nehe mocrojaru mpenpeka Jia yjejanadasajyhu Op3une
crycrumo M nyx Toxa m0 M® ako [a,b] cagpzm camo peryaapHe BPeJHOCTH, Ta CAeIH
Ja he ce mpoMeHe y TOMOJOTH]U JieNIaBaTH CaMO Yy KPUTUYHUM BpejHocTuMa. JlomaTHo
KaKO MHOTOCTPYKOCT PEKOHCTYHIIEMO 0] BehuX Ka MamuM BpeTHOCTAMA (DYHKIIHje a WHIEKC
KPUTHYHE TadKe MpeICcTaB/ha MAKCUMAJIHY JUMEH3H]Y MOAMPOCTOPA TAHTEHTHOT MPOCTOPa Y
KOMe KaJa ce KpeheMo BpeITHOCTH (DYHKITUje ONaIajy, jacHo je 1a he HaM WHIACKCU KPUTUIHHUX
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tagaka MopcoBe dyHKIMje f AaTH BHTAIHY TONOJIOIIKY HHMOPMAIU]Y O MHOTOCTPYKOCTH
M. NnyctpyjMo oBO 60/be jeTHUM MPUMEPOM.

IIpumep 1.3.1 Heka je M = T? topyc n nexa je f: M — R dbyuxuumja Bucume.

A0
D

‘. f

&)

Kpurnane takde oBe pyHKIMje 0AroBapajy TaykaMa y KOjUMa je TAaH€HTHA PaBaH Ha TOPYC
xopuzonTtasHa. Oparie je jacHO na QYHKIHMja WMa 9eTHPU KPUTHUYIHE TadKe O3HATEHE HA
CJUITHA €A P1, P2, P3 U Py. LaKohe HUje TEIIKO BUIETH Ja Cy CBe OBe TadKe HeJereHepHCaHe.
[TocmaTpajmo cajta Kako ce Mema Tormosoruja M kako nosehaBamo c.

(1) f(p1) <ec< f(p2)

p1 je TadKa y K0joj byHKIMja BUCHHE JOCTHZKE MHHEMYM, II1a je jacHO aa aa je indy(p;) =
0. Ca mapyre crpane M€ je xomeomopdHO JucKy D? ma mMa XOMOTOICKH THI TadKe
oxrocHO 0 hennje.

(2) f(p2) << f(ps)

-

12

=

Tauxka ps je cegyacror Tuma, oguocHo inds(p) = 1 a M nMa XOMOTOIICKH THII ANCKA Ca
zasterybenoM 1 hesujom.

(3) f(ps) < ¢ < f(pa)

12



Tauxa p3 je Taxobe cemmacror tuma u M¢ ~ MPUel,  f(py) <b < f(ps).

(4) f(pa) >c

12

"/
ind;(ps) = 2 jep je ps Tauka Makcumyma u Baxku M = M€ ~ M®Ue?,  f(p3) < b < f(pa).

Jlaxksie mposa3ak Kpo3 KpUTHUHY TauyKy HHAEKca k ofaropapa Jemberby k henmje. Camxa hemo
HPeTX0/IHa 3allazkKarba YOUIITUTH KPO3 HapejHa JiBa TBphema u jgaheMo CKuie mbUXOBUX
JOKa3a. 3a BHIIE JeTaba nortenaru (5] mwim [7].

Teopema 1.3.2 Heka je f € C°°(M) riarka yHKIHja HA MHOTOCTPYKOCTH €A TDAHUIIOM
M, u nexa je f~'([a,b]) KoMIIaKTaH CKyN Takap Ja He CAJp:KU KPUTHIHE Tadke DYHKIH]E
f. Taua je M nudeomopdan ca M° u M? je nedopmauuonn perpakr ox MP. Ilrasuure
nocroju audeomopduzam F : f~1(a) x [a,b] = f~([a,b]) Takas qa aujarpam

fYa) x [a,b] = fY(a,

([a,0])
x lf
[a, b]

Ckuma jokaza: Hexka je g mpoumsBo/pHa MeTpuka Ha MHOTocTpykoctu M, u meka je Vf
rpagujent dyukiuje f y Toj merpunu. Kaxo je f~!([a,b]) Kommnakran MoxKeMo JedbUHECATH
raatky GyHKIHjy p Tako aa je p(p) = W wa f1([a,b]), m supp(p) camp:kano y HeKoj
kommakTioj okomunu [~ *([a,b]). Tama BekTopcko nomwe X (p) = p(p)V f(p) mma KoMmaxTan
Hocad 1a JedpuHuIlne jeJHonapaMerapeky rpyiy Judeomopduzama:

KOMYTHDPA.

d .
%:Xogot, v = id.
13



[Ipumernmo 1a ayzK TOr TOKa BPeIHOCTH (PYHKIIMje PACTY pacTy KOHCTAHTHOM jeTHHITHOM
opsurom Ha [~ ([a, b]).

d

G o) = i) (540 ) = (TN X)) =1 we (o),

OTHOCHO BasKu:
flo(x)) = f(z) + 1.

Ojariie HUje TEIKO 3aK/byYUTH JIA (Pp_, YCIIOCTaB/ba KesbeHu Judeomopduzam.

Perpakuujy r : M® — M® moxkemo gedunucaTn Ha caenehn madm:

a—f@)(x), © e MP\ M*
r(z) = {<,0 s@ (@), © \
x, rve M*

Tamga npeciankapambe

Oia—fa) (1), T € MP\ M
H(z,t) = {xt( xfé )])\4“

YCIIOCTaB/ha KeJbeHY XOMOTOTH]Y.

Ocraio je jour ga gedpunumemo npecaukasame F : f~1(a) x [a,b] — f~*([a, b]). Huje Temxo
BUJIETH JIa IIPECTUKABAIHE
F(x,t) = ¢1-a(r)

3a10B0OJ/baBa TpazKeHe yCJI0Be.

[]

Teopema 1.3.3 Heka je f : M — R riarka dbynknuja u neka je f~!([a,b]) komuaxTan
W TaKaB Jla CaJp:KH TadHO jeJHy KpHTHUHY Tadky uHjgexca k. Tama MP uma xomoromcku
tun M® ca 3asenbeHoM jeanoMm k hemmjom. Hltapmme, moctoju ckyn e¥ amdeomopdan ca
k—nckom D* rako na je M® U e* nedopmarmonu perpakr ox MP.

Uneja nokasa: Heka je p € crit(f) u f(p) = ¢. @yuxnujy f medopMmuieMo Ha Taj HAUXH
Jla He MemhaMo Opoj KpUTHUYHHX Tadaka. [Ipm Tome mobujemo dbyHKIHjy F Tako Ja je oHa
jennaka dyukmuju f cByma ocum y MopcoBoj okonunn kputudne tadke p rae je F' < f. 3a
IOBOJLHO MaJjio € > () Baxkuhe:

1. F7([c — €,¢+ €]) He caapKum KpuTHIHE TadKe.
2. F((—o0yct ) = fH (o0, 4 ) = Mo

3. F7Y((=o00,c —€]) = M “U H. Ilpu Tome moctoju oxrosapajyha k hemuja e C H
takBa ja je M€ U eF nedopmamuonn perpaxr ox M€ U H, npu 4deMmy BaxKu Ja
oek € f~Hc—e).
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I3 1. MmozkeMo 3ak/myanty ga je F1((—oo, c—¢]) gpedpopmanmonn perpaxt ox F 1 ((—oo, c+
€]) ma u3 2. wm 3. cmemn ma je M ¢U H nedopmamumonu perpaxt ox Mete . Kako y
[c+ ¢, b] Hema kpuTuaHUX BpeHOCTH dyHKIHje f, U3 3. MOXKeMO 3aK/byanTn jaa je M Uek
nedopmannonn perpaxt ox MP.

3 Teopeme 1.3.2. 3mamo ma je f~!(c —€) x [a,c — €] mudeomopdopro ca f~|a,c — €.
Osznauaumo oxrosapajyhn mudeomopdusam ca G. Kako de* € f~1(c — €) 3a nosy hemujy
mozkemo yzeru G(9e* x [a,c — €]) U ek. Baapxkasajyhm uery osnaxy 3a hennjy jacmo je ma
nobujamo ga je MU eF nedbopmannonn perpaxt ox MP.

O
Hamomena 1.3.4 Osaj pesysitar ce jeJHOCTABHO MOXKE YOIIITUTH. AKO CY D1, ..., Py KPH-
TUYHE TaYKe UHIEKCA A1, . .., A, PECIIEKTHBHO KOje 0/Ir0Bapajy KpUTHIHOj BPEJIHOCTH C OH/IA
BayKuU:
c+te c—e¢ A1 A
M~ M Uy e Uy, -+ Uy, e™™
3a HeKe (PYHKIIHje JeIbeIba ©1, . . . O,

Caja hiemo HaBecTH JiBa TOIOJIONIKA Pe3ysTara Koju lie HaM 3ajejHO ca IPeTXO/He J(Be Teo-
peMe oMoryhuTu Ja JI0KazKeMoO [VIABHO TBphere 0BOr ojiesbKa. JloKasu HapeHe JiBe JieMe ce
mory nafin y [5].

Jlema 1.3.5. Heka je X Tomosomku mpocTop, o Heka ¢y fo: SF1 — X m f; : SF1 - X
XOMOTOITHA, TTPEC/JINKaBama. 1aga ce maeHTuTeTa HAa X MOXKe MPOITUTUTH JI0 XOMOTOIICKE

eKBUBaJICHITH]€e
h:X Us DY — X Uy, DF.

Jlema 1.3.6. Hexa cy X u Y Tomosomku mpocrops, u Heka je f : SF1 — X dynxnmja
Jlelberba. Taja ce XoMoToncka ekpuBajiennuja h : X — Y Moye IPOIMTUTUTH JI0 XOMOTOIICKE

eKBUBaJICHITH]€e
H: X Uy DF — X Upop DF.

Teopema 1.3.7. Heka je f : M — R Mopcosa ¢yuknuja Ha IaTKOj MHOTOCTPYKOCTH
M. Axo je M' kommaxTan 3a cee t € R omma M wma xomoronckn tun CTW koMILiexca.
[IpuTom cBakoj k—henuju mpuapyzKeHOr herjcKor KOMILIEKCA OJroBapa TavdHO jejaHa KpH-
THYHA TadYKa HHIEKCa k.

Cruna gokasza: Heka je {¢;} ckyn kpurnanux spegaocrn dbynkmuje f. Kako je 3a cBako t, M*
KOMIIAKTaH, U KaKO cy Kputudne tadke MopcoBe (hyHKIM]e N30JI0BAHE MOXKEMO 3aK/bYYUTH
na {c;} HeMa TauKy HAroMWJIaBama, a CAMUM THM Mopa 6uTu Hajpuire npebpojus. Heka je
CKYTI WHJIeKCa TaKaB Jla oAroBapa pacryheM MopeiKy KPUTHIHUX BPETHOCTH, OTHOCHO HEKa
BaKU

Cp<cr<ca<cecy <.,

Bat < ¢y M! je mpazan ckyn. Ako je ¢y < tg < ¢; M™ he 6GuTn XOMOTOIIAH IUCKPETHOM
ckymy tadaka {p € crit(f)|f(p) = co}.

15



Heka je can ¢;_q < t;_1 < ¢;, ¥ HeKa IIOCTOJH XOMOTOICKA eKBUBasIeHnnja h;_; : Mbti-1 — X, 4
riae je X; 1 neku C'W KoMmILIEKC.

3 manomene 1.3.4. 3aaM0 1a 3a Heko € > 0 M€ mvma XOMOTOICKH THI

MUy, €M Uy, - Uy, e,

Tae Cy pi,--.,Pm € f1(c;) KpuTHUHE TauKe UHAEKCA A, ..., A, PECHEKTHBHO, & (1, ... O
dyukiyje seibema. M3 Teopeme 1.3.2. 31aM0 j1a 1OCTOjU XOMOTOIICKA €KBUBAJIEHIIN]A ;1 °
M¢e—¢ — M-t KomGunyjyhm cBe 0BO 3ak/pydyjemMo ga 3a cBako k € {1,...,m} moxemo
JiebUHUCATH TTPECIMKABAHE

hic10gi10 fr: SM 1 — X .

Cana cmo ckopo y moryhaoctn fa gedurumemo HoB hesmjecku kKommuteke X; Koju he mmatu
XOMOTOICKH THII Ipocropa M¢%1e. Tlorpe6no je ma A\p-henmjy samennmo ma A\, — 1 ckeseTon
KoMILIekca X; 1. 3axBaspyjyhu Teopemu o hejinjckoj anmpoOKCUMAINMjU MOXKEMO 3aKJ/byYUTH
Jla je mpecankaBame h;_1 0 g;_1 0 fx XOMOTOITHO HEKOM IPECJUKABAILY

Yp o ST 5 XM

rae k € {1,...,m}. Ha taj naunu nobujamo CW kommiekc:

— A A
Xi = X;_1 Uy, DM Uy, -+ - Uy, D™,
13 nema 1.3.5. u 1.3.6. Moxkemo0 3ak/byunTn ga MTe mma XOMOTONCKA THI OBOT hienujckor
KOMIIJICKCAa.

OsaBae MHAYKIIjOM HEje TEIIKO 3aK/byUTH Ja 3a ¢Bako t € R mpocrop M mMa XOMOTOIICKH
tunn C'W xommekca npu demy 6poj k henmja oarosapa 6pojy KpUTHYHUX Tavaka WHIeKca k
Koje ce Hasase y M'. Hanmame cy moryha Tpu ciydaja:

e ) KOMIakTHA MHOTOCTPYKOCT

M = M?! 3a mexo t € R, na je 10Ka3 y OBOM CJIy4ajy I'OTOB.

e ) Huje KOMIAKTAH aJy Ce CBe KPUTHYHE Tadke Hajaaze y HekoM MY,

Ba takBo M! ce moxke mokazarm ja je gedopMmanuonn perpakt ox M xopucrehn ce
CJIMYHOM HJIeJOM Kao y J10Ka3y Teopeme 1.3.2.

e Oynknuja f mMa GeCKOHAYHO MHOTO KPUTHYHHUX TadaKa.

Y oBOM caIy4ajy J00MjaMo HA3 XOMOTONCKUX ekpubanennmja {h; : M' — X }; taksux
Jla CBaKa XOMOTOICKA eKBUBaJieHIja 1poimupyje nuperxoany. Oso nam omoryhasa jia
nedbununiemMo npeciukasame h @ M — X momohy jaupexThor jumeca, rie je X =
|U; Xi CW kommekc ca TONOJIOTHjOM AMPEKTHOr jnMeca. lIpeciimkaBame h HHIYKYje
n3oMopdu3Me XOMOTOINCKAX I'PyNa CBUX JAUMEH3Hja Ha je 300r Tora OBO XOMOTOIICKA
ekBuBaJennnja (mormenatu [8)).

]
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1.4 ErsucreHnuja u reHepudHoct MopcoBux hyHKMIHIja

W3 Teopeme 1.3.5. 3Hamo ga je moBosbHO mporahu MopcoBy bYHKIH]Y KoOja 3a10BOJhaBa
yCJIOBE T€ Teopeme jia OucMo Mo 3ak/pyanTu g3 M uma xomoroncku tun CW koMmIiekca
na hemo ce caja nozabaBuTu nutameM ersucreniuje Mopcosux dyHkmja.

CtaB 1.4.1. Heka je M C R" mogmHOrOCTYKOCT. 3a cKOpO cBe p € R”, dbynknuja
fo: M =R, o) = |z = plI*
je MopcoBa dyuximja.

Hoxaz: UzBon dbynknuje f, y Tadku x je

Df,(x)(v) =2(z —p) - v.

Opatiie MOYXKEMO 3aK/byduTH Ja je x € crit(f,) akko z —p L T, M. 36or Tora hemo mocma-
TpaTH HOPMAJHO pacJojere MHorocrpykoctu M y R™.

NM ={(z,v) e M xR"|v LT,M} C M x R".
Ha memy hemo jecdpunucaru mnpecjinkaBambe
E:NM —R", (x,v) = x +v.

Kako N M uma cTpyKTypy MHOroCcTpyrocts npumenom CapaoBe TeopeMe MOXKEMO 3aK/by YUTH
JIa je CKYIl KPpUTHYHUX BPEJHOCTH OBOT IIpeCcIuKaBaiba Mepe Hy/a. Kopucrehun napegau cran
3aK/bydyjeMo Jla BaxKu TBpheme. O

Cras 1.4.2 f, je MopcoBa dbynknuja akko je p € R" perynapHa BpeJHOCT IpecIHKaBaba
E.

Jloka3: p je KpUTHYHA BPEJHOCT MpecnKaBama F aKKO MOCTOju HEKO (Xg,v) € crit(E) Tako
na je E(xg, V) = p. Kako je M monmuoroctpykoct ox R, mocroju kapra y okosmnu U o x
takBa ja cauka U N M y R™ x 0 C R™. ¥ Toj KapT MPBHUX M KOOPANHATHAX BEKTOpa Jaje
Jiokastey 6a3y oj T'M. Tana oproHopmupameM 6a3e 0J1 IpeocTajnX KOOPAMHATHAX BEKTOPA
nobujamo 3a csaxo ¢ € UNM 6a3y (v1(q), ..., vn_m(q)) on (T,M)*. Ha raj nauun nobujamo
JIOKAJIHY Iapamerpusanujy ox N M:

(Uly ooy Uy By e e ey ) = (T(Ug, o U), Z tivi(ug, ..o Up)).
i=1

Opatne je jacHo ma je N M MHOTOCTPYKOCT. Y OBHM KOOpJMHATaMa J100MjaMo:

n—m

R R SLE e vt
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Pauynamem ckajapHHX HPOU3BOJA OBUX 7N BEKTOPA ca DA3ZHUM BEKTOPUMA,

ox ox

ey U1, ., Unem
6”1 ? 7 aUm ? Y )
nobrjaMo MaTpHUIy KOja MMa MCTH paHT Kao Jakobujan o F:

or 0 | N~ 4 Ovg @ o
8u¢ an + ];1 tk a’u,l 8'u,j E)ul Ul

0 Id

Oparie 3ak/pydyjeMo aa je Jakobujan ox F myHOr paHra akkKo je MaTpHIA

or Or ~=~ Ou, Oz "
A t R

i,j=1

UHBEPTUONTHA.
Kako je vy L 2% nobujamo:
J

4 ( %) _ % O i O
8UZ‘ Uk an N U; 8Uj Uk 8uiuj N

Opnarie 3akpydyjemo na je (zg, V) € crit(F) akko je MaTpuna

() o) =V g (a))

Juiu, ij=1

UHBEPTUOUJIHA.

Ca npyre crpane Kaja 3anuiieMo dyHKIH]Y f, ¥ 0B0j KapTu 1001jaMo

dfp Ox d*f, dx  Ox O
=2 —p)- —JP _9 el — ).
Kako je p — 9 = V moxkemo 3akmyuurn ga (zo, V) € crit(E) akko je xg merenepucana
KPUTHYIHA TadKa O fp. [l

Hamomena 1.4.3. Axo je M xunepnospm y R™ u ako cxBarumo M Kao H3BOP CBETJIOCTH,
upu yemy ce cseryiocT kpehe y npasiy BeKTOpa HOpMasie HA M, KpUTUYHE BPEJIHOCTU 1IPEC-
nukaBama F he 6utu tauke y Kojuma je obacjanoct HajuHTeH3uBHUja. OTyHa 101330 MOTH-
BaIlja 3a HA3WB OBHUX Tadaka. KaxkeMmo na je p Tadka dbokyca (KuzKa) MOAMHOTOCTPYKOCTH
M C R"™ ako je p kpuruuna spegaoct ox E (Lat. focus- ormurnre, kamun). Ha npumep y
CJy4ajy KPY:KHUIE jeJIMHA YKUKA je heH IeHTap. 3a BHIle JeTa/ba moraenara 7).

Hamomena 1.4.4. Pekoncrpykumjy noamuoroctpykoctn M C R"™ momohy dbymkmnuje f,
MOZKEMO pazymeru Ha cjefehu nauun. lloctaBumo u3Bop cersioctu y Tadky p € R”. Ilox
IPETIOCTABHKOM JIa Ce CBETJIOCT Kpelie pajujasiHO y ¢cBUM HpaBIUMa jeTMHUIHOM OP3WHOM
W Ja je CBETJIOCT KPEHyJla H3 U3Bopa y TpeHyTKy t = 0, M je meo mmorocrpykoctun M Koju
je obacjan y TpeHyTKy /1.
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max

_-index 1 max

x € M je kpurmuHa Tak4a dyHKOuje f, ako je moamMHorocrpykocr N TanrenTHa Ha cdepy
ca TeHTPOM y P KOja CaJip»KU OBY TadKy.

JacHo je ma ykommko je M sarBopen ckym y R”, 3a cpaxo t € R ckyn M* = Blp,v/t] N M je
KOMITAKTAH.

Teopema 1.4.5. (Burnujea Teopema o yaaramy) Heka je M™ muOrocTpykoct 6e3 rpaHuIie.
Tasa nocroju ytarame i : M — R?*"™! takpo na je i(M) sarsopen y R?"H,

Joxkasz: TTorsemaru [9].

Hamomena 1.4.6. V ciy4ajy Kaja je ¢ *HjeKTHBHO YCJIOB Ja je i(M ) 3aTBOpeH eKBUBaICHTAH
j€ YCJIOBY Jla je MHBEpP3HA CJIUKA MPOU3BOJFHOT KOMITAKTHOT CKYTIa KOMIAKTaH CKYII.

CraB 1.4.7. Ha cBakoj muorocrpykoctu M mnocroju Mopcosa dyuknuja f : M — R Taksa
na je 3a csako t € R, M xommaxTam.

Jlokas: Hexka je dim(M) = n. Tazna suamo na nocroju yiarawe i : M — R*" ! u3 Burnujese
teopeme. Mzabepumo p € R takso na je f, : i(M) — R**! Mopcosa dbyuknuja. ITomro
je i(M) zarBopen 3a cBako t € R, f,'((—00,t]) je kommaxran. Opamie u3 manomere 1.4.6.
ciaenn na je f = f, o4 TpaxkeHa dpyHkuuja. O

ITocnenuita 1.4.8. MHOroCTpyKOCT UMa XOMOTOIICKH THIT NeJHjCKOr KOMILJIEKCA.

Hokaz: Kombunyjyhu nperxonnu ctaB u Teopemy 1.3.5. 3aK/bydyjeMo Ja Baxku TBpheme. [

Mopcosux ¢dyuknuja nma muoro. [IltaBuiiie Mmoxke ce mokasaTtu ja Cy Ha 3aTBOPEHO] MHO-
rOCTPYKCTHU CKOpO cBe riiarke dpyuknuje Mopcose dpyukimje. la 6u cMo 3amcta BHAeH T2
To Baxku Tpeba na gedunuemo romosorujy wa C°(M).

Heka cy caga M u N ase C” muorocrpykoctu (0 < 7 < 00). Ca C"(M, N) oznauunhemo
ckym cBux dyukmuja [ : M — N xmace C".

Heduunumja 1.4.9. Hexka je f € C"(M, N) npoussospna dbyukmuja n neka cy (U, p) u
19



(V,4) nBe nmpomssospre kapte Ha M u R pemom npu demy je K C U HeKM KOMIAKT TAKAB
na je f(K) C V. 3a npoussosbpro 0 < € < 00 CKyT

N™(f, (U, ¢), (v, ¢), K, €)

csux gyukuuja g € C"(M, N) raksux ja je g(K) CV u |[|[D*(o fop ) (z) — Do fo
0 1) ()| < € 3a npoussosbano |a| < r HazMBaMO NpeAGA3HOM OKOJIUHOM OJL f.

Hakie cucrem mpeadasuux okommua {N"(f, (U, ¢), (v,v), K,€)} nam maje tomosormjy Ha
C"(M, N) xojy nazuBamo C" Tomosioruja.

Axo je M jemna C" muorocrpykoct, rae je 0 < r < 00, peayKmujom mocrojehux miam mo-
JaBameM HOBUX KapaTa Moxkemo jobutn CF rnatky cTpykTypy 3a mpomssomno 0 < k <
oo. Oparie ciemnu ja je npousBosbHa C7 muOTOCTpyKOoCcT C7 nucpeomopdpra riaTkoj MHO-
TOCTPYKOCTH.

13 nmperxomHor 3amakama MoxkeMo 3akmyantu jga je C°(M, N) C C"(M, N) te MoxkeMo
nedburncarn C” romnosorujy wa C°°(M, N) 3a npoussobHo 0 < r < 00 THME TITO 3aXTe-
BaMO Jia TO Oyje TOIOJIOTHja MOTIIpocTopa. Vmak NpupoaHo je 3aXTeBaTH Ja TOIOJIOTH])a
Ha C°°(M, N) Ha HEKH HAYUH KOHTPOJIMIIE TOHAIIAKE MAPIHjATHUX H3BOJIA TPOU3BOJHHOT
pejia, 1a JeUHUIEMO TOLOI0Iu]y Ha cjiegehn nadun.

Hedunumuja 1.4.10 C*° Tonosornja je MUHAMAJIHA TOTIOJIOTHja TAKBA /1a CY CBE HHKJIY3H]je
i : C°(M,N) — C"(M,N), r € Ny
HEIPeKUIHEe.

Hanmomena 1.4.11. Hekana ce oBako gedpuHmECaHa TOMOJIOTHja HA3MBA KOMIAKTHO OTBOPEHOM
ronojorujom wa C"(M,N), win Buraujesom ciaabom C” rtonojorujom. Onpasjame 3a
JIDYTH HA3UB JIOJA3W W3 YUELEHUIE Ja OBA TOMOJOTHja HE KOHTPOJHINE OO0 TMOHAIIAE
dyukimja y ,,06eckonaunoctu’. To ce MoxKe MOMPABUTH TAKO TITO y3MeMO jia HaMm PyH-
JameHTanHu cucreMm 6Gasuux okonmHa Ha C"(M,N) 6yay mpecenu npebpojuBux baMumi-
wja {N"(f, (Un, n), (Vn,¥n), Kn, €:) tnen. Ha oBaj Hauwn mobujaMo bUHHUJY TOIOJOIH]Y HA
C"(M, N) kojy nazusamo jaka Burnujesa ronosioruja. Verum nocrynkom Kao u Koj, cjabe
TomnoJioruje nobujamo jaky Buraujey C'°° Tomosorujy. Heku ayropu oBy TOmosOTHjy HA3HU-
Bajy C" Tomosjorujom. Nmak moxke ce mecutn jia jaka BuTHUjeBa TOMOJIOTH]a HUje METPHU3-
abu/Ha jep He Mopa 3aJ0Bo/baBaThU 1. akcumoMy HnpeOpOjuBOCTH, JOK je cjaaba Burnujena
TOIIOJIOTHja YBEeK MeTpu3abuaHa. HapaBHo oBe j1Be TomoJIOrHje ce MOKJIANAjy YKOJIUKO je
muorocrpykoct M kommakTHa. 3a Buine o oBoMe norvegaru [10].

Jlema 1.4.12. Ckyn Mopcosux dyukimja je cByga ryct y C(M).

Jokaz: Heka je f : M — R npomsposbHa ItaTKa dbynknmja u Heka je i : M — RY mexo
yiarame maorocrpykocrn M taxso aa je i(M) zarsopen y RY . Jledunumumo npecinkapame

h:M — RN*L hz) = (f(x),i1(2),...,ix(2))
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Huje Temko mpumerntn ga je u h ymarame u ga je h(M) 3aTBOpeHa moJMHOTOCTPYKOCT.

Bnamo u3 craBa 1.4.1. 1a 3a CKOPO CBaKo
P = (—C+60,€1,...,6N)

dbyuxunja f, : h(M) — R je Mopcosa. Ogatie MoxkeMo 3ak/byauTn Ja je dbyHKInja

takohe Mopcosa. Pacnucusamem dbyHnkimje g 100mjamo

() = f(z) + f(x)* + 2121 hi(z) B e f(z) + 2121 €ihi(w) " 2612 e

2c c

Hexka je caga r € Ny upoussossno, u mexa je (| N'(f, (Uj, ¢;), (vj, 1), K;,0;) upoussospua
j=1
bazna C" okoimHa of f.

JeIHOCTABHO BUJIMMO JIa 33 JJOBOJBHO BEJIMKO C U 33 JOBOJBHO MaJle €; MOpPa GUTH Ja 3a CBAKO
Jje{l,...,m} Baxu

9(K;) C Vj, [D*(¢ 0 fop; ")) = Dy 0 fopi)(w)] <4, o] <7

[TormmiTo je r 6uJI0 MPOU3BOJHHO 3AK/BYUY]jEMO Jla BaxKU TBPhembe.

O

Hanomena 1.4.13. Moxkemo npumeTuTn ja ce NPETXOJHH JIOKA3 MOrao NPUMEHUTH H Y
caydajy ma je M™ rnarka C" mHOrocTpykoct r > 2, jep ce C" muorocTpyKocT Moxke C7
VJIOXKHUTH Kao 3aTBopeH ckyn y R?"1 36or Tora MoxkeMo KoHCTATOBATH /1a je cKyll MopcoBux
dbyukumja rycr y C"(M) (r > 2).

Jlema 1.4.14. Heka je f € C*(M) bynkuuja na C? muorocrpykoctu M, u nexa je K C U
KoMmakTaH ckyn Takab na je f(K) C V rme cy ¢y (U,¢) u (V,9) Heke kapre va M u R
pecrieKTuBHO. AKO f Hema JiereHepucaHe KpUTHIHe Tauke Ha K oHma moctoju § > (0 TaKBO
J1a cBe (pYHKIIHje Koje MPUIAIAjy CKYILY

N2(f, (U, 9), (V,4), K, 6)
HEMaJy JlereHeprcane Tadke Ha K.

Toxkaz: Kako je TBpheme jokaamor KapakTepa MokeMo npeTrocTasutn fa je f: U — R O?
dyukmuja rae je K C U C R™.

h : U — R Hema nerenepucane KpuTu4dHe Tadke Ha K akko je dyHKIuja

P =2 et (a:fahx) ‘

Ooh

pro
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nosuTuBHa Ha K. Kako je K KOMIAKTaH CKYII M f HeMa JereHepucane KPpUTHIHE Tadke Ha
K woxemo 3akspyuntn ga p(f) nocruke munumym m > 0 wa K. Hexka je § > 0 TakBo na
aKo je

2 2
of _on| .| #F_ &h | s
8£Cj 8xj al’lal’] 395,8%
OHJA je
of oh m o0 f 0?h m
2o | " 2o < T Hdef(axiaxj)' - ‘det(axiaxj <3

Jacno je ma 3a takBo 0 > 0 Baxu ga je p(h) > p(f) —m > 0 ogakie MOKeMO 3aK/BYyIUTH 1A
h mema jereHepucane KpuTuaHe Tadke Ha K.

]

Teopema 1.4.15. (I'enepuunoct Mopcosux dbyukuuja) Heka je M 3aTBOpEHA MHOTOCTPYKOCT.
Ckyn MopcoBux dbyHKIHja je orBoper u ryct C(M).

Jloka3: Heka je f mpoussosbaa Mopcosa dpyaknuja. O3naammo ca

(Ulagpl)W"u(UTn)SOm)? (‘/17w1)7"‘7(vm7¢m)
kapre Ha M m R pecrnekTuBHO TakBe jia 10cTOje KOMHakTHu ckynosu Ky, ..., K, 3a kKoje
BayKu
K; C U, f(K;) C Vi,

npu demy je J, K; = M. U3 seme 1.3.14. ciaean ga moctoje 6pojesu §; > 0, 1 < i <
m Taxeu ga ckynosu N2(f, (Ui, ), (Vi,0;), K;, 8;) He canpke dbyHKIEje ca JereHepUCaHAM
KpUTHIHAM Tadkama Ha K;. Omarie je jacHo 1a je

U= ﬂ NQ(,ﬂ (Uza 9072)7 (‘/za 77bz)7 Kiv 51)
=1

jemma 6azna C? okosmna o f Koja canp:xku camo Mopcose dbyHKImje.

Tume cmo nokazanu ja je ckyn Mopcosux dbyuknuja otsopen y C°(M), a u3 jgeme 1.4.12.
3HaMO W JIa je TYCT Ta je J0Ka3 TeopeMe 3aBpIIeH.
O

Hanmomena 1.4.16. Kako je u3 mpeTXoJHor JoKa3a jacHo ja je ckyn MopcoBux (hpyHKIHja
orsopen y C*(M) ako je M 3arBopeHa MHOIOCTPYKOCT U Kako je unkiysuja i : C"(M, N) —
C?*(M, N) uenpexuna 3a r > 2, ciean jga je ckyn Mopcosux dynknuja orsopen y C™(M).
Kombunyjyhu osaj 3aksbydak ca namomenom 1.4.13. moxkemo 3ak/byuutu ja cy Mopcose
dbyuxkimje renepuune y CT (M), (2 < r < o0) ako je M 3arBOpeHa MHOIOCTPYKOCT.

1.5 MopcoBe HejeHAKOCTU

3a can He Moxkemo MHOTO pehm o C'W koMmIuiekey npuapyzkeHoM MopcoBoj dyHKIHjH, jep
HUIIITa He MoxkeMo pehu o XxomoTomnckoM Tumy (pyHkmuja Jgembema. Mmak 3uamo ga je 6poj
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k henuja jennak Opojy KpUTHUIHUX Tadaka wHIAeKca k. To hie HaM JaTu NpBy Be3y aHaJIH3e
1 TOTOJIOTHjE.

Hedununuja 1.5.1. Heka je X Tonosomku npocrop u Heka je F moswe. k-t Berujes 6poj
je mumensuja k-te xomoutomke rpyne Hy(X;F). k-tu Berujes 6poj oznagasamo ca [ (X; F).

Cimano pedunuriemo Berujese OpojeBe n 3a TOMOJIONIKE TAPOBE.

Hedbunnnmja 1.5.2. Heka je (X, A) Tonosomku nap u Heka je F nosme. k-tn Berujen 6poj
Br(X, A;F) je numensuja k-te xomosomnike rpyne Hy (X, A; ).

Hanomena 1.5.3. Berujesu 6pojeBu ce mory jedunucaru u 3a Z xoeduiujeHTe u Taja je
k-tu Berujes 6poj panr cjaoboaHOT jiesa k-Te XOMOJIOIIKE TPyIIe.

CraB 1.5.4. Heka je X CW xommiekc, u #eka je F mome wim F = Z. Tana Baxkn

Bi(X;F) < Bi(Xy, Xp—1; F).

Jlokaz: Tomosomka tpojka A C B C C' uHAyKyje JAyru TadaH HU3

O (B, AR B Hy(C, A F) 25 Hy(C, B F) — ...
Oparie je

Hy(C, A)/ker(j.) = im(j.) < Hi(C, A)fim(i.) = im(jy),

ma je

Br(C, A) < rank(i,) + rank(j.) < Br(B, A) + Bk(C, B).

Y cayqajy ga je F = 7Z cBe mpeTxofHO ce omHOCH Ha cjaobogan Aeo. [Ipumemyjyhu oBo Ha
TpojKy Xj—1 € Xy C Xy mobujamo

Bre(Xp1, X3 F) < Br(Xn, Xo13F) + Br(Xpq1, X3 ).
Nunpykiumjom podujamo

k+1

Bi(Xper1, X3 F) < Z Br(Xi, Xi—1; F),

1=0

rae je X_1 = 0. Oparne xako je Hy(X;, X;_1) = 03a 1 # k, u kaxo je
Hy(X;F) = Hy(Xpy13 F) = Hyp(Xpr, X5 F)

MOKEMO 3aK/bYUHTHU Ja BayKH TBpheme.

]

Hanomena 1.5.5. Kako je X;/Xj_ 1 Oyker k-cdepa, rie cBakoj cdepu oropapa TaqHo
jemna k hemmja, sakmyayjemo na je Hp(Xg, Xp—1;F) = Hp(Xi/Xk_1;F) renepucana k-
hemmjama. Omarie je jacuo ma je Op(Xg, Xk—1;F) 6poj k hemuja y matom CW kommiexcy.
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Osmaunmo ca ci(f) 6poj KpuTHIHuX Tadaka unjaekca k gynkmuje f. Tana Huje Temko BugeTn
Jla, BaxkKu cjaeqeha TeopeMa.

Teopema 1.5.6. (Cnabe Mopcose nejennakoctu) Heka je f € C°(M™) Mopcopa dynkimja
u Heka je [F nmospe nim F = Z. Tana Baxu

cx(f) > Be(M;T), ke {0,...,n}.

Hokaz: Heka je X C'W kommiekc npuapyzxen MopcoBoj dyuknuju f. 113 Teopeme 1.3.7. u
nanomene 1.5.5. je jacuo na je ¢ (f) = Op(Xg, Xp—1; F). Tla kako je M ~ X 3akjpyuyjemo
na je B(M;F) = 5p(X;F) omakie n3 mperxoHOr cTaBa cjiean TBpheme. H

Hedbunnnuja 1.5.7. Kaxemo 1a je Mopcosa dyuknuja f: M — R MuHEMaIHA aKO CBaKa
apyra MopcoBa dyHKIHja TMa 6apeM OHOJIUKO KPUTUUHUX TavdaKa KOJHKO U f.

O3zuaunMo ca -
crit(M)
Opoj KpUTUYHHUX Tadaka MuHuMaJjHe Mopcose dyukiuje na M.
JloaTHO HEKA je
B(M;F) := > Bi(M;F).
i=0
ITocnemumia 1.5.7. Heka je M™ muOrOCTpyKOCT 1 HeKa je [F mome nian F = 7Z. Taga je

crit(M) > B(M;TF).

Mopcose HejeiHakocTH U3 TeopeMe 1.5.6. ce MOTY YOUIITHTH.

Teopema 1.5.8. (Jake Mopcose nejeqnakocru) Heka je f € C°°(M™) Mopcosa dyskiuja
u neka je [F nmome nwim F = Z. Tana

(1) (=) me(f) > (- B(MF),  me{0,... n}

2) 2 (~Dkeu(f) = 2 (1) B,(M;F) = x(M)

Hoxkasz: TToruemaru [5].

Hanmomena 1.5.9. JemnakocT 2. y mpeTXomHO] Teopemu mokaszyje jga je OjrepoBa Kapax-
repuctuka x (M) nezaBucua oy uzdopa F.

ITocnemuma 1.5.10. Heka je M 3arBOpeHa MHOTOCTPYKOCT HemapHe auMeH3uje. Tama je
Ojneposa kapakrtepuctuka x (M) = 0.
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Jloka3: Heka je f : M — R MopcoBa dbyHKIHja ¥ HEKa je n IUMEH3Hja MHOMOCTPYKOCTH.
Tama kako je cx(f) = ch_r(—f) Bakn

V) = ST (1) = S (= Dfen n(—f) = (=) S (=1 e 4(—f)

= (=1)" Y _(=Dfer(=f) = (=1)"x(M).

k=0

OnaB/ie je jacHo Jia ako je n Hemapuo Mopa outu Ja je x (M) = 0.
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2 JbycrepHuk-IllIHupe/ssMaHOBa KaTeropmja

Jbycrepuuk IllHupe/bMaHOBa Kareropuja je y M3BECHOM CMHCJ/LY Mepa KOMILJIEKCHOCTH
TOIIOJIOIMIKOT mpocTopa. (OBa XOMOTOIICKA WHBapHjaHTa HaM jgaje nHMOPMAIHjy KOJHUKO je
HajMame OTBOPDEHNX XOMOTOICKH HajjeTHOCTABHUjUX (KOHTPAKTHONIHUX) CKYHOBa TOTPEOHO
Jla ce MOKpHje 1eo mpocTtop. HapaBHO Kako 0Ba HyMepHdYKa BpeJIHOCT Tpeda Ja Hocu HHGOP-
MAIlfjy O CaMOM MPOCTOPY TOBOPUMO O CKYTIOBHMA KOjU CY KOHTPAKTHOUTHU YV HeMy.

Hedununuja 2.1. Tloackyn A ronosomkor npocropa X je konrpaktubuian y X ako je
nHKay3uja ¢ : A — X XOMOTONCKM TPUBHjaTHO MPECIUKABALE.

Hedunnnnuja 2.2. Jbycrepuuk [ITHupespmManoBa kaTeropuja (Wim camo KaTeropmja) Toro-
JIOTITKOT TIPOCTOPA je HajMame n € Ny TakBo 1a nocroju orsopes nokpusad {Uy, Us, ..., U, 11}
on X mpu gemy je cBaku U; kouTpaktuOmwian y X. Y ToMm ciaydajy murremo cat(X) = n.
Axko TakBo 1 He nocroju nuiemo cat(X) = oo.

[Mokpusau {U;} n3 nedununuje HazupaMo HoKpuBadeMm kareropuje. [Ipumernmo ma U;
MOZKE CaJIPZKaTU BUIITE KOMIIOHEHTH JIOKJIE TOJl CYy OHE CaJprKaHe Y UCTOj KOMIOHEHTH TyTHE
noBe3aHoOCTH o7 X . JloKaxKmMMo TpBO Jla KaTeropuja MMpocTOpa 3anucTa jecTe je THa XOMOTOICKA
NHBAaPHUjaHTA.

Cras 2.3. Ako ¢ : Y — X uma jmecau xomoroncku nuseps3 onja je cat(X) < cat(Y).

Hoxasz: Heka je f : X — Y mpeciukasame Takso ja je go f =~ idx u nexa je cat(Y) = n. O3-
naanmo ca {Uy, ..., Uny1 } moxpusau kareropuje y Y. Kaxo je jacno ga je raga {U; = f~'(U;)}
jeJTHO OTBOpPEHO MOKpuBame on X mokazahemo camo ma cy Uy, ..., U, 1 KOHTPDAKTUOWIHH Y

X.

go f ~idx ma oxarne ciemu jga je go foig ~idx oig =ig . Ca apyre crpane je f(U;)
noackyn of U; m U; konTpakTubunan y X na je foig XOMOTONCKH TPUBHJATHO OJAKJIE CJIe/In
Ja je n go f oiy XOMOTONCKH TpUBHjasIHO. VI3 TpaH3UTUBHOCTH pesaluje 3aKbydyjeMo Ja

je U, KOHTpaKTHOmIan y X.

Hakme U 1y -, Unt1 j€ JeTHO OTBOPEHO MOKPHUBaKe 0 X CKYIOBUMA KOjU Cy KOHTPAKTHOWTHH
y X ma je cat(X) < n = cat(Y). Onasne kako je cat(X) < n < oo 3ak/mpydyjemMo na Ha X
MOCTOJU TIOKPUBAY KaTeropuje. O

Kao pesyirar mperxoHor craBa J001jaMo J1a je KATeroptja XOMOTOIICKA HHBAPUjAHTa OJHOCHO
pazku caeneha mocsaennma.

ITocaenuma 2.4. Ako je X ~ Y onga je cat(X) = cat(Y).

Hanomena 2.5. Kareropuja ce Moxke jgedpuHACATH y3 PA3/JUKY Ja C€ YMECTO OTBOPEHOT
y3UMa 3aTBOPEH MOKpHUBAY. Y CJIyYajy MHOTOCTPYKOCTH OBe JIBe Je@UHUIIH]e Cy UCTe.
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Y mormasspy 1.3. emo Bugenn ga 3a byHKujy [ Ha 3aTBOpeHo] PUMaHOBO] MHOTOCTPYKOCTH
(M, g) mmamo ToMOBY JTE€KOMITO3UIIT]Y:

M= |J w@).

pEerit(f)

Y caydajy MopcoBux pyHKIHja MOYXKe ce MHOTO Buille pehn 0 HeCTAOWITHUM CKYMOBUMA.

Teopema 2.6. Heka je f MopcoBa ¢gyuknuja Ha 3aTBOpeHoj Muoroctpykoctu M", u Heka
je p kpurmuHa Tavuka waiekca k. Tama cy W'(p) m W*(p) yioxKeHH OTBOpEHH IHCKOBH
guMen3uja k u n — k pecrieKTUBHO.

CrpykTypa MHOIOCTPYKOCTH HaM OMOryhaBa /ia Ha jeJHOCTABAH HAYMH BUJAUMO Be3y u3mely
Kputuanux tadaka Mopcose dbyHkIiuje u kareropuje.

ITocnenunia 2.7. Heka je f MopcoBa dyHKIMja Ha 3aTBOPEHO] MHOTOCTPYKOCTH M | 1 HEKa
je k = #crit(f). Tama ce M moxke mokpuTH ca k OTBOPEHHX CKYNOBa KOHTPAKTUOWIHUX Y

M.

Hoka3: Hecrabusan ckynosu nokpusajy maorocrpykoct M (Tomosa mekommosunuja). JacHo
je 1a ¢y OHW KOHTPAKTHOWIHU T1a KaKO CYy YjeTHO W MOJIMHOTOCTPYKOCTH y3uMajyhu meBacTte
OKOJIHE JTOOMjaMO TParKeHU TOKPUBAY.

[]

Hanomena 2.8. Hecrabuinu (cTabGuitHI) CKYTOBH Ce MOTY 33/1e0JbATH JI0 OTBOPEHHX CKYITOBA
KOHTPAKTHOUTHUX y M m y ciaydajy mpou3BosbHe (DYHKIHje ca H30JOBAHUM KPUTUIHUM
TavyKama Kao MTO heMO BHJETH y MOTJIABBY 3, Ma ce HapeIHAa OlleHAa MOKe YONIITUTH Ha
HPOU3BOJbHE IJIaTKe PYHKIM]e 3a Pa3JimKy 01 oleHe u3 nocjeauie 1.5.7.

CraB 2.9. Heka je M 3arBOpeHa MHOTOCTPYKOCT. Ta/a je Op0oj KpUTUIHUX TavaKa MPON3BOJbHE
Mopcore dyukinje Behu o KaTeropmje 0IHOCHO BaKN

cat(M) + 1 < crit(M).

Hoka3: Heka je f : M — R Mopcosa dyukuuja. u wexa je k = #crit(f). U3 nocnenune 2.6.
3HAMO Ja e MHOTOCTPYKOCT M MOKe MOKPHTH €a k OTBOPEHHX KOHTPAKTUOWJIHUX CKYIOBa
na je cat(M) < k omakie ciaenn TBpheme. O

N3pagyrajMo cajia KaTeropujy JiBa jeJIHOCTaBHA ITPOCTOPA.

IIpumepn 2.10.

L. cat(S") =1
Cdepa S™ ce Moxke IMPEKPUTH ca JiBa KOHTpakKTHOW/IHA cKyna. Ha mpumep mMoxkemo

yvzetn U = S"\{N}, u V= S"\{S}, rme cy N u S cesepun u jyxunu nos chepe. 13
crepeorpadcke Mpojekije 3HaMO Ja €y 0Ba JBa ckyma xomeomopdua ca R™ ma cy
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KOHTPAKTHOWIHU, & CAMUM THUM CY U KOHTpakTuOmwiau y S™. Onatie 3aK/bydrjeMo J1a
je cat(S™) < 1. Ca gpyre cTpaHe cdepa je KOMIAKTHA OPUjEHTAOMIHA MHOTOCTPYKOCT
na GhopMa OpHjeHTAIHje 3a/4aje HeTPHBHjaIHy KOXOMOJIOMIKY Kiaacy v HYp(S") omake
3aK/bydyjemMo Ja cdepa He MOXKe OMTH KOHTpaKTHOMIHA, OMHOCHO Ja cat(S™) # 0 na je
cat(S™) = 1.

2. cat(M) =1, M- MebujycoBa Tpaka

HenTpaana kpyzxkuuna MebujycoBe Tpake M je meH mgedopMaiuoHu peTpakT Ia je
M ~ S'. To pasbe ummunupa ja je je cat(M) = cat(S') = 1.

Kareropujy TONOJIONIKOr TPOCTOPA jé 9eCTO TENIKO W3PAMyHATH 114 Cy HAM MOTpeOHe WH-
BapujaHTe KOjUMa MOXKEMO OIeHUTH Kareropujy. IIpumernmo jga cmo y npumepy 1 Bujesn
Ja aKo je kKareropuja Muorocrpykocru M™ myra onga je HJp(M) = {0}. IlraBume axo
je cat(M) = 0 ouga je M ~ x na je H¥,(M) = {0} 3a k > 1. Osaj pesynrar ce Moxe
YOILIIIITUTH.

2.1 KoxoMmoJiomka Jy>K1nHa

Kako je y [le PamoBoj koxomosioruju po06po JeduHUCAH KJIMHACTH [IPOU3BOJ JIBE KJjace
MOXKEMO 3aKJBYIUTH 114 je:

dimM

(Hip(M),+,-,A), Hjp(M) = @ Hjp(M)
k=0
rpajJyucaHa acolujaTuBHa ajarebpa Ha nobeM R.

Heduunumja 2.1.1. cupr(M) je najsehu 6poj n € Ny rakas jia 10cT0je XOMOT€HH IPajLy MCAHU
eJIeMEHTH [0y, ..., [y, € Hjp(M) crenena seher ox 0 taksu ma [aq] A ... A [ay,] # 0. cupg
HA3MBAMO KOXOMOJIONTKOM JyzkuHOM (cuplength) mpocropa M y R.

Pesyarar na je H5(M) = {0} 3a k > 1 ykomuko je M KOHTpaKTHOWJIAH Ce 3aCHUBA Ha
YUHBEHUIU Ja YKOJIMKO Cy MACHTUTETa M KOHCTAaHTHO IIpEC/JIHKaBalbe XOMOTOIITHM OHAaQ IIO
BurHujeBoj Teopemn Mopajy OuTH U TIaTKO XOMOTOIHH (jep cy 06a MpecanKaBamba IJIaTKa).
Onarne n3 Kapranose dbopmyrne nmanmo ja je [of = [id*a] = [Cia] = 0 kazx je deg(a) > 1.
MebhyTum ykoanko nokpusad kareropuje {Uy, ..., U} cajpKu Buie o1 jeJJHOT CKyIa ijan
z';?ﬁ 3a 1 # j He MPUNAJAJy WCTOM IPOCTOPY, Ma je OHIA MPUPOIHO MHUTAFhe KakKo Tpeba ja
cxsatumo [ifa] A [i73]. OBo ce a permmuTu Ha JaBa HAYMHA, WK Jpyradujom jedunuiujom

J
KaTeropuje ujin ajaruMa KoxoMoJomike aireope. OBme hemo mpukazaru 0b6a npucTymna.

Heduuunumja 2.1.2. Heka je M rnarka maOorocrpykocr. A C M je rmarko aMOHjeHTAIHO
KOHTPAKTUOMIAH aKO MOCTOJU TMIATKO mpeciankasame [ : M — M TakBo ga je f|4 = const.

u f~id.
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Hedununumja 2.1.3. I'narka ambujentanua Jbycrepuuk Hlnupessmanosa kareropuja cat®(M)
riaaTke MHOTOCTpyKocTu M je HajMame n € Ny TaKBO J1a TOCTOjU OTBOPEH MOKPHBAT

{Ula U27 s ey Un+1}

ox M TakaB na je cBaku U; riatko amoOujenTaano Kourpakrubumsan y M.

[IpumeTumo J1a je cBAKM CKYI KOjU je aMOUjeHTAJHO KOHTPAKTUOWIAH YjeTHO U KOHTPAaK-
tubutan y M. Onarre mozkemo 3akmyuantu na Baxu cat(M) < cat®(M). Ca mpyre crpane
HHUje CBaKM aMOMjeHTAJIHO KOHTPAKTHOMJIAH CKYll KOHTpakTubmmaan y M.

IIpumep 2.1.4. Beh cmo Bugenu jga je S"\{ N} kourpakrubuian y S". OBaj ckyi Huje am-
OmjeHTaIHO KOHTpakTHOMIan y S™ jep Ou u3 uumenure aa je f|s»\{n} = const n Hempexusi-
HocTu yHknuje f caeqmiao na je f = const omakie 6u u3 pemamnuje f ~ id qobwmim 1a je S"
KOHTPAKTUOMIAH IITO 3HAMO JIa He BarKH.

OBo mehyTum ne 3uaqn ga je cat®(S™) > 1 jep moxemo cmamuru ckynose S"\{N} u S"\{S5}
tako Ja gobujemo ckymose U C S"\{N} u V C S"\{S} koju mokpusajy S" a ambujenTaimo
Cy KOHTPAKTUOU/IHU.

Ha npumep moxemo y3eru ga je U HeKn CKyn Koju cajapzxu jgomy noiycdepy S = {x €
S™ 2,41 < 0} a He cagp:ku HeKy OKoJIUHY cepepHor mosa. OBo je moryhie jep cy u S” u {N}
3aTBOPEHU U JUCJYHKTHH Ha UX MOXKEMO Pa3IBOJUTH OTBOPEHHM CKynosuMa. Onarie cienun
na he U 6uru cagpxan y S"\{N} na oner kopucrehn unmenniy aa cy U n { N} 3arsopenn
W JUCjyHKTHI MoykeMo Hahm oTsopen ckym U’) Takas aa je U C U' u U’ C S"\{N}.

Kaxo ckynose U u (U’)¢ MoxkeMo byHKIHOHAIHO PA3IBOJUTH TIATKOM (DYHKITH]OM MOZKEMO
MOIHUMUKOBATH TOCTOjelly XOMOTOIHjy ign\{n} =~ const. Tako Ja J0OHjeMO TJIaTKy XOMO-
rouujy H xojom U kourpaxyjemo y tauky upu demy he na (U')\{N} Baxuru H(z,t) = x.
JacHo je ma oBy XoMOTONMHjy MOzKeMO riaaTko npoaykutu y {N}. CauaHo MOKeMO KOHCTDPY-
ucatn u V' Tako Ja cajp:Ku ropwy mnosaycdepy.

[IpumeTrMo J1a ¢MO Y TOPIb0j KOHCTPYKIUJH KOPUCTHJIN YUILCHUILY Ja je S" HOpMaJlaH U
Ja JiBa JIUCJYHKTHA 3aTBOPEHA CKyIa MOYKEMO Pa3jBOJUTH TLIaTKOM (yHKuujom (mTo je
IOCJIE/IAIA, er3ucTeHuje pasdujama jeunune). Kako cBaka MHOTOCTPYKOCT UMa pas3bujare
jemuHUIE (2 CAMEM THM je M HODMAJIaH TOMOJIONIKH IIPOCTOD) CANTHAM MOCTYITKOM MOZKEMO
JIOKa3aTu HapeJaHo TBpheme.

Cras 2.1.5. Heka je M muorocrpykocr. Tana Baxku cat®(M) = cat(M).
Hokas: Kako 3namo za je cat(M) < cat®(M) 1oBOJbHO je Jia JIOKAKEMO JAPYTY HEjeHAKOCT.

Heka je {Ui, ..., U,.1} nokpusau kareropuje. Kako cy onrosapajylie HHK/Iy3uje XOMOTOIHE
KOHCTAHTHUM ITPECTUKABABIMA OHE MOpajy OUTH U raTko XomoronHe (BuTHujesa Teopema),
OJTHOCHO TMOCTOje TVIATKA MPeCINKaBaha
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[Tpumemyjyhin Koncrpykimjy us Jeme 2.3.1 (y riatkoj dpopmyaanuju) go6ujaMo KeJbeHy
HejeTHAKOCT.
O

Cata MoxkeMo JiokazaTu cjiejehy orneny.

Cras 2.1.6. cupr(M) < cat(M).

Hokaz: Heka je cat(M) = cat*(M) = | u nmexka je Uy,...,U;.; oxrosapajyhin mokpusad
aMOMjeHTAIHO KOHTPAKTHOMIHEM cKymosuMa. [Tokazahemo ma je [a] A -+ A [oyeq] = 0, 3a
nupousBosbHe o] € Hjp(M), deg(a;) > 1.

Ca f; : M — M o3nauunlieMo HEKO TIATKO IPeCIUKaBakbe TakKBo 1a je f|y, = const. u f ~ id.
U3 f ~id cnenm na je o; = froy + dw;. 360r Tora nMamo ma je:

CARRRRAN AN ffal/\"'/\flj_105l+1+Zﬁl,j/\"'/\ﬁi+1,j
J

rzie je 3a cBako j Gap jegna ox dopmu fj, ... Fi41; TadHA JOK CYy CBE OCTAJIe 3aTBODEHE.
Oparie je u 51 A - -+ A fiy1; Tauna ¢popMma, ma MOKEMO 3aK/BYIHTH 1a je [ap A -+ A ] =
[fran A A fiaual.

Ca apyre crpane u3 f|y, = const. u qumenute 1a je deg(q;) > 1 MOKeMO 3aKJbYIUTH 1A je
(fiai)|v, = 0. Onparie kaxo je {U; } mokpusad on M 3axmbydyjemo gaje fiogA---Aff 0 =
0.

U3 cBera mpeTxomuor caemu aa je [ag A -+ A qpq] = 0 na je cupr(M) < cat(M). O

Kako je /Ie PaMoB KOXOMOJIOIIKH IIPCTEH B30MOPgaH CUHTYIAPHOM KOXOMOJIOIIKOM TPCTEHY
ca KoedunujeHTuMa y R, IpupoHO je yOIIIITHTH IPETXO/HO JI0KA3aHY OIeHY 3a HPOU3BO/haH
KOMYTaTHUBaH IIPCTEH.

Hedbununnuja 2.1.7. Heka je R xomyTaruBaH npcreH u HeKa je X TOINOJOMKH HPOCTOP.
R-xoxomomomika jyxkuua oa X je HajMamu 1eo 6poj tako ga cy csu (k + 1) - TocTpykn
cup npoussoan jenmaku 0y PeLyKOBAHOM KOXOMOJIOIIKOM mpcreny H *(X ; R). Onaj 6poj
o3HaUaBaMo ca cupgr(X) 1 Ha3uBAMO ra R—KOXOMOJIOIIKOM JIyZKHHOM.

Hamnomena 2.1.8. OBa nedbuHUIMja eKBUBAJEHTHA je ca TPETXOTHOM y caydajy R =R jep
PEIYKIIMjOM KOXOMOJIOIITKOT PCTeHa uckbyuyjeMo 0—dopme u3 nperena Te Huje morpedan
JIOTATaH YCJIOB 34 CTeIleH.

CraB 2.1.9. R—KOXOMOJIOIIKA JTyKUHA TMpocTopa X je Mama WIH jeJHAaKa OJ KaTeropuje
Tor npoctopa. OIHOCHO:
cupr(X) < cat(X).

Hoxkas: Hexka je Uy, ..., U1 jean NOKpUBAY KaTeropuje, u HEKa Cy v, . .., 11 € H (X5 R).
3a cBako k € {1,...,[l+ 1} umamo Ayrw TavaH HU3:
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& HY(Un R) ¢ H*(X;R) &~ H*(X,Up R) & ...
Kako je Uy, kouTpakTubuian y X 3ak/py4dyjemo ja je iy = 0. I3 gyror Taunor Husa ciaean
na mocroju [, € H (X, Uy; R) Tako na je j*fr = .

[Ipousson By — - -+ — [j41 je €JIeMeHT IpcTena H (Xlgéi%Ui; R). Wnkysuja j : (X,Uy) —
(X, UT0;) unaykyje xomomopdmsam nperena j* @ H (X, UT1U; R) — H*(X,Uy; R) npn
qeMmy je:

By == Bia) =GB — = B = = = g

Kako je UFIU; = X cnenn na je H (X, UHUR) = H*(X, X;R) =0 ma je g — -+~ —
a1 = 0, omakJie caejim TBpheme.

Ipumep 2.1.10. cat(M?*) > n, rje je M 3aTBopeHa CUMIIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT.

W = wA -+ Aw je popma 3anpemune Ha M 1a je 300r Tora meHa KOXOMOJIOIIKA Kjaca

uerpubnjatna. Ogarie je je cupgr(M) > n.

IMocaeauiia 2.1.11. Cdepa S™ gomynita CUMILIEKTHIKY CTPYKTYPY camo 3a n = 2.

Joka3z: CuMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH MOpajy OuTn napue guMensuje. JlomaTrHo 3HaMo aa
je cat(S*) = 1, na HejeAHAKOCT M3 HPETXOMHOT HPUMepa BaxKu caMo 3a k = 1.

Ca apyre cTpaHe Kako je y JUMEeH3UjH 2 CUMILTIEKTHIKa (popMa 3a1rpaBo popMa OpujeHTaIrje,
1 Kako je S? opujenTabmIHa, MOZKEMO 3aK/bYUUTH Ja S? JONyHITa CUMILIEKTHUKY CTPYKTYDY.

L]
2.2 JleberoBa aumMmeH3uja

Hedunnnuja 2.2.1. Heka je U = {U;} orBopen nokpusad npocropa X. Pej nokpusada (y
osnary ord(U) je najmamu 6poj n € N (ako Takap moCTOji) TaKaB Ja CBaKa Tadka MPOCTOPA
X Hamasu y HajBUIIE N CKyNOBa W3 MOKPUBAYA.

Hedunnnuja 2.2.2. Heka je X ronosnomku mpoctop. Jleberosa (nokpusajyhia) numensuja
je Hajmamu 0poj n € Ny Tako Jia cBaKM OTBOPEH HMOKpuBad npocropa X HMa OTBOPEHO
npodumerbe pea n + 1 nan Mamer. Jleberopy aumvensujy og X o3xadaBamo ca dim(X).

Hanomena 2.2.3. V cayuajy ma je X C'W komiuteke wiam MHOTOCTPYKOCT JleGerosa mu-
MeH3Hja je jeqHaKa JAMUMEeH3UjH NenjcKOr KOMILIEKCA OJHOCHO JUMEH3HMjU MHOTOCTPYKOCTH
(morsenaru [12]). Tume onpasgasamo o3uaxy dim(X).

[Tokazahemo j1a je quMeH3Hja je/IHO TOPIbE OIPAHHYCIHE KaTeropuje y cIydajy mapakoMIak-
THHWX JIOKAJTHO KOHTPAKTUOWIHUX MMyTHO MOBe3aHUX mpoctopa. IIpe Tora mokazahemo jeano
moMohHO TBpheme.
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Jlema 2.2.4. Heka je X mapakommakTan XaycaopdoB TOIIOJOIIKK MpocTop U Heka U =
{Uq4}aca OTBOPEHO MOKpUBaIHE MPOCTOPA pena n. Tajga mocToju OTBOPEHO MPOMUHEHe 0BOT
HOKPHUBAYA

V = {Vig}, ie{l,...,n+1}
takBo jga je Vig N Vig =0, 3a 5 # .
Jloka3: Kaxko je X mapakoMmakTaH MMaMoO pa30Hjame jeJuHHIe moapeheHo Tpou3BOHHOM

nokpusady. [lltaBuine kako je pej nokpusada U KOHAYAH MOXKEMO HHJIEKCUPATH pas3Oujarme
jemmaume oBor mokpupada ca A. OmrocHO mocToju pazbujame jeuHUIE {Qq }aca TAKBO 1A

je supp(¢a) € Ua.
Hexka je caga
Bi = {8 = {a}aca, |40 € A, |Aq| = i}, ie{l,...,n+1}
3a npoussosbho [ = {aq,...,q;} € B; nedunuremo
Vig={r € X|Vj € {1,...,i} @qo,(x) >0, (Vaec A\B) vu(r) < @o,(7)}.

[Tomro U uma konadan pej cjejin ja je 3a cBako r € X KOHAYHO MHOIO (PYHKIHMjA @,
Pa3IMYUTO O Hy/le Y HEKOj OKouHE  ua je Vg orBoper. Takohe kako He Moxe 3a @ # o
OUTH HCTOBPEMEHO () < o (T) M @o(x) > po(x) 3akmydyjemo ga 3a [ # [ mopa
BayKUTH:

Vig N Vig = 0.

N3 penaruje
Vis € (] supp(¢a) € [ Ua

aef a€gf
umamo 1a {Vjz} mpodumyje U, ma je ocrano jom ga mokazxemo je {V;z} moxpusad.

Heka je x € X npoussossno. Tama x € (-, U,, na kako je ord(U) = n + 1 mopa butu ja
jem <n+1. Heka je

Par (T) = Par () =+ = 00, (T) > Py, (T) 2 - = o).
Taga x € Vig tne je f={aq,...,ax}.
]

CraB. 2.2.5. Heka je X mapakoMITakTaH JOKAJHO KOHTPAKTHOMIAH Iy THO MOBE3aH TOMOJIOIIKH
upocrop. Taja je
cat(X) < dim(X).

Hokas: Heka je {Uy, ..., U,y } nokpuBad Kareropuje, u veka je dim(X) = k. Taga nocroju
npodpumeme W nokpusada kareropuje pega najsuiie k + 1. Kopucrehun nperxomny Jsiemy
MozkeMmo tpopunutT W Tako na J1obujeMo nokpuBad

V = {Vs}, ie{l,....k+1}
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npu demy je VigNVig =0, 3a § # (/. Jacuo je na je onna V npodumseme ox {Us, ..., Upir )

Heka je caga G; = Uﬁ Vig. Csaku Vg je KoHTpakTHOHIaH y X jep je caip:KaH y HEKOM
U;. Kako je mpoctop X myTHO moBe3aH n Kako je G; INCjyHKTHA YHHja OTBOPEHHX CKYTOBA
KOHTPAKTHOMTHUX y X MOyKeMO 3aK/byunTH Ja je (G; orBopeH u KoHTpakTuOnmany X. [lopen
tora {G1,...,Gry1} je mokpusau ox X jep je V mokpuBad.

N3 nedpununmje kareropuje cajia MOKeMO 3aKJ/byduTH j1a Mopa outu n + 1 < k + 1.

m
Kaxko cy muoroctpykoctu (a u C'W KOMILIEKCH) JIOKAJTHO KOHTPAKTHOUTHA MAPAKOMITAKHE
XaycaopdoBa IPOCTOPH MOXKEMO H3padyHATH KaTeropujy ciaeaeiimx mpocropa.

npumMmepn 2.2.6.
L. cat(T") =n

déy N --- A df, je dopma 3ampemMuHe Ha TOPYCY, IIa MOXKEMO 3aK/byIUTH Ja je 1 =
cupr(T™) < cat(T™). Ca apyre crpaune dim(T") = n, omakie cjaeau 3aK/byYaK.

2. cat(RP") =n

H*(RP™; Zsy) = Zs[x]/{z" ™). Onatne cremu na je cupz,(RP™) = n, na kako je numen-
suja RP™ n MoxkeMmo 3akspyanti 1a je cat(RP™) = n.

IMocaeantia 2.2.7. Axo je S” mokpuBeHa 3aTBOPEHUM CKymnoBuMa By, ..., B, 1 Tama 6ap
jesan cKkyn B; cajip:Ku 1map aHTUIIOAAJIHUX Tavdaka.

JTokaz: IlpermocraBumo ja ckynosu By, ..., B, He cajap:Ke anTunogaj ne tauke. Heka je
S* ¢ D™, Osmauumo ca C), cKyn TadakKa KOjH PaJMjasIHO [OBe3yje IeHTap JIONTEe U TauKe
u3 cKyma By, (moriegaT CIuKy WCIOH).

Jacuo je ma cy ckynosu Cj KOHTpakTHOWIHA ma ako RP™! exparumo xao D"/ ~| e je
~ uaeHTHdHUKAIK]a AHTAIOJATHEX Tadaka Ha S™, U3 UHI-EHUIE 18 Cy UHKJIY3Hje

iy Cp — RP", k:e{l,,n—I—l}

uHjeKTUBHE (jep By He CaIpKu ap aHTUIOJATHUX Tadaka) jobujamo na cy ckymosu i(C)
koHTpakTubuaHu y RP" . Kom6unyjyhu To ca 4nmeHuIoM Ja cy 3aTBOPeHH 1 J1a TOKPUBAajy
RP™! w3 manomene 2.5. 3akmyuyjemo aa je cat(RP™) < n mro je konrpamuxmuja.

33



]

Hanomena 2.2.8. Kako je mperxo/iHa TOC/AeuIa 3a1IpaBo jegana ¢opMynanuja bopcyk-
ViamoBe Teopeme, BHAMMO Ja C€ W OHA a caMuM TuM W BpayepoBa Teopema o (PHKCHO]
TaYKH MOTY CXBATHTH Kao mocjaemnuiie tora mro je cat(RP™) = n, mTo roBopu y mpuior
HETPUBHUJAJTHOCTH KaTeropuje.

Bunenn cmo seh ma je cat(M) + 1 < crit(M). Onarne je jacuo aa je cat(M)+ 1 jexno nome
orpanmderme 3a 6poj heanja Mopcorux komiiekca. OBO ce MOYKe CXBATUTH U KAO TOCTIETHITA
ciaeneher TBphema.

Cras 2.2.9. Hexa je f : X — Y menpekunno u nexa je Cy = Y Uy CX KoHyC IpecInKaBama
f. Tana Baxmu
cat(Cy) < cat(Y) + 1.

Joxka3: Heka je
B ={(z,t) e CX|t < 2/3}.
Osmaunmo ca A =Y Uy B. A uma XOMOTOICKH THII 071 Y jep ce mIeHTH(MUKANTja JeMaBa y

t =1, na je Y aedopmanuonn perpakr ox A. Onarie je cat(A) = cat(Y).

Ca apyre crpane ckyn C = {(z,t) € CX|t > 1/3} je kourpakTubuian (C ~ CX =~ x).
Kaxko cy A n C orspenn y Cy taksu j1a je AUC = Cy MoxKeMo U3 HapeJHe JeMe 3aK/by IuTH
J1a BazKu

cat(Cy) = cat(AUC) < cat(A) + cat(C)+ 1 =cat(Y) + 0+ 1 = cat(Y) + 1.
O]

Jlema 2.2.10. Heka cy X u Y oropern y X UY. Tana Baxku cat(X UY) < cat(X) +
cat(Y) + 1.

Hokas: Heka je {Uy, ..., U, } nokpusau kareropuje on X u meka je {Vi,..., V,,11} mokpu-
Bau kareropuje o Y. Kako cy X u Y orBopern y X U Y MoxkKeMO Jia 3aK/by4UMO Jia CY
cBU CKymnoBu u3 nokpusada orsoperun y X U Y. Tlopex Tora kako cy KoHTpakTudbmwiin y X

oiHOCHO Y Mopajy 6uru korTpaktubwian y XUY . Onarre cienu gaje {Uy, ..., Upy1, Vi, ..., Vi }

jeman orBopeH mokpusad o1 X UY ckynmoBuMma KOHTpakTuOWIHUM v X UY.
O

Kako je nemmeme k—hesmje oaroBapa KOHYCy Tpec/jnKaBama (MYHKIHje JIeT/berha MOKEMO
3aKJBYYUTH /13 JIoJaBameM jeqHe hemuje mozkemo mosehatn kaTeropujy Hajsute 3a 1. Ogatie
UHIYKIHJOM JIAKO 3aKJby4yjeMo jia Baxku ciaejiehe tepheme.

Cras 2.2.11. Heka je X CW xommaekc. Tana je ykyman 6poj henmja Behu wian jegnak of
cat(X) + 1.

Nmak Kako je Kareropuja XOMOTOICKa HHBapHjaHTa Ouao 6u 1006po IPOIEHUTH je ca HeIUuM
IITO He 3aBucH o1 u3bopa gekommosuiuje. ITocmarpajmo cienehy KOHCTPYKIINjy.
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Xomogionika aekommosuinuja C'WW kominiekca

Hexka je X npocro nosezan CW komiuteke takas ga je H,(X) # 0u Hy(X) = 03a ¢ > n.
Tajia XOMOTOTICKU THIT MOYKE OUTH PEKOHCTPYHUCAH HU30M MOIKOMILIEKCA,

XoCX3C---CX, =X

takBux ja je H;(X;) =03ai > ju H;(X;) = H;(X) 3ai < j. X;;; nobujamMo Kao KOHYC
IPEeCINKABAHA
rae je M(H;1(X),j) MypoB npoctop Takas Ja BazKu

H;(M(Hj1(X), ) = Hja(X)

I CBE OCTaJIe XOMOJIOMIKe Ipyme ¢y Tpusujanme. Oxarie caenn aa ako je H;1(X) = 0 mopa
BaxkuTn X1 ~ Xj, 1a je jacHO Jia caMO HeTPUBHUjaJIHe XOMOJIOINIKEe I'PyIe MOTY HPOMEHUTH
Kareropujy 3a 1. OBakBa JeKOMIIO3UINja Ce HA3HBA XOMOJIONIKA JeKOMIO3UIHja ([OTIe aTw

[13]).

Ako ca H(X) oznaaumo 6poj nosutusaux k 3a Koje je Hy(X) Herpupmjasna u3 nperxojiHe
JIMCKYCHUje MOYKEMO 3aK/byUHuTH Ja Baxku cjiejiehe Tpheme.

Cras 2.2.12. Heka je X mpocTo moBe3aH TOIOJIOMIKA MPOCTOP KOJU HMa XOMOTOICKH THUII
CW xommekca. Ako je Hy(X) = 03a ¢ > n, onga Baxu

cat(X) < H(X).

OBa oreHa yONITaBa ONeHy AaTy AUMEH3MUjOM Y CIyYajy MPOCTO TMOBE3aHUX MPOcTopa. Jorr
omiruje Bazxku cjejehe TBpheme.

Cras 2.2.13. Heka je X (p— 1)-nosesan (p >2)u E={qe€Z|q>0,H,(X)#0}. Axo
je E cagpxkan y k 3aTBOpeHNX mHTepBasa ayxKube p — 2 tana je cat(X) < k.

Hanomena 2.2.14. TIpumerumo na u3 craBa 2.2.12 Mozkemo 3akspyantn jga je cat(CP") < n.
[Topen, Tora 6e3 eKCILIMITATHE KOHCTPYKITHje TTOKpUBada MoxKe ce BujgeTH Ja je cat(S™) < 1
3an > 2.

2.3 BajrxemoBa kKaTeropmja

Y oBoM 0jie/bKy NeMO IIONpaBUTH HPETXOJHO MOKA3aHy IOpiby OleHy kareropuje. Beh
CMO BHJIEIH 12 HUje CBaKH KOHTPAKTUOMIAH CKYNl aMOMjeHTATHO KOHTPAKTHOWIAH (pHMep
2.1.4). Mebyrum, Baxu creneha jsema.

JIema 2.3.1. Heka je X mopmaman tomosonku mpoctop. Tama je cat(X) < n akko mocroju

nokpusame { V1, ..., V,41} rako na je cBaku V; ambujentanno koHTpakTubmian y X, 0JHOCHO
MOCTOJU XOMOTOIIH]jaA
Hj: XxI—X, Hi(z,0) =2, z€X, Hi(v,1)=x;, veV;
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rie je x; dpuKcupana Tauka npuipyzxkena V;

Jokaz: Jacuo je qa ako moctoje opakse xomoronuje Baxu cat(X) < n. JJokaxKnuMmo cynporas
cMmep.

Heka je cat(X) < n. Tama mocroju orsopen nokpusad {Uy, ..., U, 1} 1 xomoTonuje
GjZUjX]—>X, Gj(u,O):u, UEUj, Gj(U,l):ij, UEUj.

[IpumeTnmo 14 je peranmja Uj U; = X ekBuBaJIcHTHA peJIaldju ﬂj U; = (). I3 HOpMATHOCTH
OHJIa 3HAMO Jia MOxKeMO 1TpoHahu orBopen ckyu T Takap ja je

UrcTi,  Tin()U;=0.
7#1

Jape nmonass/pajyhu mocrymnak moxkemo nponahu T Tako ja

Usc Ty,  TiNTy () U7 =0.
J#1,2
Nuagykimujom 101a3UMO 710 OTBOPpEHHUX cKymoBa 17, ..., 7,1 TaKBUX Ja BaXKH
n+1
Us C 1y, T =0.
j=1
Opnarie ysumajyhu na je W; = ch nobujaMo oTBopeHe ckymoe Wy, ..., W, 1 TakBe 1a BaxKn
n+1
W, c W; C Uj, Uw; =x.
j=1

Ilonasspajyhin jour jeqaom oBaj mocrynak nobujamo orsoper nokpusad {V;} ox X Takas ma

Je
V,cV; cW; cW; CUj, je{l,....,n+1}.

Cayta Mozkemo (omer 360r HOpMasHOCTH X ) (DYHKIHOHATHO PA3ABOJUTH CKYTIOBe V; 1 We.
[Ipenu3uuje mocroje Henpekuane (pyHKIHje

Ay X = [0,1], A (Vi) =1, A (W5) =0

mTo HaMm oMoryhasa ja jepuHunIeMo TpaykeHe XOMOTOIIH]je

(o) = 40 re i)
G(z,thj(x)), z e U;
Kana je x € U; U (W;)° C W¢ snamo aa je Aj(z) = 0 na je
G(z,tA\j(z)) = G(z,0) =«

36



ofakJje ciaenu na je H; nobpo nedunucano. Ocum tora H; je nenpekunno Ha U; x I u Ha

W, x I na je H; menpexummo na X x I jep je U; x TUW,; x T =X x 1.
O

Hanomena 2.3.2. VYxkoauko je mokpupad kareropuje {Up,...,U, 1} TakaB jga 3a ojiro-
Bapajyhe MHKIy3Hje BaxKu
ij~ Oy, (rel z;)

TajJa CKynose V; U3 IIpeTXoiHe JeMe MoxKeMo H3abparu Tako Ja x; € V; C T, C U;. U3
JIOKa3a je OHJIa jacHO ja he BaKuTu u

Hj(l’j,t) = Ty, t e [0,1]

Kazxkewmo ma je x¢ memeremepucama 6a3Ha Tadka TOMOJIOMKOr mpoctopa X axo map (X, xo)
MMa CBOJCTBO MPOIIMPEha XOMOTOMHje (MOTIeIaTh o1e/hak A).

ITocnenuiia 2.3.3. Heka je X nyTHo mose3an HOpMaJiaH MPOCTOP €A HeJAETeHEPUCAHOM
Ga3HOM TA4YKOM To. AKO je cat(X) = n Taja HOCTOjU OTBOPEH MOKPUBAY KATErOPHje

Vi, Vi }

TakaBs Ja xo € [); V; u nenpexknane bynkmmje f; 1 X — X, j € {1,...,n+ 1} Taxse 1a je

fi(V;) = o, f~id (rel xg).

JToka3z: 13 nperxojHe jieMe 1 HATIOMEHE jacHO je Jia je JJ0BOJHHO MpoHahu OTBOPEH MOKPUBAY

{U,...,Un,y1} Takas ga je caku U; KOHTpakTHOWIaH y X peaaTHBHO OA3HO] TAUKH (.
Heka je {W1,..., W, 11} nokpusau kareropuje. Taza je

. 4 .

ij =2 Cy,, je{l,...,n+1},

rae je ¢; : W; — X nnknaysuja u x; € X, a H; ogrosapajyha xomoTonuja.

[TormTo je x(y Hegerenepucana 6a3Ha Tayka MOXKEMO MpoHahu meHy OoTBopeHy okojuny N u
KOHTpaxyjyhy xomoronujy

G:NxI—X, G(z,0) = z, G(z,1) = zo, G(z9,t) = xo.
Taxobe kako je mpoctop X nopMmanan moxkemo nponahu orsopen nmokpusad {17,..., 71,11}
TaKaB J1a je o
T; CT; C Wj.
Bes ry6/berba Ha OMIMTOCTH MOXKEMO IPETHOCTaBHTH jaa je To € 1, j € {1,...,k} u xy ¢
T;, je{k+1,...,n+1}. Tana moxkemo gedpuHnCATH HOBY OKOINHY Oa3HEe TadIKe

N =NnWinWyn---NW, N (X\Tpy1) NN (X\Ti1).
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[Ipumernmo fa je N’ orBopena okosnmna Gasme Taduke xo TakBa jga je N'NT; = 0, j €
{k+1,...,n+1}. Ako ca M 03HaINMO HEKY OTBOPEHY OKOJIMHY TadKe T( 32 KOJy BarKh

McMcN

MOZKEMO 3aKJbYUUTH fAa je M KOHTPAKTUOWJIHA PeJIaTUBHO o IMyTeM XoMoTomuje GG jep je
M C N' C N. Hedbunummnmo cana nokpusad {Uy, ..., U, 1}. Heka je

U; = (W; N (X\M))U M, je{l,... k}

U=T,UN', je{k+1,...,n+1}.
[Tpumerumo na kaxo {7;} moxpwBa X wmopa 6utu ga je {U;} takolje orBopen mokpusau
on X jep U; = (W; N (X\M)) UM caapxu cse tauxe uz T; (1 < j < k) ocum Tadaka
Koje mpumamajy M\M a ome cy CBaKaKoO CaJpyKaHe y U; 3a j > k. Ocnm Tora csako Uj
CQJKN Ty W TpW TOME Je JWCjJYHKTHA YHHUja JBA OTBOpEeHA CKyla TaKBa Jla je OHaj KOju
CAJIPKU T( KOHTPAKTUOUIAH PeJaTHBHO To. OBO U YUILEHHIA Ja je TPOCTOP IIYTHO MOBE3aH

hie nam omoryhuTu KOHCTPYKIHU]jy KesbeHe Xomoromuje. O3HaUUMO ca 7; HYT O T, JI0 T
(1<j<n+1).

Baje{l,...,k}
H.(x. 2t 0<t<1/2 _
(@, 2t) =t/ , reW,N(X\M)

Hj(z,t) = {%(Qt —1) 1/2<t<1 ,
G(z,1), reM

azaje{k+1,...,n+1}

H;(x,2t 0<t<1/2
. J(Qja ) — v = / ’ T € jvj
Hj(z,1t) v; (2t —1) 1/2<t<1
G(z,1), re N
[TpumeHOM KOHCTPYKIHje u3 mperxojne jeme ua nmokpusad {Uy, ..., U,.1} 1 xomoronuje Fj

y3 Kopumtherse Hamomere 2.3.2. nobujamo kepenn nokpusad {V;}.

]

OBaj pesysarar MoTuBHIIe yBO)eme HOBE KaTeropuje.

Hedunnnuja 2.3.4. Heka je (X, zo) npocTop ca 6a3nom Taukom. k-tu fat wedge npoussoy
J€ TOTIOJIOMKH ITPOCTOP

TH(X, m0) = {(w1,...,21) € XF | (3F € {1,...,k}) x; = 20}

Hedbunnnuja 2.3.5. Heka je (X, 1zy) HOpMATaH MyTHO MOBE3aH TOMOJIONIKH MPOCTOD Ca
HeJereHepucanoM 6a3HoM TadkoM. BajTxenaoBa Kareropuja je HajMamu O0poj n € Ny Takas
na mocroju npecaukapame A’ 1 X — T (X x) TakBo ma cnenehn qujaram
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X 2 (X, 20)

|
Xn+l

KOMYTHPA Y XOMOTOIICKOj KaTeropuju (ca A je 03HAYEHO TUjaroHAIHO HpecauKkaBambe). OBaKo
nedbunuCcany KaTeropujy osHauasamo ca cat’V (X, zg).

Hanomena 2.3.6. Kao mro hemo Bugern u3 ciaenaeher rBphema oa pedunrunmja je Hesan-
ucHa oJ] u300pa HejlereHeprcale GasHe Tauke I1a OBY KaTeropujy osnadasamo ca cat'’(X).

Crasn 2.3.7. Heka je X HopmaJial 1yTHO 110B€3aH TOHOJIOMIKHU IIPOCTOP €A HeJlereHePUCaHOM
0a3HOM TAYKOM Tg. 1818 BaxKu

cat(X) = cat™"(X, xq).

Joxkaz: Jlokazmumo 1pso ja je cat(X) < catV(X, zo).

Hexa je cat™"(X, z¢) = n. Taga nocroju npecinkasamwe A’ : (X, z9) — (T"H(X, 20), Xo)
TaKBO /13 je
H ., .
A~Aoi.
IIpu Tome Heka je A = H(-,0) u A’oi = H(-,1) O3nauumo ca p; : X" — X npojexnujy Ha
J-1y koopaunary (1 < j <n+1). Hedunumumo npeciukasawa H; = pjoH, u h; = H;(-,1).

Kako je
n+1

TH(X, 20) = U p;* (x0), (A 0d)(X) C T (X, xp)

MOXKEMO 3aK/bYyUHUTH JIa Ne 3a HeKY KOHTPAKTHOWIHY OTBOpeHy OKoJuHYy N OasHe Tadyke X
CKYIIOBH
—1 .
Uj=h; (N), jed{l,...,n+1}

nedbunucaTh jegan orBopeH nmokpusad ox X. llokazkumo jorrn ga cy oBH CKYIOBH KOHTPAaK-
tubmian. Heka je G xomoromuja koja xkoutpaxyje N y tauky npu demy je G(x,0) = z, a
G(z,1) = zg. Tana cy

L UyxI— X, Lj(x,t):{Hj(x’%)’ Osts1/2 i
G(hi(z),2t — 1), 1/2<t<1

TpazkeHe KoHTpaxyjyhe xomoronuje na je cat(X) < n.

[Tokazkumo caja ga Baxku u cat(X) > catVh(X, zg).

Heka je cat(X) = n. 3 nocnenune 2.3.2. 3namo xa nocroju nokpusad {Vi, ..., V, 1} Takas

Aa xg € (); V; u nenpekuane dynxnuje f;: X — X, j € {1,...,n+ 1} Takse 1a je

Hj
fj(‘/;) = Xo, f ~ id (7’6[ Cl?o).
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JledpuHUIITUMO TTPECTUKABAE

A X = TYX, x), A(x) = (fi(z),..., far1(x)).

OBo mpecukaBame je 100po nedunucano jep je {Vi,...,V,11} nokpusad. dedbununmmmo
caJIa XOMOTOTIHN]Y

H:XxI— X", H(z,t) = (Hi(z,1), ..., Ho(z,1)).

Kako 3a cBako j € {1,...,n + 1} mmamo ga je Hj(z,0) = v u H;(z,1) = f;(x) moxkemo
3aKJ/bYYUTH Ja BazKH:

H(z,0) = A(z), H(z,1) =io0A'(x).

omake ciaemn ma je cat’( X, zy) < n.
]

Hamomena 2.3.8. 13 nocaeaune 2.3.2 je jacHo ja je xomoronuja nupecankapama A u io A/
yCTBAapH XOMOTOINja PEJATUBHO 0a3HOj TauKu Xo. CXOMHO TOME eKBHBAJEHTHO CMO MOTJIN
pehn 1a je Bajrxemosa xkareropuja HajMame n TaKBO Ja Aujarpam

(X, z0) N (T"H(X, 20), Xo)

T l

Xn+1

n+1
. . —
KoMyTupa y xomoronckoj kareropuju (Xo = (%o, - .., Z0)).

Cajia ka2 umamo BajrxenoBy jedunuinujy Kareropuje MOKeMoO JOKa3aTH [VIABHE PE3yJITaT
oBOr ojiesbKa. [Ipe Tora HaBOAMMO jejHy Jemy.

Jlema 2.3.9. n-nosesan C'W komiuieke X je xomororncku ekpuBasieHTaH C'W kKomILiekcy
X' ca TpuBmjamanuM n-ckesetoHoM TaksuM fa Baxku dim(X') < dim(X).

Joxkaz: mornegaru [14].

Teopema 2.3.10. Heka je X (n — 1)-nosesan CW xommieke (n > 1). Tama Baxkn

dim(X)

HX) <
cat(X) < —

Hoxkaz: M3 nperxomne jeMe MOKeMO IIpernoctasuTa ga X uma jeany mynaa hemujy e, kojy
hiemo y3ern 3a (Hemerenepucany) 6a3Hy TadKy W HeMa Apyrux hesnja IuMeH3Hje Mambe O M.
Ogro name mvmumupa qa ce THT(X) pasmukyje on X*1 nmouesmm on ammensuje n(k + 1)
rne X5 uma n(k + 1)-henujy gobujeny kao npoussosn k + 1 n-hennja. Heka je k Takpo na
BasKH
nk < dim(X) < n(k +1).
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113 Teopeme o hesnjckoj ampoKcHMAannju mMaMo 11a je amjaronana A : X — X* xomoronma
nexoM hesnjckoM npecinkasamy. Kako je dim(X) < n(k+ 1) u xaxo ce T (X) paznuxyje
o X*! nowermu on aumvensuje n(k + 1), 3ax/mydyjemo fga ce To heqmjcko npecamKaparbe
dbaxToputte xkpo3 TH (X)) ma ce anjaronasa xomoronno daxtoputnte kpos T (X) Onxarne
3aK/bydyjeMO J1a BarKu

cat(X) = cat""(X) < k < dim(X)/n.

ITocrenuma 2.3.11. Heka je M (n — 1)-nosesana muorocrpykoct (n > 1). Taza je

dim (M)

cat(M) <

Hoxkaz: M3 nocaeante 1.3.8 3namo ja noctoju heaumjcku komiuieke X takap ga je M ~ X.
Ocum Tora, u3 mpupo/ie Tor KoMmiriekca (Teopema 1.2.5.) jacno je na saxku dim(X) < dim(M)
I1a W3 TPETXOJHE TeOPEeMe UMAMO Ja BaXKH

dim(X) < dim(M)‘

n - n

cat(M) = cat(X) <

IIpumepn 2.3.12.

1. cat(M) = n (M?*"-npocTo nopezana CUMILIEKTHYKA MHOIOCTPYKOCT )

Beh 3unamo 1a je cupg(M) > n ma kombunyjyhu ca mpeTxomaHoM HOCIeIUIIOM JT00HjaMo

dim(M
n < cupr(M) < cat(M) < % =n.

2. cat(CP") =n
Oyounn-Cryaujea dhopma
7 —
W= 2—8(3ln||77||27 o : -+ :my) € CP"
™

je cuvmektnaka dopma Ha CP™ n m(CP") = 0 ma w3 IpeTXOAHOr MpUMepa CJIeIn
3aKJ/by4aK.

N3 BajrxemoBe dopMysanmje KaTeropuje MOXKEMO BHJETH W Be3y (byHIaMeHTaHe rpyle
MpOCTOpa W KaTeropuje.

Cras 2.3.13. Hexka je X nHopMmajiaH IIyTHO HMOBE3aH MPOCTOP Ca HEJIETEHEPUCAHOM Da3HOM
TadkoM To. Ako je cat(X) =1 onga je m (X) cnobogna rpyna.
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Hoxkas: IIpoctop T?(X,x) Moxkemo cxparutu Kao X V X 1a u3 Bajrxenose medpununmje
KaTeropmje mMaMo Ja jJujarpam

X ‘23 XVvX

b

X x X

KOMYTHPa y XOMOTOIICKO] Karteropuju. Omarie ciean aa aujarpam

71'1 —>7T1 *7T1 )
(X) x m(X)

komyTupa. Kaxo je p; o A = idx MokeMo 3aK/BydInTH Ja je (p1). 0 A, = idy, (x) ma A, Mopa
ouTn MHjeKTUBHO. V3 mpeTxoHor JujarpaMa MOXKeMO 3aK/byYUTH JIa j€ U Y, WHjEeKTUBHO.
Opnare crean na mp(X) Moxkemo cxparutu Kao moarpyiy mp(X) * mp (X)), mrasurre Bazku

m(X) Zim(p) CF, F= (i) (im(A)).

[Tokakumo n1a je F' caobomHa rpyma.

O3HaYMMO ca o; TPOU3BOJbAH HeHyIa ejieMeHT 71 (X ) y MPBOM YHHHOILY CJI000THOT TPOU3BOIA
m(X) *xm(X), u ca @; oxrosapajyhu eaement apyror uunnuona. Crym {a;@;}; je ciobonam
jep caoboman Npou3Boj * He 3ajaje penanuje usmely ynnuiana. Heka je

G = ({a@itil—)-

Jacuo je ma je G C F.

Ca apyre cTpaHe ako je x ped ayxube n = 1y F, Mopa 6utu 1a je j,.x € im(A) na cy npsa
U Jpyra KoopiuHaTa j.x jeanake. Omarie 3aK/bydyjeMo na je x HeKu o reHeparopa G Te
jexeG.

Heka je cag cBaka ped m3 F IysKWHe CTpPOro Mame of n caapxkana y G W Heka je v =
Q107 . .. a0y, ped ayxure ny F. Heka je y = (@) 'og 'z(@,) oyt Oxasae nmamo na je
Y = a,a,r oy ma je y~! peu nyxxune Mame o n Koja IpHIaga F Te 110 MpeTHoCTaBIH

y~! (a camum tum u y) upunaga G. To ja/be umiMnupa ja

T = 100 Y, oy,

~ g

npunaga G. VI3 cBera oBora MozKeMo 3ak/byauTH 13 je G = F ma je m () = im(p,) noarpyma

cJ060/IHe TPyIIe Te je caMUM THM U OHa c0boaHa (Teopema 2.4.9.).
]

Ilocnenmiia 2.3.14. Heka je X HOpMaJiaH TMyTHO MOBe3aH TOIOJIONIKH ITPOCTOP ca Hele-
reHepuCcaHoM 0a3HOM TauKoM . Axo (X)) HHje ciobomma rpyma ouma je cat(X) > 2.
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ITpumep 2.3.15. Heka je M = 83/7H0eHKapeOBa XOMOJIOIIKA, cpepa (]Nje OMHApHA UKOCae-
JpaHa rpyma). Kako ce XOMOJIONIKe rpyTe 0OBOT MPOCTOPa MOKJIAINA]Y Ca XOMOJIOITKAM I'Py-
nmama 3— cdepe moxkemo 3akmpyunti ga je H(X) = 1. Ca apyre crpane m (M) = Tal
je Komauna rpyna ma He Moxke ouTH caobomna. Crora M3 mpeTxomHe HOCAEIUIE MOXKEMO
3ak/pyanTH jaa je cat(M) > 2.

OpaBie je jacHo Ja mpocTop 3a0BOJbaBa CBe ycjoBe crasa 2.2.12 (M je MHOrOCTPYKOCT ma
nma xomoronckn Tun C'W koMmmzekca) ocum yciaoBa aa je M mpocto nosesan. 36or Tora
MOZKEMO 3aKJ/byUYUTH Ja C€ OIeHa

cat(X) < H(X)

He MOYKe TeHepaJn30BaTH Ha IIPOCTOPe KOJU HUCY MPOCTO MTOBE3aHH.

2.4 Tenemna cdopmysanuja KaTeropmje

Y oBOM 0fie/bKY yII03HalieMo ce ca jor jeTHOM pedopMyJIalijoM KaTeropuje Kojy je yseo Ty-
nop enea. 3ajeqHo ca TeopujoM paloHATHE XOMOTOTIHje OHA Jlaje JIABUHY HOBUX PE3yITaTa
M OTleHA KaTeropuje. 3a BuUIe 0 ToMe Tormenatu [11].

Mu hemo nomohy oBe ¢opmynanuje KaTeropuje u3padyHaT Kareropujy achepuaHux CHUM-
NJIEKTHUYKAX MHOTOCTPYKOCTH.

Jla 6ucmo paszymenu [enenny xkareropujy mckopuctuhemo Beh mozuary BajrxemoBy dopmy-
JIAITHAJY.

Heka je X mpocrop ca 6asmoM TadkoM U Heka je A : X — X"H gmjaronana u jnyq :
T (X)) — X" urkaysuja. Osnauumo ca

Gu(X) = P8, jns1) = {(0,2,9) € (X)X X x T (X) [ Ax) = 0(0), jnsa(y) = 0(1)}

xomoroucku pullback parux npeciukaBama (LIOIIe1aTH 01e/bak A)

Go(X) —— TmH(X)

ﬁnl ljn-l—l
X —& 5 xnfl

Ca p, u d cy o3HadeHe IPUPOJHE POjEKITHje.

Cras 2.4.1. Iloctoju ceueme s : X — Gy (X) o1 P, axxo je cat(X) < n.

.5 Dn . =~
Hokas: U3 onespka A 3uamo ga je G, (X) = X dubpanuja na ako umamo s’ : X — G, (X)
.~ H . . . .
TaKBO Ja je P, o 8’ ~ id, W3 CBOjCTBA MOAM3amha XOMOTOIMjEe CICIN J1a HOCTOjH XOMOTOIIN)a

H Taxpa ja je p,o H=H u H(-,0)=s. Osnaunmo s = H(-,1). Taza Baxu p, 05 =
pno H(-,1) = H(-,1) =idx. Opamie MOXKeMO 3aK/byIUTH /I je JOBOJHHO TPAKHUTH CEUCHHe
JI0 Ha XOMOTOIIH]Y.

43



Hexa je cat(X) < n. Taga nocroju npecsmkasame A’ 1 X — T (X)) takBo na je j, 100" ~
A. U3 cBojerBa xoMoTonckor pullback-a mmamo 1a moctoju npecankabame s @ X — G, (X)
TaKBO /I3 HAPEJIHU JujarpaM KOMYTHPa

iy Gn(X) —2— TmH(X)
lﬁn ljnJrl
X ;) X+l

y XOMOTOIICKO] Kareropuju. Onarie je P, 0 s ~ id,.

Hexka je caga s cedeme u Heka je A’ = § o 5. VI3 KOMyTaTHBHOCTH JHjarpama

Go(X) —2— T(X)
ﬁnl ljn+l
X A y Xn+1

Yy XOMOTOICKO] KaTeropuju jacHo je aa je j,i1 o A ~ A ma w3 Bajrxegose nedununimje
Kareropuje umamo jga je cat(X) < n.
O

a 6u oBa jedununuja 6usia oneparusaa Mmopamo upejedunucaru G, (X) Ha HEKU eKCILIUII-
UTHUJU HAYWH.

U3 pedbununuje umamo ga je TH(X) = * rue je * 6asna tauka. Ogarie MOXKEMO 3aK/byYATH
na je
Go(X) ={(0,2,y) € X' x X x TY(X) | x = A(z) = 0(0),* = j1(*) = 6(1)}
={(0,2,y) € (X)! x X x {x} ]0(0) =0,0(1) = +} ~ PX
rjae je PX mpoctop myTeBa Koju nmouumy y *. OmaBie je jacHo 1a ce éo — X MoOKe CXBaTUTH

Kao Qubparmja
QX - PX - X

e je dhubpa QX mpocrop metsbu of (X, *). MoTuBHCAHH OBIM 3aKJbYIKOM jajemo ciaeaehy
JnebuHAIHjy.

Hedunumnuja 2.4.2.

1) Heka Fo(X) 2% Go(X) 2% X osmauasa dubpanujy QX — PX — X.

2) Heka je nedunncana pubpanmja F,(X) 2% G, (X) 2% X. Osnaumvo ca C(i,) = Gp(X)U
C(F,(X)) xomyc npeciukasama i, : F,(X) — G,(X). MoxkeMo TpOIy:KUTH P, 10
qn : C(in) — X Taxo ma Baxu g,(r) = pu(z) 3a v € G(X) u ¢u([y,t]) = * 3a [y,t] €
C(F.(X)).
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3) Konpep3aujom npecaukaBama g, y bubpanujy p,i1 : Gpi1(X) — X (nornenaru ojebak
A.1.) nobujamo ma caenehin aujarpaMm KOMYTHDA.

Gn(X) — Clin) —— G (X)

\ (In/
Pn Pn+1
X

4) Hacras/pajyhn Ha oBaj HaYWH J00HjaMO KOMyTaTuBaH jaujarpam [eHennux dbubparnmja.

PX = Fy(X) —— Fi(X) —— Fy(X Fo(X)

) o
J Lk I

QX = Go(X) — G1(X) — Ga(X Gp(X) — ...

~
g

~
~

Pol p1 p2 Pn

X id > X id > X d d_, X

N3 dyukTopujajHOoCTH OBE KOHCTPYKIIHMjEe CJIejin Jjia BaxKu ciejiehe TBpheme.

CraB 2.4.3. Heka je f : X — Y npeciaukaBame koje uyBa 0a3He Tadke. 1aja 3a CBaKO
n € Ny HHIyKyje KOMyTaTUBaH JTujarpam

]

JomaTHO MOKe ce TIOKa3aTH Jla je OBa KOHCTPYKIIM]ja eKBUBaJeHTHA MPeTXoaH0j. [Ipennsnuje
Baxku cjejiehe rBpheme.

Teopema 2.4.4. 3a cBe n € Ny 0CTOju XOMOTOIICKH KOMYTATUBAH JIUjarPaM.

Onaie n w3 craBa 2.4.1. u u3 ynwennre 1a je G,(X) — X dubpanuja 3akmydyjemo na
MO2KEMO JaTu popMysIanmjy Kareropuje Ha jesuky lemennux dpubparuja.

Hedunnnnuja 2.4.5. (lenenna jedunnnmja kareropuje)

Kareropuja nosesanor npocropa X je n (y osznamu cat(X) = n) akko je n € Ny Hajmamn
6poj TakaB ja moctoju ceuerme s : X — G, (X) o p, rue je

F.(X) = G,(X)—= X
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n-ta 'enenna ¢dpudpanuja.

[enenrn pocTopu cBe 60/be U HOJbE OMKCYjy TOMOJOIIKNA IPOCTOP KaKo ce n rnopehasa. Jla
O6rcMO BHJIE/IM KAKO ce TO ojipakaBa Ha Kareropujy ['enemnux mpocropa 6uhe HaMm noTpedbHO
cinenehe TBpheme.

Cras 2.4.6. Ako je
FS5ESB
dudpanuja, F je nyTHO moe3aH u B je HOpMaJaH MPOCTOD Ca HeJereHepucaHoM 0a3HOM

TAUYKOM TaJa je
cat(E/F) < cat(B).

Hokas: noranegaru [11].

Teopema 2.4.7. Heka je X nosesan TomoJiomkn npocrop. Kareropuja ['enennux mpocropa
je

o cat(G,(X)) =n ako je n < cat(X)
o cat(G,(X)) = cat(X) ako je n > cat(X)
Hokaz: Hexka je cat(X) = k.

Kako je Go(X) ~ * u kako ce G,(X) MOke CXBATHTH KA0 KOHYC MpeCJUKaBama (OIHOCHO
Baku Gy (X) ~ G, (X)UC(F,—1(X))) HHAYKTHBHO MOZKeMO 3aK/byanTh j1a je cat(Gp (X)) <
n. Tloce6Ho omatie caenn fa je Gip(X) < k = cat(X).

U3 nocsenmer qobujamo jta moctoju ceuere s @ X — Gp(X) Tako 1a je py o s ~ idx ma HaM
cras 2.3. maje cat(Gg(X)) > k. Onatne crenn na je cat(Gg(X)) = k.

Gr(X) je koHCTpyHCaHO WHAYKTHBHO MPEKO k KOHyCa MpecjanKaBama. AKO 3a OHI0 Koje
J < k Baxu cat(G;(X)) < j memoryhe je ma nobujemo cat(Gy(X)) = k (cras 2.2.9). Ogasne
¥ M3 IPBOT 3aK/bYUKa y J0Ka3y ciaenn ja je cat(Gn(X)) =n3an < k.

Heka je n > k. Tauma nocroju ceuewe s, : X — G,(X) Takso ga je p, o s, =~ idy.
Opnarie u3 craBa 2.3 gobujamo na je cat(G,(X)) > cat(X) = k. Ca apyre crpane je
Gn(X) ~ G 1(X)UC(F,.1(X)) ~ G,_1(X)/F,_1(X) 1a u3 nperxogHor craBa MOKeMO
sakspyantu 12 je cat(Gn(X)) < cat(X). Kombunyjyhin oBa aBa 3ak/bydka J00HjaMo Ja je
cat(G, (X)) = cat(X).

0

Kareropuja IlpecankaBama

Hedbununuja 2.4.8. Heka je f : X — Y unpeciukaBame. KareropujoMm mnpecimkabamba,
f (v osnamu cat(f)) nasusamo majmamwu 6poj n € N takab qa X Moxke GHTH HOKDHBEH Ca
ckynosuma Uy, ..., U, TakBAM 712 je f|y, XOMOTONCKY TPUBHJATHO 38 CBAKO i.

46



Hagemhemo caa Heke o1 0cOOMHA KaTeropuje MpecauKaBaiba.
CraB 2.4.9. Hexka je f : X — Y npecankaBame. Tana Baxke cienehe ocobume:
1) cat(f) < min{cat(X),cat(Y)}.

2) Akocy g: X =Y u h:Y — Z upecaukasama raja je cat(ho g) < min{cat(g), cat(h)}.
Homarro ako je f : X — Y xomoroncka eksupaseniuja taga je cat(f) = cat(X) =
cat(Y).

3) Axko Im(f*) o3HauaBa CJIMKY HH/LyKOBAHOI KOXOMOJIOIIKOT XOMOMOpdusma taja je cat(f) >

cup(Im(f)).

4) cat(f) < n akko mocroju npecaukasame f @ X — G (Y) Takso na caenehn aujarpam
XOMOTOIICKH KOMYTHPa,

G,(Y)
V Pn
x_1 vy

Kareropujcka TtexxmHa

Hedunnnnuja 2.4.8. Kareropujcka Texxuna koxomosomke kiaace v € H*(X; R)\{0} je
neduHICAHA Ca
wgt(u) >k

aKKO 3a cBako ¢ : A — X TakBo na je cat(¢) < k Baxu
¢*(u) = 0.
Jlema 2.4.9. wgt(u) > k axko p;_,(u) = 0.

Jokas: Hexa je wgt(u) > k. Kaxo je cat(pr_1) < k (jep je cat(Gr_1(X)) = k — 1) na je
Py (u) = 0 n3 redbunummje wgt.

Heka je cam p;_;(u) = 0 u neka je ¢ : A — X UpPOU3BO/BHO IPECIUKABAE TAKBO JIa je
cat(¢p) < k. U3 l'emenne nedununmje kaTeroprje MpecjuKaBamba MOCTOJH MPECTHKABATHE
g: A — Gp1(X) TakBo na je py_1 0 g ~ ¢. Kakxo je p;_;(u) = 0 cieqn na je ¢*(u) =
9" pi_1(u) = 0 ma ogaTae MOXKEMO 3aKBYIHTH Ja je wgt(u) > k.

]
Heduunumja 2.4.9. Ejrenbepr - Mex Jlejuos npoctop K(G,n) je CW komIiuieke ca oc-
0OMHOM 113

G | =
(K (Gm) = {O’ R

Cras 2.4.10. Heka cy u,v € H*(X; R)\{0}. Taga Baxke crenehe ocobune:
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(1) wgt(u) < cat(X)

(2) f:Y = X, [*(u) 0 = cat(f) = wgt(u) u wgt(f*(u)) = wgt(u)
(3) wgt(uUv) > wgt(u) +wgt(v)

(4) we H*(K(m,1); R) = wgt(u) > s, m=m(X)

Hokaz:

(1)

(4)

Heka je cat(X) = n. 36or ceuema s : X — G,(X) umamo ga je s* o pl = id re je
i H(X; R) - H*(Gn(X); R) unjektusno. Opasae nobujamo ma je pi(u) # 0 ma us
nperxogHe JeMe BazKh

wgt(u) <n

Heka je f : Y — X, f*(u) # 0. [loka3 mpBe HMILUIUKAIHjE je UJCHTHYAH JIOKA3Y
nperxojne ocobune. Heka je cam wgt(u) = k. Tana je pr_1(X)*(u) = 0 u pp(X)*(u) # 0.
[TocmaTpajMo KOMyTaTUBaH JHjarpam

Gk—l( )Gk 1(f) G 1( )

pk—ll lpk—l :

x—71 .y

Pr-1(X) 0 Gri(f) = fopra(Y), maje 0 = Gr1(f)*(Pr-1(X)*(w)) = pe—1 (V)" (f*(u)).

36or Tora u3 mperxo/He Jeme uMaMo aa je wgt(f*(u)) > k = wgt(u).

Heka je wgt(u) = k u wgt(v) = m n mexa je ¢ : A — X NPOU3BOBHO NPECTUKABAILE
TakBo Ja je cat(¢) < k+ m. ZKemnmo jga mokazxemo na je ¢*(uUv) = 0. Veaos na je
cat(¢) < k + m xaxe Ja mocroju k + m OTBOPEHUX CKYIOBA KOjU HOKPUBAjy A TakBUX
Jla je PecTpUKIHja ¢ Ha CBAKU XOMOTOICKH TpuBHja’dHa. (3HAUYUMO OBe CKYNOBe ca

Uy,...,Ug, Vq,...,V,, 1 HeKa je
U=U,U---UUy, V=WViu---UV,.

Jacuo je sa onga Baxku ja je cat(oly) < k u ga je cat(oly) < m. Yumwenuna ja je
wgt(u) = k n wgt(v) = m onga mmmaumupa aa je ¢|j(u) = 0 = ¢} (v). dyrn tadnn
HI30BH 32 TomoJonike mapose (A,U) u (A, V) onna najy

ue H(AU), v e H (AV),

upu gemy Baxku u U0 € H* (A UUYV) nuUT — ¢*(u) U d*(v) = ¢*(uUv). Hogaruo
UUY = Anaje H(A,UUYV) =0 n nocaeguano uUT = 0. 360r Tora je ¢*(uUv) =0
Te je wgt(uUv) > k+ m.

[Mornenaru [11].
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Kareropuja cuMmniaeKTudkn achepudIHIX MHOTOCTPYKOCTH

Hedunnnnuja 2.4.11. Heka je (M,w) cumiiekTnaka MHOTOCTpYKOcT. KazxkeMmo na je oHa
CHMILTEKTHIKE achepnana ako je wr,) = 0.

VeaoB wlr,ry = 0 Mozkemo cxBaruTH Ha ciejnelin maumn. 13 Teopeme o yHHBep3aJIHHM
koedunujentuma umamo ja je H?(M;R) = Hom(Hy(M),R) na cumiiekrudky hopMy w
MOXKEeMO pasymeTn Kao xomomopduzam w : Ho(M) — R. Xypepuhes xomomopduzam h :
(M) — Ho(M) je nedunucan kao h(a) = au(i) rae je o : S* — M npejcraBHUK Heke
XoMoTolcKe Kiace u3 mo( M) a i € Hy(S?) = Z je uzabpan u dbuxcupan remeparop. Conxa
Xypesuhepor xomomopdusma im(h) je moxrpyna ox Hy(M). Venos wlr,ar) = 0 kaxe 1a je
Wimny = 0. Teomerpujcku 0BO 3Ha4M J1a 32 CBAKO ¢ S? — M Baxku

/ g'w=0.
§2

Hanmomena 2.4.12. Cpakako je jaCHO Ja CHMILIEKTHYKE MHOMOCTPYKOCTH KOje 33, 10BObaBar-
jy yeaoB mo (M) = 0 jecy cummiektnaku acdepuane. O6prayTo He Mopa jga Baxku. P. Tomnd
je KoHCTpyHcao OecKoHaUHe (paMUIje CAMILIEKTHIKE achepUuIHuX MHOTOCTPYKOCTH 34 KOje
He Baxku mo(M) = 0.

Osnaunmo ca f : M — K(m, 1) kiacuduKaoHO IPeCJIKABAe YHHBEP3ATHOT HATKPHBAHA.

Cras 2.4.13. Yo wlr,) = 0 Baxku akko nocroju w, € H?(K(m,1); R) takso na je
ffur = w.

Joxkasz: TTorsegaru [11].

Cras 2.4.14. Heka je (M, w) cuMiiekTuaku acdepudna Maorocrpykoct. Tana je cat(M) =
dim(M).

Toka3: 13 nperxomuor craBa umamo aa je f*(w;) = w. Omarie MOKeMO 3aK/bYIUTH 12 je
[H(wl) = w™ # 0. U3 crasa 2.4.10. onma umamo

2n = dim(M) > cat(M) > cat(f) > wgt(w?) > n - wgt(wy) > 2n.

]

Beh cmo Bujean Ja YKOJUKO je CHMILIEKCTHYKA MHOrOCTpYKocTH (M, w) mpocTo moBe3aHa
BazKHu 1a je cat(M) =n < dim(M) = 2n.

IIpumep 2.4.15. Heka je M = N x T?! rae je N?" mpocTo moBe3aHa CHMILICKTHYKA,
muorocTpykoct. Tana je cat(M) = n + 2k.

Jokas: M3 mapennor Tephema nvamo 1a je cat(M) < cat(N) + cat(T?*) = n+2k. Ca apyre
CTpaHe aKo €a w O3HAIMMO CUMILIEKTHUIKY dopmy ox N jacHo je na he saxuru [df; A -+ A
dBor N (w'™)] # 0 ma mmamo na je cupr(N) > n + 2k.

]
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CraB 2.4.16. Heka cy X u Y nyTHO mOBe3aHM HPOCTOPHU TakBH Ja je X X Y KOMILIETHO
HOpMaJiaH. Tama je
cat(X xY) < cat(X) + cat(Y).

]

W3 nperxomuux pesyaraTa NpupogHo ce Hamehe cienehe nutame.

Otsopen npobiem 2.4.17. Hexka je M?" 3aTBOpenHa CHMILIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT KOja
HIje MPOCTO IIOBe3aHa M KOja HeMa XOMOTOICKH Tl Muorocrpykoctu N x T?* rre je N

HPOCTO IMOBe3aHa CUMILIEKTHYKA MHOroctpykoct. Oupemutu kKareropujy ox M. a jum je
cat(M) = dim(M)?

2.5 Kareropuja HUCKOJIMMEH3UOHUX MHOT'OCTPYKOCTH

Y oBom ose/bKy hemo kopucrehu Bely dbyHIamMeHTa HE IPyle U KAaTeropuje U3padyHaTH
KaTeropujy 3aTBOPEHUX MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3H]ja 2 U 3.

Kareropuja mospiiu

Teopema 2.5.1. (Nielsen—Schreier) Craka noarpyna H ciaoGonne rpyme G je u cama
crobomua. Illtasumie ako G uma k reneparopa u H wma wagekc n 'y G, oujga je H ciobomnaa
rpyna ca n(k — 1) + 1 rerepatopa.

Hokas: 113 Ban-Kamnenose reopeme je jaco na G = F(S) moxe ja ce Buju Kao dbyHpaMeH-
tasHa rpyna Gykera |S| kpyxkuauma. O3naunMo Taj Tonosomkn upoctop ca X. Jacuo je ma
je X CW xommeke qumensuje 1 (mosesan rpad). 113 reopuje narkpubatba (norsmegarn [15])
MO3HATO je Ja ¢y noarpyne dyngamentanue rpymne m1(X,z) = Gy GHjeKTHBHO] KOPECIIOICH-
IUjU ca HATKPUBAIbUMA ToBe3aHuM mpoctopuma p @ (K, e) — (X, x). Heka je (E,e) TakBo
Ja je p1(F,e) =2 H. Kako je p narkpusarmbe mopa Ouru ja je F nosesan rpad. Kopucrehu
YHILEHUILY /1A je CBAKHM MOBe3aH rpad XOMOTOICKN eKBUBAJIEHTAH OYKeTY KPYZKHUIIA MOKEMO
3ak/byunTn Ja je H ciaobomHa.

Axo je G cioomna rpyna panra p(G) = k, ouga je m(X)® = Hy(X) = Z*, na je x(X) =
Bo(X) = Bi(x) = 1— k. Tlopey Tora p je n-qucHo HaTKpuBame jep je H moarpyia uHjekca n.
Kaxko 3namo jga je x(F) = nx(X) (cBakoj i—hesmmju y X oxrosapa n i—henauja y n-aucHoM
HATKPUBAY ) MOKEMO 3aKJ/bYIUTH JIa je

p(H)=1—x(E)=1—-nx(X)=1—-n(l—-k)=n(k—-1)+ 1.
[

Cras 2.5.2. Heka je M kommakraa nospir 6e3 rpanune koja nuje cdepa. Tama m (M) Huje
c1000/1Ha TPYTIA.

Joxas: Kaxo ab6enuszamuja dyngamentaine rpyme m (N,)® = Hi(Ny) = Z" 1 @ Z, nuje cio-
6onHa AGesoBa rpyna MOJKeMO 3a/by9IuTH Ja HI (byHTaMeHTaIHA TPYTa HeOPHjeHTaOWTHIX
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HOBPIIIH He MOXKe OuTu cao0boaHa.

Heka je cam g # 0. Tlospm M, moxke ce HaTKpuTH ABOJHCHO ca Msy 1. OBo ce moxe
CXBATHUTH Ka0 Zg A€jcTBO (meHTpasIHa cuMerprja) Ha Mo,y (IOrIenaTn camky mCHof).

IIpernocrasumo cana na je mi(M,) cnobonna. Kako je m(M,)® = Hy(M,) = Z* moxemo
3aK/bYyYUTH OHa uMa 2g remeparopa. Ca japyre crpane Kako je My, 1 — M, aBoancHo
HATKPHBAIbE U3 MPETXOJHE TeopeMe MOXKeMO 3aK/by<InTH fa je mi(My,_1) caoboama rpyma
panra 2(2g — 1) + 1 = 4g — 1. Oparue caeau ga je m (Mo, 1) = Hy(My,_ 1) cioboana
AbesoBa rpyna panra 4g — 1. Ca apyre crpane 3uamo ga je Hy (M, 1) = Z*97? na gobujamo
KOHTDA/UKIH]Y.

]

ITpumep 2.5.3.

° cat(Mg) = {

® CCLt(Nh) =2

Jokas: Beh snamo ma je cat(My) = cat(S?) = 1. Ca apyre cTpaHe U3 NpeTXOTHOT CTABA U
u3 nocueaune 2.3.14. moxemo 3akspyunrtu ja je cat(M) > 2 ako je M KoMIIAKTHA [HOBPII
Ge3 rpanuie Koja Huje cdepa. Takohe umamo na je cat(M) < dim(M) = 2 na oxarie ciaeaun
na je cat(M) = 2.

O

Kareropuja 3arBopeHnX 3-MHOTOCTPYKOCTHU

Kareropuja 3aTBOpeHuX 3-MHOTOCTPYKOCTH Ce TaKohe MozKe U3padyHaTH y TepMUHUMA DYH-
JIAMeHTaJIHe TpyIie.

Teopema 2.5.4. Heka je M 3arBopena 3-muoroctpykoct. Taja je
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: m1 (M) - Huje caoboiHa U HUje TPUBHjaTHA

cat(M) =< 2, 71 (M) - nerpuBujaaHa c060aHA TPYIA

: m (M) = {0}

Jlokazahemo oBy Teopemy y cayuajy jga je M opujentadbuira MHOTOCTpYKOCT. Ciryuaj HEeopu-
jeHTabMIIHIX 3-MHOTOCTPYKOCTH je KOMILIMKOBaHUju (noriesaTu [16] 3a Kommieran Jokas).

= N W

Hedbununnuja 2.5.5.

e 3—MHOTOCTPYKOCT je HeCBOJ/bHBa aKO CBaka yioxkeHa 2-cdepa S? — M orpanmdana
yinowen anck D% < M.

e 3—MHOrOCTPYKOCT je mpocta ako M = P#(Q) mmuaumupa ga je P = S wm Q = S3.

Jlema 2.5.6. Ako je 3—wmmorocrpykoct M je HeCBOI/BUBA OHA je W IPOCTA.

Jokaz: Hexka je M necsonspuba. YKoauko je M = P#(Q Mopa mocrojatn yiaozxkena cdepa S?
koja pasasaja M ma npe kommonente (P\D?® u Q\D?). Amu takso S? orpannyasa yJIoKeH
muck D? 36or mecsompusocTr. Onmatae caequ ga je M = M'#S? (jep je S*\D? muck D?).
Oparie caean ga je M mpocra.

]

Teopema 2.5.7. Cueneha TBphema Bazke:

(1) R3 (S?) je HECBOM/BHBA MHOTOCTPYKOCT.
(2) Axo je p: M — M wmarkpuBame u M HecBoi/bUBA, OHJA je © M HeCBOI/bHBA

(3) Jemuna (opujenTabuina) 1pocTa MHOTOCTPYKOCT Koja Hje HecBoabuBa je S xS?. Tltasue,
jejimHa 3aTBOpPEHA OpUjeHTabUIHA MHOTOCTPYKOCT TakBa Ja je mi1(M) = Z je S' x §2.

(4) Ako je m(M) # 0 onga nocroju yioxkena chepa S* < M Koja je IpejcTaBHUK HEKOr
HeTPUBHjATHOTD esemMeHTa o1 mo(M).

(5) TIpoussosbra 3-muorocrpykoct M mozxke OGuTH 3anucasa Kao
M = M4 ... 4#M,

rae je npoussosbHa M, npocra. Iltasume M je opujenTabuina akko je csaka M, opu-
jenradbunana. JlekoMmmosunuja Ha MPOCTE MHOTOCTPYKOCTH je jeJIMHCTBEHA /10 Ha Iep-
MYTaIHA]y.

Hokaz: Tlormenaru [11].

Cras 2.5.8. Heka je M 3arBOpeHa necBoj/buBa 3-MHOTOCTpyKocT. Taja Baxku ciaejehe.

(1) Axo je m = m (M) Geckonauna, taga je M = K(m,1).
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(2) Ako je m = m (M) KoHadHa, Taja je YHUBEP3AJIHO HATKPHUBaELe o1 M XOMOTOICKA
3—cdepa.

Hokasz: Ako je mo(M) # 0 onja u3 uperxojne reopeme 1o, (4) cjeau Ja moCToju yI0KeHa
chepa S — M koja je mpejcTaBHHK HEKOT HeTpHBHjaaHOr ejgementa o mo(M). Kaxo
je M wmecmomspuwBa ciemn ga S? orpaHmYaBa YIOMKEH ANCK. 300T TOTa €JIeMeHT O o (M)
npencTaBber ca S? < M je TpuBHjasaH IITO je KOHTpagmkmmja. OpaTie ciaemd ja je
7T2(M) = 0.

Hokazxumo caga (1). Ipernocrasumo cafa ja je m (M) Geckonaana. Onarie je yHUBEP3aJIHO
HATKPUBAIHE M HEKOMTAKTHO Ta je H3(M) = 0. Onasae caean na je m3(M) = 7T3<M) =
H3<M) u3 Xypesuhese Teopeme (Mje npocto nosesad u mo(M) = 0). OBo oHma UMILIHITHDA
na je m3(M) = 0. XypesuheBa Teopema Moxe OUTH UpuMerbeHa Ha my(M) = m(ﬁ) =
H4(]T/[/) =0 jep je dzm(ﬂ) = 3. Comuno 3akspyuyjemo na je m;(M) = 03a j > 2. 36or Tora
je M = K(m, 1) rue je m = my(M).

Ocrauo je jomn na nokazkemo (2). Heka je mp (M) konauna. Taja je yHuBep3aJIHO HATKPUBAEHE

M sarBOpena 1mpocTo nopesana 3-mMHOrocrpykoct. Oparie cienu jna je M opujenTabuIHa
na u3 [loerkapeose ayamnoctn umamo ga je H(M) = Hy(M) = 0. U3 Xypesuhese Teopeme
HIMaMo J1a je 7r3(]T/[/ )=Z= Hg(M ). Ojatie MOXKeMO 3aK/byUUTH Ja HPECINKABAILE CTEICHA
1S3 _LM unayKyje nzoMopdusam Ha Hs. Kako cy S u M IPOCTO TIOBEe3aHe OBO UMILIUIIAPA,
na je M ~ S3.

O

Ilocnenuiia 2.5.9. Heka je M 3arBOpeHa HeCBO/PUBA 3-MHOTOCTPYKOCT TaKBa Ja je
m(M) # {1} mwueka je f : M — K(m(M),1) = K(m, 1) xracuduKaIMoOHO TPECTHKABATHE
yHUBED3AJHOT HaTKpuBama. OHja je

f*: H3(K(m,1); A) — H*(M; A)
HerpuBujaHo 33 Heke koedurmjente y A. [locebHo HE jeaHa HECBOIA/BUBA MHOTOCTPYKOCT
M we Moke mMaTn cI000HY TPYIY 32 (DyHIAMeHTATHY TDYILY.

Hokas: noraegaru [11].

Hanomena 2.5.10. TIperxoana nocjemuna kaxe jaa nocroju u € H3(M; A) takso ja
je f*(u) # 0. W13 crasa 2.4.10. cienn na je cat(M) > wgt(u) = 3. Ocum Tora BazKu
cat(M) < dim(M) = 3, ma umamo 1a je cat(M) = 3.

Cras 2.5.11. Hexka je M 3aTBOpeHa HECBOABUBA 3-MHOTOCTPYKOCT TakBa jaa je mi(M) #
{1}. Tana je cat(M) = 2 akko je m (M) caobomua rpyma.

Hokaz: IlpermocraBumo npso ja 71(M) Huje cioboaua. U3 gekommnosurmje M #Ha mpocte
muorocrpykoct (Teopema 2.5.7.) umamo na je

M = M4t ... #M,.
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N3 Ban KammeHnoBe TeopeMe uMaMo j1a je
T (M) =7 (M) * -+ -« mp (My).

Onarie kako m1(M) Huje caoboana cieau aa 3a HeKo j, m = m1(M;) jecre HeTpuBHjaaHA 1
uuje Z. 306or Tora je M; necsoijpusa mopej Tora mrro je npocra muorocrpykocr (Teopema
2.5.7.). Oparnie uz nocnenuue 2.5.9 f*: H3(K (w7, 1); A) — H3(M; A) je nerpusujajino 3a
Heke koedunujenre A. TTocmarpajmo cama KOMyTaTuBaH Aujarpam

M=M#. . #M, ——— MyV-- VM, ———— M,

| ! !

K(m(M),1) ——— K(r' % x 7% 1) ———— K(77,1) -

o
K1) v.-- v K(r* 1)

['opme XOpW30HTATHO TpecIuBambe je MpecauKaBambe cTelleHa | Koje WHAYKYje WHJeKIu]y y
KOXOMOJIOTHJU ca MPOU3BOHHUM KoedurujenTnMa. CHerujasao

H*(Mj; A) — H*(My# ... #M,,; A)

je mujextupno. Kommonyjyhu oo ca f* sumumo ma je H?(K(m (M),1); A) — H3(M; A)
HeTpuBHjaHO. Kako n y mperxoanoj namomenn u3 crasa 2.4.10. 3akspyayjemo na je cat(M) >

3.
oka3 apyre umintukanuje noriegaru y [11]. O

Jokas reopeme 2.5.4: (opujenrtabusan ciydaj): Ako je m (M) = {0} omma je M ~ S?
na je cat(M) = 1. W3 craBa 2.5.11 je cat(M) = 2 akko je m (M) caobomua. Ako je
cat(M) = 1 n m(M) # {0} onma u3 craa 2.3.13 crenn na je m (M) cnobogra rpyna
mTOo je KOHTpaauknuja. Omatie 3akmpydyjemo na je cat(M) = 1 eKBHBAJIEHTHO TOME A je
m (M) = {0}. IIpeocraje jorn caydaj kama je cat(M) = 3 a TO je eKBHBAJEHTHO TOME Ja
m1(M) Huje TpuBHjaIHA HUTH CJIOOOTHA.

]

ITpumep 2.5.12. Heka je M = Sg/fﬂoeHKapeOBa XOMOJIOIIKA, cepa (INje OMHApHA UKOCae-

napasHa rpyna). Kako je m (M) = I KoHauHa HETPUBHjAJHA I'Pya CJIEIN J1a HUje CI0001HA
ma MOKeMO 3aK/pydnTH aa je cat(M) = 3.
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3 Kpurnune tauke (pyHKIMja 1 TOIIOJIOTHja MHOI'OCTP-
YKOCTH

Hedbununuja 3.1. Kaxkemo ma je ¢dymkmuja f : M — R MuHEMaIHA aKO CBaka Jpyra
raTrka (pyHKIuja uMa dapeM TOJUKO KPUTHIHUX TadakKa KOJIUKo U dbyHKIH]ja f.

Bpoj kpuruunux tavaka Mmunumasae dpyukimje o3nadunhemo ca crit(M).

VY IpBOM HOIIAB/BY CMO BHJIEJIU JIa HA 3aTBOpeHoj PuManoBoj Muoroctpykoctu (M, g) Hecra-
oune muorocrpykoctu W (p) Mopcose dyukimje f Moxemo 3agebpatn y3umajyhin muxose
MeBacTe OKJINHE TaKO J1a J00MjeMO OTBOpeHe KOHTPAKTUOWIHEe MHOTOCTpYyKocTH. OmaTie cMo

MOTJIM 3aKJ/by9UTH J1a, je -
crit(M) > 1+ cat(M).

Nako wecrabuinu ckymoBu W*(p) HHCY HYKHO MHOTOCTPYKOCTH AKO Cy KPUTHYHE TadKe
dyuKIMje f mereHeprcane OHU H Jajbe jeCy KOHTPAKTUOMIHU U MOXKEMO HX JTUHAMUYIKA
3a/1e0/baTH 10 OTBOPEHUX KOHTPAKTHOMJIHHX CKyHOBa oOJak/je u3 ToMoBe TEKOMIIO3HUIIH]eE
jacHo Jia cjaen jia je

crit(M) > 1+ cat(M).

3a 0By KOHCTPYKIIHjy MOTpebaH HAM je ajgaT J1a KOHTPOJIHUIIEMO THHAMHKY.
3.1 KonaujeB map

Y oBoM TrorsiaB/by iemo 3a JeuHUCAH TOK © YMECTO O3HAKE ¢y (X) KOPHCTUTH O3HAKY @px. Y
oyiesbKy 1.5. ¢MO 3a KPUTHYHY Tauky p TakBy Ja je f(p) =cuszae>0u 7 > 0 nedunucanu
CKYyT

NgT = {z € M|f(2) < cte, flpa) > c— ey

Kako Bpenoctu pyuknmje onagajy AyzK HeraTUBHUX IPAJIUjEeHTHUX TPAjeKTOPHja MOTJIH CMO
3aK/bYUNTH JIa KaJl TpajeTopuja jeJlHOM u3ahe u3 0BOI' CKyTia BHIIIE Ce HUKA/I He MOYKe y hera
BPATHUTH.

Yupago 3a oBe ckynose Kopucruhemo 3a1eb/batbe HecTabuIHuX (CTabuIHIX ) MHOIOCTPYKOCTH
U 3a TO HaM je nmoTeOHa Beha KOHTpoJa m3/1a3a u3 cKyna Te hemo pedunucaT cKy

Ly" ={x € N7|f(parw) < ¢ — €}

Hedbunnnnuja 3.1.1. Heka je ¢ = {¢;} Henpekugan TOK Ha TOIOJOIIKOM TIPOCTOPY X.
Konanjes nap (N, L) 3a n3o0Bany bUKCHY TA4Ky P TOKA © CACTOJU Ce O Tapa KOMIAKTHUX
normpocropa (N, L) koju 3aj0Bo/baBajy ciaenelie ocobume:

(i) p € int(N)\L
(i1) NN Fix(p) =p
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(i) x € Lm ppgr CN = ¢(x) € L

(iv) x e Nuor(r) ¢ N = Ft€|0,T), oi(x) € L.

Hanomena 3.1.2. Ckyn N u3 nebununuje nasusamo Kommujes 6sok. Ocobune (i) u (i)
HaM KazKy J1a je N 3aTBOpeHa OKOJIMHA OJ1 P KOja He CaJapzKu Jpyre (pUKCHe Tauke ToKa . 13
ocobune (7i1) BUAAMO Ja ako Tadka r yhe y L Mopa octatu y meMy JoKje rof e m3alje us
N. Honarno u3 (iv) MOXKEMO 3aK/bYIUTH JIa je jeJHI HAaduH Ja Tadka u3ahe u3 N mposazak
kpo3 L. 36or Tora L Ha3swBaMo W3Ja3HUM CKymom o V.

Teopema 3.1.3. Heka je f : M — R mrarka dynknuja Ha PuMaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH
(M, g), n Heka je ¢ jemuHa KpUTHYHA BpeaHocT y [a,b] (a < ¢ < b), mpu wemy je f~1([a,b])
kommakTan. Axo je p € crit(f) N f~1(c) uzonoBana kpuTuuHa Tauka, OHJA je 3a JOBOJHHO
MaJio € > 0 1 3a JloBOJbHO MaJjio T > 1 map

(N7 L) - (N;’Tﬂ L;T)
Kowniujes nap.
Joka3s:

(1) Kako je p € crit(f) u f(p) = ¢ 3akbyuyjemo ja je p GUKCHA TauKa TOKA ¢ Te je OlaTie
p € N. Kako ¢y f u fop, HempeknHe MOKEMO 3aK/BYYUTH TOIATHO 1a je p € int(N).
[opex Tora f(p2-p) = f(p) =cnap ¢ L

(17) Kako je p m3omoBana KpuTHIHA Tauka MokeMo Hahu ey okonnHy U Koja He caap:Ku
Jpyre kKpuTudHe Tadke. I3 jgeme 1.5.3 MoxKeMO 3aK/by4YUTH Jia je 3a JIOBOJHBHO MAJO
€ > 0 1 A0BOJPHO BEJIMKO T > 1 BaXKH

N =N C U

(131) Kako dyukumja f omaga g1y TOKa MPETHOCTABKA ¥ (ii1) je eKBHBAJIEHTHA TOME A je

peL, ¢i(p) € N

3a Heko t > 0. I3 ucrte nmpeMuce uMaMo U 1a je
flo2rpip) < flp2:p) < c—e

(iv) Heka je z € N u pprx ¢ N 3a weko 1" > 0. Axo je x € T moxemo camo y3etu t = 0 ma
hiemo 360r ToOra npernocraBuTe na r ¢ L.

Hakne x npunaga N\ L. U3 (i7) gobujamo ja je p jeauna Kpurudana tadka y N, KAKo
T He MOXKe OMTH He MOXKe ONTH KPUTHYHA Tadka f jep Mmocje HEeKOT BpeMeHa M3J1a31
u3 N, n Kako je [N myTHO OBE3aH MOYKEMO 3aKJbYUHUTH J1a TTOCTOJU TIyT O p 10 = Y IN.
[Topen Tora mMaMoO J1a BaXKH

f(z) <c+te, flparr) > c—, flprirp) <c—e (1)
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Cana hemo mokasaTw Ja MOCTOjU jeIMHCTBEHO BpeMe o > () 10 KO ce TpajeKTopuja
uHasnasu y N\L u jenuncrseno Bpeme 5 € («, 1) HaKOH KOTa TpajeKTopuja HAmyrmTa N
sayBek. Tama 6mio Koje t u3 [, ] 3amoBosbaBa yeaos (iv).

TpajekToprja Koja CaIp:Ku p He CaJpKU KPUTHIHE Tadke (jeMHCTBEHOCT pellerha
nudbepeHnuja X jeqHadnna) na GyHKnuja f CTpoOro omaja Ay Te TPajeKTOpHje.
Ouarsie u u3 japyre jse Hejeguakocru y (1) pobujamo jia HOCTOjU JeMHCTBEHO BpEMe
T. € (21,7 4+ T) 3a koje je f(pr,x) = ¢ —e. Kako o > 0 Tpeba 6uru Hajpanuje Bpeme
3a KoOje ce TpajeKTopuja Hanasu y L 3akipydyjemMo na tpeba outu f(po,pa) = ¢ — € ma

je
a=T,—27 > 0.

Ca npyre cTpaHe (3 je TOCJebN TPEHYTAK Y KOMe ce TPajeKTOpHhja Koja MOounumbe yV &
Hajasn y N ma 3ak/bydyjeMo Ja Tpeba OuTH

f(prip2) = f(prppr) = c — €.
Opmarne mobujamo T, =27+ a =7+ [ 1e je
B :=a-+T.

[Tokazkumo npBo ga p,x € N 3a s > 0 akko s € [0, J].

Heka je s € [o, 8] mpoussopro. Tana je f(psz) < f(x) < ¢+ € nomro je x u3z N.
Homarao 7+ s < 7+ =T, na je f(orosx) > flprx) = ¢ —e. Kako je x nmoBesano
nyTem ca p yayrap N ¥ Kako JayxK myTta t — ¢;(x) Baxku 3a csako t € [0, s]

f(@tl’> < f(l‘) < c+e, f(SOT()OtI> > f(QOTSOSx) > Cc— €.

3aK/byUyjeMO /1a (& TPHUTaIa NCTO] KOMIOHEHTH MyTHE TOBE3AHOCTH CKYyTa

{w € M|f(x) < c+e, flpo()) = c—eb.

Kao u p na je s, € N.

Ca npyre crpane ako je s > [ onga je s +7 > [+ 7 = T, na kako GyHKIHIja CTPOro
omnaja JIyzK TpajeKTOpHje MOKeMO 3aK/bYIUTH J1a je

florpst) = f(psirx) < florx) =c—e.
na jgobujamo ja psr ¢ N.

Hokazkumo cafa ga 3a s > 0, p,x € L akko s € [«, [].

Axko s € [a, B] u3 nperxoaHor 3ak/pydka 3HaMo ja je @sx € N jep je o > 0. dogarno
UMaMo JIa je

f(SOZT(PS(x)) < f(‘PQTSOOJE) = f(%p?rng*—?Tx) = f(QOT*ZB) =Cc—¢
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na sx € L.

Axo je p,x € L Taga He Moxke 6utn s > [ jep Taga p,r He npunana uu N. Ca gpyre
crpame ako s € [0, «) gobujamo ma je

f(SOQTSOsx) > f(SOQTSOaﬂf) =cCc—€

na psx ¢ L.

Yaumajyhu nveko t € [«, 8] nobujamo na 3a (N, L) Baxu ocobuna (iv).

3.2 JbycrepHuk-IIInupesbMmaHoBa Teopema

Cajsa cMO cupeMHU Jla TIOKazKeMo JIa ce HECTAOWIHH CKYIIOBU MOTY 33/1e0/baTh /10 OTBOPEHHUX
KOHTPaKTUOMIHUX cKymoBa. lIpe Tora yBemhemo momaray HoTanujy Koja he nam omoryhurn
jeTHOCTABHU]Y WHTEpIpeTaNnjy mpeacTojeher pesyarara.

Hexa je N = Ny7. Ca N hemo osnauurn ynyrpammoct ckyna N. ITpumernvo takohe na ce
TOTIOJIONIKA I'PAHKIIA OBOT CKYyIIa MOXKe BUJETH Kao JIUCjYHKTHA YHHUja TPH CKyIa

ON=N"UN-UN’
rje je
o Nt ={ze M|f(x)=c+e, f(p;x)>c— €}y - MecTo ynacka y N
e N- ={ze M|f(x) <c+e, f(p;x)=c— e}y - MecTo n3nacka uz N
o N'={ze M|f(x)=c+e f(p-x) =c— €}y - MecTo onbujama ox N

IpU TOMe CMO ca {. ..}y O3HAYMIN YHH]y KOMIOHEHTH MOBE3AHOCTH JATOr CKyIa CajzKpaHe
y N. Jacno je na cy NT n N~ nekommnakTre xureprnospm y M a N° je saTBopena moamao-
rocTpykoct y M koammensmje 2.

Teopema 3.2.1. Heka je f rarka ¢ynknuja va 3arBopenoj PumanoBoj MHOTOCTPYKOCTH
M koja mMa W3070BaHe KPUTUYHE TAYKe, & CAMUM THM KOHAYHO MHOTO HuxX. (O3HATIMO
UX ca pq,...,p. Taga mocroju orBopero mokpusawme {Wi, ..., W,} ox M 3anebibamuMa
HecTaOMJIHUX CKYIOBa KOHTPAKTHOMJIHUX y M, OIHOCHO BaKH Ja €y cKynosu VV; oTBopeH:
Ipu 9eMy je

Wj D Wu(pj), in ZCpJ., jG{],,Z}

Jokaz: Ilpumernmo j1a Kako je M J10KaaHO KOHTpaKuTHOMIAH XaycaopdoB TPOCTOP U KAKO
KPHTHYHUX TadaKa UMa KOHAYHO MHOTO TIOCTOje OTBOpeHHW CKYIOBH V; TaKBH Ja je CBakKu V;
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kouTpakTuOunan y M. Illrasumie MoxKeMO y HEKOj KapTu U3abpaTh JOBOJHHO MAJIY OTBOPEHY
JIONTY OKO KPUTHYHE TadKe p;, & by MOKEMO PaJnjaJJHO KOHTPAXOBATU Y P;.

Ha ocnosy Teopeme 3.1.3 u jeme 1.3.3 moxkemo nahu Komnmjese napose
(Ni, Li) = (N7, L), ied{l,....1l}
takBe fa je N; C V;. Jledunummumo caja 3a1ebpama:

Wi = .00 = | oM, ie{l,..., 1}

>0

Kako ¢y ¢y : M — M madeomopdbusmu u xako ¢y N; = int(N;) oTBopenn caemu aa u
ckynosu Wi, ..., W, mopajy outu orsopenun. [lopes Tora

jvi = {ZE € M|f(1") < c+ €, f(gpnx) > C_Ei}pi'

na ako x npunaga W"(p;) u3 dumeHuIe 1a TPajeKToOpHja 7, MOYUIe y p; Te MOCTOjH HEKO
t <0 rakBo na je f(pir) > ¢ —¢;. Taga Baxu na je

flor—rx) < f(pi) =c < c+e, forivr—rx) = f(pr) > c— €.

OJIAKJIE MOZKEMO 3aKJ/byuuTu 1a @; .. ¢ € N jep je ¢, .. HOBE3aH TPAJEKTOPUjOM v, Ca Pj.
Kako je t — 7 < 0 nobujamo na je

T =0 i(Prr®) € rN; CW,
ma je W*(p;)) C W, zaie{l,..., 1}
OcraJio je jomn ja moKazkeMo Jia ¢y cKymnoBu VV; KOHTPaKTHOUIHH.

Heka je x € W;\N;. Kako je Tpajektopuja 7, y HeKoM TpeHyTky ¢ < 0 6una y N; a 'y
rpenyTKy ¢ = 0 je BaH TOI CKyla MOXKEMO 3aK/by9UTH Ja noctoju jeauncrseno Ti(x) < 0
3a koje je f(¢r¢1,2)T) = ¢ — € (f MOHOTOHO OMajA JIy»K HEKOHCTAHTHUX TpajekTopuja). 113
ocobuna 3a Konsmjese mapose 3HaMO Jia TpajeKTopHuja Mopa u3ahu Kpo3 L; Te Mopa OUTH Ja
je o1 € L;. JlopaTHo KaKo TpajeKTOpHja 7, 3alpaBo I01a3U U3 N; MOKeMO 3aK/by9uTH
na je f(en@)r) < ¢ — e Oparre cnemu ma ormx € N; .

[TocmaTpajmo cajia jeiHAUNHY
flor) =c—ck, r € Wi\N;, teR.

13 unmwennue xa je L (f(pz)) = —||V f(@ux)||* < 0 jep je c— € peryaapha BpeJHOCT MOKEMO
3ak/pyanTH ga je dyukmuja T; riarka va W;\N;.

Hexka je cama

s NN
Hi: Wy x I —W;, Hi(x,t):{J;’ reW:n

PiT ()T, r € Wi\N;
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[Torro je W, N N; = N; U N, MoxkeMo0 3ak/bydauTs Ja Kajga ce x € W;\N; npubauzkasa
W, N N; na ce ycrBapu npubinzkasa ckymy N, . Ogatie, u3 dnmeHnne Ja je 1; HempekngHa
u 1a

T;(z) — 0, T =y, y € N, ©eW\N;

caenu ja je dynknuja H; nenpekuana. 360r opora mobujamo na je uHKIy3uja iy, = H;(+,0)
XoMoTOIHA Tpecsukapawy r; = H;(-,1). Ilpumernmo na je r; ycrBapu perpakiuja W, Ha
W; N N; na je W; N N; jaku gedopmanuonn perpakt ox W;. Kako je W, N N; canpxan y V;
a OH Ce MOKe KOHTPAXOBATH Yy TAYKy P; 3aK/bydyjeMO jia TBpheme BazKu.

]

Teopema 3.2.2. (/bycrepuuk [IlaupesmanoBa Teopema) Heka je M 3aTBOpEeHA MHOIOCTPYKOCT.
Tama BaxKnu
cat(M) + 1 < crit(M)

Joka3: Mzabepumo mpousBosbHy PumanoBy merpuky ¢ Ha M. Heka je f Heka riarka
dyuKIHja. AKO KpUTHYHE TadKe oBe (PYHKIMje HUCY M30JI0BaHE TaIa HEjeTHAKOCT

cat(M) + 1 < #crit(f)

CBAKAKO BaKH. AKO Cy KpUTHYHE TauKe H30JI0BAHE IPUMEHOM MPETXO/IHEe TeopeMe J001ujaMo
J1a je 6poj KpUTUYIHUX Tadaka Behm o KaTeropuje ma 3ak/bydyjeMo [1a BaxKu TBphembe.

]

IIpumepn 3.2.3.
(1) crit(S™) =2
OyuKIuja
h:S" — R, h(zy,...,x,) = xp

je dyunkiuja Bucune na chepu. Kpurnune tauke (pyHKIMje BUCHHE CY TadyKe y KOJUMa
je TaHTeHTHa XWIleppaBaH HOPMAaJIHA Ha I,-OCY, OJHOCHO y OBOM CJIVYajy HajHUKA
HajBuma Tadka chepe. Omarie je crit(S") < #crit(h) < 2. Ilomro Beh 3mamo ga je
cat(S") = 1 nobujaMo TpaxKeHu pesy/irar.

(2) crit(T?) =3
QyuKIMja
f:T*=R?*/7Z* - R, f(z,y) = sin(mx) - sin(my) - sin(7(z + y))

uMa 3 KpUTHYHE Tadyke. 10 HUje TENIKO BHJETH MOMITO jé KOJMYHHYKO HPECTUKABAIHE
R? — R?/Z? noxannu gudeomopdusam 1a je JOBOHHO MpebpojaT KPUTHIHE TATKe OBe
dbynknuje gedunucane na R? na ckymy [0,1) x [0,1). JexnocraBHEM padyHOM J001jaMo
ma cy To tadke (0,0),(1/3,1/3) u (2/3,2/3).
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Omnariie qobujamo 1a je

=1+ cat(T?) < crit(T?) < #crit(f) =3

ma je crit(T?) = 3.

(3) crit(CP™) =n+1

[TocmaTpajmo dyHKIT]Y

(o2t 2]) = Zcifzi\z/z |2

=0

rjie ¢y ¢o < ¢ < --- < ¢, peaqnu 6pojesu. OBo je MopcoBa dhyHKIMja dHje cy KPUTHIHE
Tak4Ke Koopauuare oce Lo =[1:0:---:0], ..., L, =[0:---:0:1].

Ognarie je crit(CP") < n+ 1 na u3 Jbymrepuuk IITanpe/bmanoBe Teopeme KakKo 3HAMO
1a je cat(CP™) = n nobujamMo KeJbeHU Pe3ysaTar.

]

Hamomena 3.2.4. Apryment y nupumepy (1) na je crit(M) > 2 moxe johu u u3 yumenune
Jla HelpeKuHa (PyHKIUja HA KOMIIAKTHOM CKYIy MOpa JIOCTH3ATH MHHUMYM U MAKCHUMYM
Tako jia ce Jbymrepauk IIaupe/sbManoBa TeopeMa MOYKe CXBAaTUTH Kao reHepasmn3aimja Ba-
jemTpacoBe TeopeMe Ha 3aTBOPEHUM IJIATKUM MHOTOCTPYKOCTHMA.

Hanomena 3.2.5. 13 oBa nperxojiHa Tpu npumMepa ce MOKe MPUMETUTH Jia je oreHa Opoja
KPUTHYIHUX TadaKa MUHUMajHE (DYHKIIHje KaTeropujoM Hajoo/ba Moryha y omimreM CIy4ajy.
Takohe kako je ¢gynkmuja sucune na T2 Mopcosa dbyHKITja ca 4 KpuTHYHE TavKe a Cyma
Berujesux 6pojesa y Z je Taxobhe 4 moxe ce sak/pyuntu ga je crit(T?) = 4. Onatie u us
npumepa (2) mvanmo ga je crit(T2) > crit(T2).

3.3 DBupxodoB MUHUMAKC TPUHITATI

Y IOpOILIOM OJe/bKY CMO BHIEIN Ja KaTeropuja jJaje jeqHO I0Ie OTPaHnIerhe 3a 0Poj KpH-
THYHUX Tadaka dynknuja. Mehyrum onariie ne MozkeMo HUINITA BUle pehu 0 THM TadyKaMma,
3a pazauky oj Mopcosux dyunknuja riae mam k—rtu berujes 0poj naje wrdopmanujy o
KPUTUYHUM Tadukama uHAekca k. OBO ce Ha M3BeCTaH HAYMH MOXKE TOMPABUTH y CIyIajy
dyHKIIja ca W30I0BaHUM KPUTHYHHM TaUYKaMa.

Cras 3.3.1. Axo cy peryiaphe BpegHocT a < b tTakse na cy M u M° paziuuuror XoMo-
TOTICKOT THIIa TIpu Yemy je f~'[a, b] kommakTan, onja nocroju Kpuruina spejauoct k € (a,b).

Jloka3z: OBo je camMo KOHTpaIo3uIuja Teopeme 1.3.2.
O
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Cana Kaja cMO KOHCTATOBAJH JIa MO/ YCJIOBUMA MPETXOTHOT CTaBa MOCTOjU KPUTUIHA Bpe/I-
HOCT ¢, IOTPeOHO je HahWm HauwWH fa ce oHa AeTekTyje. Kako cy M? u M® pazamauTor Xo-
MOTOIICKOT' THIIA MOXKE€ C€ JIECUTH JIa TY HPOMEHY TOIOJIOIUje PETUCTPY]Y pa3He XOMOTOIICKEe
WHBAPHUjaHTE.

OBne hemo mpBO M3MOKUTH HajommTHju caydaj. Heka je M PumanoBa MHOTOCTPYKOCT 6e3
rpauune (noriejgaru 3.5) u veka je F dammiamja nogckynosa ox M. Kaxemo ga je F
MHBAPHUjAHTHA Yy OJHOCY HA M30TONHUjYy aKO 3a cBaka mzoronuja ¢ : M X I — M upenocu
eqeMenTe o JF y Apyre eaeMenTe o J, OJITHOCHO aKO BayKH

FeF = o (F)eF.

OBjie O W30TOMHjOM CMATPaMO Ja je o = idy; W jaa je 3a cBako t, y; mudeomopduzam
on M. Axo je f: M — R rtnarka dyuknuja u F davuinja THBAPHjAHTHA Y OJHOCY HA
U30TOIH]Y AePUHUITHMO

minimazx(f, F) =infla €e R | IF € F, F C M,}.

Hazup MuHuMaKkc j101a31 U3 eKBUBaJICHTHE JeUHUIIN]e

minimaz(f, F) = }relg__sup{f(x) |z € F}.

Cras 3.3.2. Heka nap (M, f) 3anosospasa ycios [1-C (mornenaru gedunumujy 3.5.5). Tana
je minimaz(f, F) KpUTHIHA BPEIHOCT O f.

Hokaz: TlpermocraBumo na je ¢ = minimax(f, F) peryaapra speasoct. Tana nz Tedop-
manuone teopeMe (Teopema 3.5.12) cieau ia MOCTOjU W30TONHUjA @y W JOBOJBHO MaJio € > ()
takBo 1a je o1 (M., .) C M._.. U3 nedbununuje munnmMakca uMamMo 1a moctoju F € F TakBo
naje FF C M.,.. Onatne je ¢1(F) C M, . na je

sup{f(z) | z € F} < c— e < ¢ =minimax(f,F)

Te J100HjaMO KOHTPAIUKIIU]Y.
O

Hanmomena 3.3.3. Yeios I1-C je yBek ucnymeH y ciay4ajy aa je MHOTOCTPYKocT M KOHauHe
mumvensuje. Axo I1-C nuje ucnymwen taga minimax(f, F) He Mopa GHTH KPUTHYHA BPEJIHOCT
Beh MoxKe GUTH caMo JUMec HU3a {¢, } KPUTHIHAX BPEJIHOCTH.

Hedbunnnmja 3.3.4. Heka je A C X. catx(A) = n akko je n HajMamu Opoj Takap Ja
noctoju n + 1 cKymoBa KOHTPakTHOMTHUX v X KOju MOKpuBajy A.

ITpumepnu 3.3.5. Heka je f : M — R. Cana hemo HaBecTH mBe 3HauajHe daMuinje
MHBAPHUJAHTHE y OJIHOCY HA U30TOULU]Y.

(1) Fo ={F C M | catpy(F) >m — 1}, cp(f) := minimax(f, F)

(2) ¢ € H (M® M*)\{0}, F. = {imo N f~a,b] | [0] = c}, K(f,c) := minimaz(f, Fe).
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Hoxkaz:

(1) 1 je mudeomopduzam ako je ¢ mzoronmja. Omarie ciegum aa p; MNPEHOCH CKYMOBe
KOHTpakTHOMIHE y M y cKynoBe KOHTpakKTuOuIHe y M J10JaTHO jJaCHO je Ja ce MOKPUBAY
ox, F upecsimkasa y nokpusad o1 @1 (F'). Ounasje ciean ja je F,, MHBAPUJAHTHA Y OJHOCY
Ha U30TOMNUJY.

(2) Kako uzoronumja jecte u xoMoronuja cieau na je [(p1).0] = [o].

Koxomoso1ka ay>knHa n KPUTUYHE BPeIHOCTH (DyHKIHja

Caga hiemo masto my6sbe usyunrn npupony KC(f, ¢). Heka je mara HerpuBujasHa XOMOJIONTKA
KJ1aca
ce H,(M* M.

[Ipumerumo J1a 3a s Koje je jg0BoJbHO O3y b Mopa 6utu ma je M® jgedopMalinonu peTpaxT
on, M jep je ckyn perynapuux speanoctu orsopen (Cxyn crit(f)N f~ta, b] je 3arBopen ckyn
Yy KOMIAKTHOM TIa je M caM KommakTad. Omparie caegd Ja je CKyll KpUTHYHUX BPEIHOCTH
kommakTan). Crenn na je y Tom cayuajy H,(MP M*) = 0. Tana unxaysuja j° : (M° M®) —
(MP®, M*) TaxBa 1a nHIyKyje NpecamKaBarbe

35 Ho(M° M®) — H (M, M*)
3a koje je j°c = 0. Ca apyre crpaHe 3a s Koje je 6yim3y a mopa outn 12 je M nedpopmarmonn
perpakT ox M* na je H,(M?*, M*) = 0. Heka je ca
i (MS, M®) — (M, M®)
o3HaueHa oarosapajyha mEKIysHja. V3 gayror TadHor Hu3a 3a Tpojky M® C M C M®

3

o= HL(M®, MY S HL(ME, M®) 25 H(Mb M) — ...

caenu 1a je 3a s Koje je JoBoJbHO Om3y a jP m3omopduzam te je jic # 0. Omarie je
K =inf{s € [a,b]|jic = 0} € (a,b). JacHo je na je KC BpeanOCT y KOjOj C€ MEHa XOMOTOICKH
tut. [Torpe6Ho je jour mokasaru na je KK = K(f,¢). 13 craBa 3.3.2 u npumepa 3.3.5 (2) onzna
nobujamo ga je K xkputwara Bpeanoct. [Ipe Tora gokazahemo jeany Jsremy.

Jlema 3.3.6. Heka cy a u b peryiapne BpeiHOCTH TakBe 7a je a < b u Taxse ga cy M® u M?
Pa3IMIUTOr XOMOTOICKOT THula pu demy je f~'[a,b] komuakran. Axo je ¢ € Hy(M° M?)
TaIa je

I.={s€lab] | jic=0} ={s €la,b] | (3 € H(M?*, M*?)), il =c}
uHTepBaJ 00JMKa (So, b] nm [so, b] 3a HEKO 5o > a.

Hoxkaz: 13 ayror TauHor HHA3a

)

o= Ho (M, M) B H (MY, MY 2 (M, M?) — .
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MO2KeMO 3aKJ/byUUTH J1a je
{s€a,b]|jic=0}={s€ab]| (3 € H(M* M*), i’c =c}.

Heka je can t € I, TakBo ga je jic = 0 m meka je s Takso nma je t < s < b. Jledunnmmmo
uHKIy3ujy j5° o (MP, M?) — (MP®, M?). Ilpumernmo na Baxu j° = j¥ o j'. Oparie cienu

na je j2 = j% o 4l ma je jic = 0, omnocuo s € I.. KomGunyjyhu o ca panuje usseneHum

3ak/pydkoM sa je inf{s € [a,b] | jic = 0} € (a,b) 3akmpyuyjemo na je I. unrepsad.
O

Teopema 3.3.7. Heka cy perynapue spennoctu a < b dynkuuje f taxse ga cy M® u M?
Pa3JIMIMTOT XOMOTOIICKOT THIIA IpU YeMmy je f~1[a, b] kommakran. Taga cBaka HeTpUBHjaIHA
xomoyiomika kiaaca ¢ € Hy(MP® M*)\{0} unayxyje xpuruuny speauoct oxn f. [lpenusuuje
BaykKu JIa je
K=K, f)=1inf{s € [a,b] | jic =0}
= inf{s € [a,b] | (3¢ € H,(M?*, M?)), i5c = ¢}

= iréf max f|imonf-1[ap € (a,D).

KPUTHYHA BPEAHOCT of f ommocHo moctoju p € crit(f) N f~ta,b] Takso ma je f(p) = K.
[IIrapunie ako je f Mopcosa a f~'[a,b] onma ce p moxe uzabparn Tako aa je inds(p) = k

Hoxka3z: U3 nperxoaHe jieme 3HAMO 12 je

I.={s€[a,b]|jic=0}={s€la,b]| (3 € H(M*, M?)), i’ =c}
na je

inf{s € [a,b] | jic =0} = inf{s € [a,b] | (3 € H(M*, M?)), iic = c}.

Hexa je caj o € ¢ npousBo/bHo. O3naunmo 3a s’ Makcumywm dynknuje f ua crit(f)Nf~a, b).
JacHo je na rpanuna ox o npunaga M ([o] € H(M® M®)), a nopes tora je imo C M* ma
¢ nonazu w3 Hy(M*' M*). Onatie 3ak/bydIyjemMo aa je

s’ > inf{s € [a,0] | (3 € H.(M*, M*)), iid = c}.
YauMmajyhu uaduMyMyM 10 0 € ¢ 100UjaMo Ja je

inf max flimons-1jap = inf{s € [a,b] | (3¢ € H (M, M?), ;¢ = c}.

oecc
Ca apyre cTpane ako je s TakBo aa ¢ gosazu u3z Hy(M* M®) 3akpydyjemo fa moctoju o’

TakBo 11a je imo C M*® u [0'] = c¢. Onmatne je

i_réfc‘maxfhmaﬂf*l[a,b] < maXf|imU’ﬁf*1[a,b] <s.

Yaumajyhiu uabumym 1o s TaksuM ja ¢ goasu u3 Hy(M*® M®) 3akmyayjemo Ja je

inf max flimonf-1[ap < inf{s € [a,b] | (3¢ € H(M*, M*?)), iic = c}.
oEc
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U3 cBera osora mobujamMo ja je

K = inf max f\immf—l[a,b} =K(f,¢).

gec

113 crasa 3.3.2 u mpumepa 3.3.5 (2) je jacHo ja je K KpUTHYIHA BPEIHOCT.

Bakspyuak fga axko je f Mopcosa nocroju p € crit(f) takso na je f(p) = K u inds(p) = k
caejm u3 MopcoBux HejeIHaKOCTH.

]

[IpeTxoana TeopeMa HHje KBAaHTHTATUBHOI KapakTepa, OJHOCHO He MOyKeMo Humra pehm o
TOME KOJMKO KPHUTHYHHX TadaKa oJarosapa BpeAHocTH K Kao HHU Ja JIH Pa3JInIHTe KJace
UHYKY]y Pa3iuduTe KPUTHIHE BPEIHOCTH.

Heka je X TOmosonmkn npocTop ca KOHATHOM KOXOMOJIOTHjOM (HIID. KOMITAKTHA MHOTOCTPYKOCT)
u Heka je R komyraruBan npcren. Tajga umamo jgedbuHUCAH cap NPOU3BOIL;

N:H(X; R) x H,(X; R) = Hyp (X R), (w,b) = wnb.

Hanasbe nehemo kopuctuTn 03HaKy 3a IIPCTEH 3apajl jejiHocTaBHujer 3amuca. [lojagpasymesa-
hemo 1a cy xomoJioruja u KOXoMoJioruja ca koedurujentuma y R.

Hedunaunuja 3.3.8. Kaxemo na je Herpusmjaana xomosomka kiaaca by € H,(X)\{0}
nozapeliena xomomomkoj knacu by (y ozuamu by < by) ako mocroju Kinaca w € HP?Y(X) taksa

aa je
bl :wﬂbg.

OnaBe MOYKeMO 3aKJbYIUTH Ja je by HeTpUBHUjaTHA KJaca BUIIer cTeneHa o by. Taxobhe Huje
TEITKO 3aKJbYYUTH JIa je pesianuja < TpaH3uTUBHA jep uMamo Ja Baxku (aUS)Ne = an(BNc).

Hedunnnnuja 3.3.9. R-6poj noxpehema (y oznanmm subr(X) je najpehn 6poj k € Ny Takan
Jla IOCTOju JiaHat moapehernx xomosomkux kiaca y H*(X, R) rakBux ja je

by < by <--- <bp <bpas.
[Tpu Tome je subr(X) = 0 ako Hema mojapelennx kiaca.

CraB 3.3.10. Hexka je X Tomosioniku npocrop ca KOHaAYHOM KOXOMOJIOTHjOM U Heka je R
KOMYTaTHBaH MpcTeH. Taja je

cupr(X) = subgr(X).

Hokaz: Crenn u3 dbopmyse (U ) Ne=an(FNc).
]

Hanomena 3.3.11. Hexa je nara excumsusaa tpojka (X; Aj, Ay) (Iormenaru [17]). Tana
nMaMmo JiepUHUCAH cap TPOU3BO/I

n: 1"’117()(7 Ag) X Hm(X, A1 @) Ag) — Hm_p(X, A1>
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Teopema 3.3.12. Heka cy perynapue Bpeanoctu a < b dynkuuje f takse ga je f~'[a, b]
kKoMmmakTaH. Heka je maT map noapehenux peaTHBHIX XOMOJOmKHX Kaaca ¢ < d € H,(M° M R)
3a Heku KomyTtarusan npcren R. Tana je

K(c, f) < K(d, f).

onaTHo ako cy cBe KpUTHUYHe Tadke (DYHKIHje [ M30J0BaHE OHJA BaXKH
K(e, f) < K(d, f)

na cy ojrosapajyhe Kkpuruune BpeIHOCTU Pa3/IMIUTE.

Jlokas: Heka je ¢ = wNd 3a neko w € HP>°(M?). 13 dpyHKTOPHjaIHOT CBOjCTBA PeJaTHBHOL
cap NMPO3BO/Ia 3a UHKJIY3U]Y TPOJKHU

75 (M M, 0) — (M®; M*,0)
UMaMo Jia je
jie) = ji(wnd) =ji(j"wnd) =wnji(d)
IpH 9eMy jeTHAKOCT j%*w = w BaxK| jep je
75 (M°,0) — (M*,0)
naeaturera. Opariae mmamo ma ako je j°d = 0 onga je j°c = 0 ma MOXKeMO 3aK/byIUTH 11 je

K(c, [) < K(d, f).

[IpernocTaBuMo cajia Ja cy KpuTudne Tauke dpyukuuje [ usososane y f~'a,b]. Kako je
f_l[a, b| corenn a WX WMa KOHATHO MHOTO Ma CaMUM THM KPHUTHYHUX BPEIHOCTH Y |a, b nma
KOHAYHO MHOIO.

Heka je ¢ = K(c, f). VI3 nperxoiHor MOKeMO 3aK/by YUTH Ja 10CToju € > () TaKo Ja HHTepBaJl
[c— €, c+ €] e campxku apyre KpuTnare Bpennoctu ocuM c. Heka je can C' = K(d, f). Knacy
d moxkemo mpojekToBaTH

dt = jot(d) € H (M M.

Axo je dT # 0 u3 dbyHKTOPHjATHOCTH

Jegste = (%) = 4, s>cte
Moxkemo 3akpyantn ga je jidt = 0 akko j°d = 0 3a s > ¢+ €. Jlomarno nmamo 1a je
d* e H,(M° M) na je K(dT, f) € (c+¢,b). U3 opora ciequ ga je 3a neko s’ € (¢ + ¢, b)
j¥dy # 0 a camum tum Baxku u j°d # 0. Omarie je u3 aeme 3.3.2. Iy C [c + €, b] ma u3
nperxoAHo gokasane pejganuje j°dT = 0 akko jid = 0 3a s > ¢ + € MOKEMO 3aK/byIUTH /1A
je Iq = Ig+ ma camMmuM THM BaKu

C=K(d, f) =K@ f) € (c+eb)
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Te je c < C.

Haxkne morpe6no je jomr mokasarm ga je dt # 0. Kako ¢y KpuTwduHe Tadke p; HA HUBOY C
M30J0BaHe MOKeMo mpoHahin 3a/1eb/batba Hectabuannx MHoroctpykoctu W, (Teopema 3.2.1.)
TaKBa Ja cy oBa 33Jeb/pama JucjyHKTHA y maposuMa. Hexa je | J, W;. [locmarpajmo nakiys-
nje

W, 0) 5 (M°,0) L (M, W),

Kaxo je W konrpakrubuian mMopa 6uth ja je [*w =0 (c =wnNd, w € HP>(M?)). Onarie
13 KOXOMOJIOIIKOD JIyIOI' TAYHOI HU3a MHJYKOBAHOI OBUM WHKJIY3HMjaMa CJIEJIH JIa HOCTOjU
Q € HP(M", W) rakBo na je w = J*Q).

[TocmaTpajmo mpecankaBaibe m3mely eKCIM3UBHUX TPOjKH JAaTO Ca,
f . (Mb, Ma’ @) N (Mb, MC+E,W)

u npumerumo Ja je f*Q = J*Q = w (Hamomena 3.3.11.). Tlopen tora jacho je na ce f, :
H, (M M®) — H,(M®° M) noxnana ca j¢<. 3 csera osora nmamo

jtc = fic= fulwnd) = £ QNd)=Qn f,d=QNd".
[Ipu ToMme je mocsebu cap npou3Bo/,

HP(M®, W) x H (M* W U M) 5 H,(M® M)

~Mete

nedbunucan 3a ekcrnusupHy Tpojky (MW, M<~¢). Xomoromuja W U M€ ~ Mt npous-
nwiasu u3 dusbenune aa je WU M ¢ gedopmanmonn perpakt og, Met¢. Opo Baxku jep je
W NO3UTHUBHO MHBapHjaHTaH y OJIHOCY Ha I'PAJUjEHTHH TOK W Ja yjeaHadaBajyhu Op3uny
,CIyTITama” MokeMo aHagarao kao y Jledopmarmonoj reopemu (reopema 3.5.12) moburn
TpayKeHW pe3ysTar.

[Tpernocrasumo caga ga je d™ = 0. V3 nperxoanor cjaeam aa je npojekuuja j<¢c rpusujaina

seh y H.(MP® M), omnocro Baxu fa je jS°c = 0 ma u3 jeme 3.3.6 caemn jma je ¢ =
K(c, f) < ¢ — € nrro je KORTpaauKImja.
O

IMocnaenuria 3.3.13. Heka je M 3arBopeHa MHOTOCTPYKOCT 1 Heka je f: M — R dhynknuja
Ca U30JIOBAHUM KPDUTHUYHUM TadKaMa. Ta;La BazK1

#erit(f) > #f(erit(f)) > 14 subp(M) = 1+ cupr(M).

Hokas: Heka je subr(M) = cupr(M) = k. Tauga nocroju janan, noapeheHux XOMOJIOMKHX
KJIaCa
by < -+ < b,

Kako f mocTuyke MUHEMYM U MakCcUMyM jep je M KoMOaxTaH cjejau j1a mocroje a,b € R tako
na je M® =0 u M® = M. 36or Tora u3 IpeTxojHe TeopeMe IMaMo Oropapajyhie KpuTudHe
BPETHOCTH

cp < 0 < Cly1
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byuknuje f.
O

Hanomena 3.3.13. Tlpumernmvo ga omapue caeau ja je crit(M) > 1+ sub(M) mehyruwm
jacuo je nma je subp(M) 4+ 1 < dim H.(M;TF) kako cy c¢Be XOMOJIOIIKe KJjace y moapeheHom
JaHIy HeTpuBHjasHe u pasanuute. Takohe Beh cmo mokazamu ma je subr(M) = cupr(M) <
cat(M), rako na u Mopcosa u Jbycrepuuk Ilnupe/bmanosa reopuja jajy 6o/by oneny 3a
6poj KpuTHaHUX Tadaka ox subgr(M).

3.4 JIuMeH3Hja MHOTOCTYKOCTU M OpPOj KPUTUYHUX TAadaKa MUHU-
MaJiHe (pyHKIHje

Y oBoMm ofie/bKy hemo nmoka3aTu Jia Ha KOMIIAKTHO] [TOBe3aH0j MHOrocTpykoctu M™ MoxkeMo
nponahu raarky GyHKImjy Koja uma Hajsume n + 1 (n axo je M # () KpuTHuHEX TavaKa.
3a 1o he mam 6utu norpedan ciaejaehu pesy/arar.

Jlema 3.4.1. Heka je f : M — R neupexkujna dyukiuja koja je rinarka na M\{p},
p € int(M). Tlpu Tome Heka MOCTOjU HEKa MPOOyIeHa OKOJIHHA P Ha KOjoj f HeMa KPUTHIHHX
Tadaka. Taja 3a ceaky okomuny U = U(p) nocroju nojoxonuna U C U n rnatka dbyHKnmuja
F: M — R rakea na je F|, 5 = flyng u crit(F) N U = {p}.

Hokaz: Kako moxkemo nahu kapry ((7 , ) TaKBy Ja je U C U upu uemy f Hema Kpu-
rrannx Tagaxa a U\{0} ¢(p) = 0 1 o(U) = R™ caean xa je 10BOBHO 14 MOKAZKEMO A4 34
nenpexnany byakuujy f @ R" — R koja je riarka n Hema Kputudaux tadaka Ha R™\{0}
nocroju F' € C°(R™) npu uemy je 0 jenuna kputudHa tadka ox F, a F' ce pasnukyje of f
Ha KoMnakTHOj okosuan 0. TogarHo 6e3 ry6/berba Ha OHIITOCTH MOXKEMO MPETIIOCTABATH JIa

je f(0) =0.

Hexa je N orBopena okosuna 0y f~1(0) koja je orpannuena y R™. Osznauumo ca U(N, €) ckyn
CBUX Tadaka T TakBHX Ja je | f(z)| < € u TakBUX Ja TpajeKTOpHja 7, IPAJUJEHTHOT BEKTOCKOT
nosba V f wiw cede N Wi uMa KOODJAMHAYHU MTOYETAK KAO IPAHUIHY TaduKy (ammec). JacHo
je Ja cBaka HeJereHepucaHa TPajeKTOpHja CaMo y jeJHOM TpeHyTKy Moxke mpecehu f~1(0)
(f crporo pacre ay»xK HeJereHepucaHuX paujeHTHIX TpajekTopuja). Omgarie nmamo 106po
JebuHucany rjaaTky peTpakiiujy

r:U(N,e) - N

rJie CBaKOj] Ta4Kd ¥ Koja He mpunajga N gojennMo Mecto mpeceka ca M wim 0 ykonuko je 0
JIUMEC TPajeKTOPHje Y.

Heka je € > 0 moBospbHO Maso Tako Ja je dyukiuja f orpanwdena Ha U(N,e€). Koncrpy-
ucaliemo F' Tako na ce pasiaukyje og [ Ha U(N, €). 3a 10 HAM je JOBOBHO Ja KOHCTPYHUIIEMO
dbyukmuje A : R - Ru H : N — [0, 1] koje 3a10B07bBajy ciaeneha cBojeTBa.

(1) Ao feC>
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(2) A(t) =t ako je [t| > e

(3) XN(t) >0, t#£0

(1) Hor € C™, D*(H o7)(0) =0, k>0
(2') Bameko W C W C N,H(N\W) =1

(3') H(0) =0n H(N\{0}) = (0,1]

Onga moxemo nedunucarn (pyuknujy F' wva cienehn naunn

Fla) = {f<x>, 7 ¢ U(N,¢)
(1—=Hor(x)) -Mf(x)+ Hor(zx)- f(x), x € U(N,e)

13 ocobune (1) u yesosa Teopeme cienn jJa je dbyukiuja Hor(z)- f(x) riarka wa U (N, €)\{0}.
[Topen Tora umamo 11a je

Hor(zx)- f(x)  lim Hor(x)

=0zl =0 |z

f(x) =0-f(0) =0

jep je D¥(H or)(0) = 0,k > 0 u f menpexuana QpyHKIHja Na TO Ja/be UMILTAIHPA 12 je
D*(H or - f)(0) = 0. U3 cBera osora mobujamo jaa je H o r(z) - f(x) rnarxa wa U(N,e).
Honarao u3 ocobuna (1) u (1') umamo ga cy Ao f u H or riuarke wa U(N,€) na je u
F € C*(U(N,¢)). Ocobune (2) n (2') nam majy na je F(r) = f(x) HA OKOJUHU TpaHHIE
U(N,e€) te caenu ga I € C(R™).

[Tpumernmo na kombumnyjyhu to na je d((1— Hor)- Ao f)|, = —(No f)le-d(Hor)|, + (1 —
(Hor)|)d(Ao f)|., aumenuny ma je (H or)(0) =0, d(H or)(0) = 0 u nperxoano mobujem
pesyarar d(H or - f)(0) = 0 Mmoxkemo 3akspyuntu u ja je 0 kpurudna tauka dbyukmnuje F.

Hexka je x € U(N,€)\{0}

(1) Hor je koucarnrno jay»x Tpajexropuja V f na je (Hor)g ., (x) = d(Hor)|,(V f(z)) =
0.

(13) f cTporo pacte nyzK HEKOHCTAHTHUX TDPAjeKTODHja Ma je f’vf(z) () > 0.

) d()\ o f)|. = N(f(x))df|, ma je n3 ocobune (3) 3a x ¢ M d(Xo f)|.(Vf(x)) > 0. Kako

Je
M\{0} C U(N,€)\{0}

Aobujamo pa je (Ao f)g ., (x) = 0.
Kako Baxn

dF|y = =(Ao flla-d(Hor)|ls + (1 = (Hor)lz)d(Ao f)le +d(H or)e - flo + (H o)l - df |2
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u3 (i), (ii) n (12i) mozxemo sakmyunTn Aa je Fg . (x) > 0, a cavmnm tum je u dF (z) # 0 na
U(N,e)\{0}. 36or oora u qumennte na je F(z) = f(x) va U(N,€)¢ MOKEMO 3aKIbyIUTH
na je 0 jernHa KpUTUYIHA Tadka GyHKIHje F.

U(N,e€) je xomnaxran (U(N,€) je orpanmyen) te Tpeba jour nmokaszaru na Gynknuje A u H
MOCTOje.

Heka je (A\; : R — R);eny HE3 aTkux QyHKIHMja TAKBUX Ja je

o Ai(t) =t, tl = 5
o \i(t) = < 5555
« N(t)>0, teR

3a cBako i N;(f(z)) = 0 y okosmHM HyJe ma je Ai o f rmarka Ha U(N,€). Axo cy v =
max{|w(:v)| la] <i, x € UN,€e)}, fi = 1+7 ,B=3" 8, 1oy = 2 umano na je

dx™ B
=1

dlel(\of) (x)

dx®

tpaxkena dyuknuja. [Ipumernmo na je oy |a| <4 ma mmamo ma pen

=%
= d(Nof)
z:: dx® dre @)

arcosty o Kouseprupa Ha U(N, €) ogakiie je Ao f riarka y 0. ITopes tora jacuo je ja je A
rIaTka Ia Kako 3HaMo aa je f rmarka ma R\{0} muje Temko 3axspyuntn na saxu (1). U3
nedburumie nMamo ga je A\;(t) =t 3a [t| > é ma momTo je Y . «; = 1 mobmjamo ga BaKm
(2). Takobe 3a moBOBHO BestuKO ¢ Baxku 1a je Ni(tg) = 1 (to # 0) a ocum Tora je o; > 0 ma
KoMOuHyjyhin oBo ca unmmenunom Ja je Ai(t) > 0 mobujamo ja Baxkn (3).

Heka je cana W nexa oxonuna 0y N raxsa ga je W C W C N. Usabepumo dbamuinjy
{Ui41 C U;} orBopenux okosnna Hyte y N taxksy ga je U,y C U; u (), U; = {0}. OBo nam
omoryhasa na koucrpyuiiemo dbavunujy (h; : N — [0,1]) raksy na je

U1 C h1(0) C U, N\W c h;1(1)

npu uemy je hilyg,,, xkrace C> (N \Uj42 jé MHOTOCTPYKOCT jep CaJpzKH CaMoO peryJiapHe
speanoctu fy f1(0)). Ilpumernmo na je h;or € C* (h; je 0y okonuHu 0) CugHO Kao

1 3a A u360poM oarosapajyhux nosurusmux GpojeBa a; TAaKBHX 1a je » .-, a; = 1 mobujamo
TpaxKeny (pyHKIHjy
o0
H = Z (lihi
i=1
O
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ITocnenuiia 3.4.2. Heka je M™ koMIakTHa MHOTOCTPYKOCT U HeKa je f : M — R™ Mopcosa
dgyHKIIja Koja MMa jelaH MUHUMYM U NPU Y€MY je MaKCHUMaJ/IHa KOHCTAHTHA U peryJaapHa Ha
OM. Axo f uma k KpuTHYHUX BPEJHOCTH TaKBHUX /a je f~1(c) mopesan 3a cBaKy KpUTHUHY
BPEJJIHOCT ¢ OHJIa nocToju ryiaTtka dpyukiuja h : M — R koja uma k KpUTHYHUX TadaKa.

Hoxka3z: Heka je ¢ mpom3Bo/bHA KpETHYHA BpeaHocT. MemmrajMo mpBo reomerpujy [~ 1(c).
Jacho je ja je y okosmnu peryiaphux tadaxka f~!(c) mmorocrpykocr. Kako je f Mopcosa
u M KoMmakTHA MOCTOjU KOHAYHO MHOI'0 KPUTHYHHMX Tadaka KOje O/IroBapajy Halloj Kpu-
TUYHO] BPEJHOCTH U Y FhUMa, Ce MOYKe HAPYIIUTH IJIATKOCT (Y4ak M cama JIOKaJIHa CTPYKTYpa)
MHOTOCTPYKOCTH. ¥ MOpPCOBOj KapTH IpOM3BO/bHE KpUTHIHE Taduke p € f~'(c) ungekca A
uMaMo J1a je
f(t t))=c—t3— =3+ 2 -+ 12
Iyeeentn) — 1 A A+1 n’

ma y TOj KapTu UMaMo Jia je

Jacro je ma je mpomsBospHA TpaBa Koja caapKu Heky Tadky u3 f(ti,...,t,) =cwu (0,...,0)
cagpxana y f(ty,...,t,) =c.

Kako je f~!(c) moBesan m3 cBera MpeTXOJHOT MOYKEMO 3aK/byYHTH Ja Ce JIBe MPOU3BOJbHE
KPUTHIHE TAaYKe MOTY CHOJUTH TJIATKMM IIYTeM KOjU je cajpyKaH y f_l(c). OpnaBne ciaean
Ja TOCTOjU JIeo-To-7e0 Tiagak myT v @ [0,1] — M koju Hema camollpeceke Takap Jia je
7([0,1]) C f~'(c) u noBesyje cBe KpuTHIHE TAYKe HA KPUTHYHOM HHUBOY C.

M\~(]0,1]) je mudeomopduo ca M\{p} 3a ueky rauky p € int(M). IlraBume moxemo
n3abparu judeomopduzam

¥ MA\y([0,1]) — M\{p}

TaKo JIa je MACHTUTETa Ha KOMILIEMEHTY MPOU3BOJEHO Mase oKosmHe on f 1 (c).
[Tocmarpajmo caga dynxmujy ¢ = f o=t Ona ce pasiukyje on f Ha KOMIJICMEHTY HPOU-
13BO/BHO MaJie okouue o1 f1(c).

Heka je p, muz y M\{p} rakae na je lim, ,,.p, = p. IlpermocraBumo ma lim, . f o
Y (p,) # c¢. Tama mocroju moanus ox p, (3aap:kalieMo wcTy 03HAaKy) Takas ga je |f o
¥~ H(p,) —c| > € 3a neko € > 0. 360r kKoMuakTHoCTH HIPocTOpa M UMaMo HoAHU3 O P, (omeT
hiemo 3ajpwxaru ucry osnaky) Takas ja ¢~ '(p,) kKomseprupa ka nekom q € M. Tlpurtom je
d = f(q) = lim, 00 f oY (p,) = ¢ u mopa Gutu s1a je ¢ # ¢’. Ay oBo onja 3HAUM Ja je
q € M\~([0,1]). Kako je ¢ mudeomopduzam ogasie gobujamo aa je

¥(q) = ¢ (lim ¥~ (p,)) = lim p, =p
n—oo n—oo
mTo je Hemoryhe.

Onasge 3ak/bydyjeMo fa je g = f o1~! rmarka dpyHKIUja Koja ce MOyKe HeHPeKHIHO Mpo-
nyxuta y p. JomaTHo g HeMa KPUTHYHHX TadaKa Ha JOBOJBHO MAaJio] MPOOYIIEHO] OKOJIMHE
p. Ilpumemyjyhu nperxoany Jjiemy mobujamo dyHKIUjy F' Koja ce paziaukyje oix f Ha MaJoj
okomEE of f~1(c) m MMa jemHy KpUTHUYHY TAauKy Ha TOj OKOJMHH.
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[lTonass/pajyhu oBaj mocTynaxk 3a cBaKy KPHUTHUYHY BPEJIHOCT JIOOHjaMO TPazkKeHo h.

[]

[Tpousso/by MopcoBy dyHKIH]Y MOKEMO MOANGMUKOBATH HA HAYUH J1a HE POMEHUMO OPOj
KPUTHYHUX TadaKa MPOU3BOBHOT MHJEKCA a /1a CBe KPUTHUYHE TadKe UCTOT WHJEKCA OJIIO-
Bapajy MCTOj KPUTUIHO] BpeanocTH (morsmenaru [18]).

Jedbununuja 3.4.3. Mopcosa ¢yuknuja f : M — R je camoumngexkcupajyha ako 3a c¢Baky
KPUTHUIHY Tauky p wHiaekca k saxu f(p) = k.

Teopema 3.4.4. Hexka je M™ xommakTHa MHOroctpykoct. Iloctoju camoummmekcupajyha
Mopcosa (dyHKnmja Koja je peryjapHa KOHCTaHTHa ¥ MakcumaJHa Ha OM takBa Ja je 3a
ungekc k, (k) nosesamn.

Hanomena 3.4.5. llpumernmo na oBakBa (pYHKIMja MOpa HMATH TAIHO jEJIHY TAUKy MIH-
uMyMa (M jeJHy TAYKy MaKCUMyMa YKOMHUKO je OM = (), y cynpoTHOM HeMa Tadaka WHIEKCA
n) jep u3 uumenune f mopa pocruhn munumym Ha int(M) (M je komnakran a f je mMax-
cumasiHa Ha OM) crenn ja Tadke y KOjuUMa Ce JOCTHKe MUHHMYM MOpPajy OHTH KPUTHYHE
rauke wHAekca 0. Kako je f camomnmekcupajyha zakspyuyjemo je 0 robajHu MUHUMYM.
Oparne je f~1(0) ckyn n3onoBannx Kpurnannx Tadaxka. Kako je f~1(0) noseszan mopa Gurn
7 jeTHOUIaH.

ITocnenuita 3.4.6. Heka je M xkomnaxkTHa rmoBe3aHa MHOTOCTPYKoOCT. Taja je
crit(M) < dim(M) + 1

ako je OM = () n
crit(M) < dim(M)

ako je OM # ().

Jloka3z: Heka je f dyukmuja u3 Teopeme 3.4.4. Ona uma k KpUTHYHUX BPEIHOCTH IPH IEMY
je k < dim(M)+1 (0M = 0) wan k < dim(M) (OM # (). 13 crojcrasa oBe dyHKIu]je
n HamoMmeHe 3.4.5. cjeaum Ja OHa 33/ 0BOJbaBa YCJIOBe TeopeMme 3.4.2, ma MOCTOjH TJIaTKa
dbyukmnumja h : M — R TakBa ga je #crit(h) = k.

]

ITpumepn 3.4.7.
o crit(T") =n+1

o crit(RP") =n+1

2 ~0
o crit(M,) = {3’ g X
) g =

[ CTit(Nh) =3

o crit(M) =4, M TloenkapeoBa xomosomka cdepa
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o crit(M) =2n+ 1, M*" Acdepudna CHMILIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT

Jlokas: y ceum npumepuma ocum 3a My = S? (Beh cmo uspadynanu crit(S?) y nperxomnom
0J1eJbKY ) KOPHCTHMO unibenuity aa Baxu cat(M) = dim(M) n nejenmakoctn

cat(M) +1 < crit(M) < dim(M) + 1.
[l

Kao u y cayuajy xkareropuje u 3a crit(M) MokeMO JaTH XOMOJIOMIKY OIEHY 3a Opoj Kpu-
TUYHUX Tadaka MUHUMaJHE PYHKIH]jE.

Teopema 3.4.8. Heka je M p-mosesana muorocrpykoct (p > 6) mumensuje n > 6. Heka je
r(M) C Z cxkynu ceux i € Z takux na je H;(M;Z) # 0 wma H'(M;Z) # 0. Axo ce r(M)
MOZKe MTOKPUTH YHHJOM § 3aTBODEHHX MHTEPBAJIa JIyKUHE P Taja je

crit(M) < s.

Joxkaz: mornegaru [20].

3.5 JbycrepHuk-llIlHUpe/bMaHOBa TeopemMa HAa O0€CKOHAYHOIMMEH-
3MOHUM MHOT'OCTPYKOCTHMA

Hedununuja 3.5.1. Heka je £ Banaxos npocrop u neka je M Xay3aopdoB TOMOIOMKI
npocTop. Ako 3a c¢Bako p € M mocroju orBopena okoqnaa U O p TakBa Ja je

UaU

rae je U orBopen nojckyn of F kaxkemo jga je M tomosionika banaxoBa MHOTOCTPYKOCT
MOJIeJIoOBaHa Ha .

YKOJIUKO MHOTOCTPYKOCT M MOKeMO MOKPUTH (DaMUIMJOM carjlacHUX KapaTa oHmga Ha M
MMaMO U LJIATKY CTPYKTYPY.

Hedbununuja 3.5.2. Heka je £ Banaxos npocrop, M XaycaopdoB TOIOJIOIIKH HPOCTOP,
u r TakBo ja je 1 <r < 4o00. Ako je bamumuja A = {(U;, v;) }: TakBa 1a 3a10BobaBa

e {U;} - OrBOpen mokpusau ox M
o (Vi) p; : Uy — o(U;) xomeomopdusam Ha 0TBOpeH mojckyn Banaxosor npocropa F

o (Vi,j) piow;" (Ui NU;) = ¢i(U; N U;) je npecmkasame knace C7.
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dbamminjy A nmazuBamo C" armacom ma M a kaxemo ma je (M, A) C" BanaxoBa MHO-
POCTPYKOCT MOJIeJIOBaHa Ha F.

Hamomena 3.5.3. Tlox C" crpykrypom Ha M Hajuemnthe mompasymeBamo makcumvagan C7
atnac (y emucay uakiaysuje) A’ takas na je A O A.

Hanomena 3.5.4. Ykosuko je F Xuiabepros npoctop Kaxkemo ja je M XujibeproBa MHO-
rocrpykoct. Ha cenapabuiroj XuabepToBoj MHOTOCTPYKOCTH YBEK MOXKeMO AePUHUCATH
PumanoBy Merpuky.

Heka je (M, (-, -)) noBe3ana PumanoBa MHOTOCTPYKOCT 63 rpaHuIle MOIEJIOBAHA HA Cemapa-
6uanom Xusbeprosom npocropy. Heka je p € M u X, € T,M. Tana umamo nedpunucany

nopmy ||X,| = /(X,, Xp). Axo ¢y p,q € M nedunummmo
1

plr.a) =it [ [(0) e
0

rie ce maduMyM ysuma no csum C! myTeBnma o Koju moBesyjy p u q. Vcmoctasipa ce na
je oBo meTpuka Ha MHOroctpykoctn M Koja je KOH3UCTEHTHa ca TomoJornjom Ha M. YKo-
1Ko je (M, p) KOMILTIeTaH METPUYKE IPOCTOP KaxkeMo ja je (M, (-, -)) komiierHa Pumanosa
MHOTOCTPYKOCT.

Heka je f : M — R dynknuja va Pumanosoj maorocrpykoctu. Ilomro na M nmamo gedun-
UCaH rpajujent, To HaMm omoryhasa ja Jbycrepuuk [IInupe/sManoBy T€OpHjy YOIIITHMO Ha
XunbepTose npoctope. Nmak Kako XuabepToBe MHOTOCTPYKOCTH HHCY JIOKAJHO KOMIIAKTHE
noTpeduo je ma nap (M, f) 3amoBobasa oarosapajyhu ycaoB KOMIIAKTHOCTH KOjH HA3HBAMO
[Tanec-Cwmejaos yeaon (ckpaheno IT-C).

Hedbunnnmja 3.5.5. (Veaos T1-C) Heka je M PumanoBa MHOrocTpykocT 6€3 I'DaHUIe
MoJIeJIoBaHa Ha XUI0epToBOM IpocTopy u Heka je f : M — R dynruuja Ha moj. Kaxkemo
na map (M, f) samosospasa yeaos [1-C ako:

(a) M je xommierna PumaroBa MHOIMOCTPYKOCT.

(b) Ako je {p,} € M um3 tavaka takas na je f(p,) orpannden u V f(p,) KoHBEprupa ka
HYyJIH, OHJa {pp,} CaJp:KU KOHBEPIeHTaH MOIHU3.

Cagta hemo HaBecTH HEKOJIMKO TBphema n3 Teopuje audepeHIujaTHuX jeqHadannaa (Torieaara
31)-
Jlema 3.5.6. Heka je X C' ekropcko mosbe Ha M. 3a cBako p € M mocToju pememe 7,
nucpepennujajine jeHaunne
d
dt’
TaKBO Ja je CBaKO JPYTo pelieme Koje MOUUme y p PeCTPUKINja O Yp.
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OBo pelieme ce HA3UBa, MAKCHMAJIHO pelliebe TudepeHIrjaane jeJHaanHe

%%(t) = X('Vp(t))

ca noueruum yciaosom v(0) = p. Jedununmmo I~ (p) < 0u I (p) > 0 raxo xaje (I~ (p), It (p))
JIOMEH 01 Y.

Jlema 3.5.7. Axko je [7(p) < s < IT(p) u ¢ = 1p(s), Tama je v,(t) = (t+3) ul (¢ =
7(p) = s (" (q) =17 (p) — 9).

Jlema 3.5.8. @ynkuuja [~ (IT) je moymenpekuaaa 010310 (0103r0). Ako je [7(p) > —o0
(IT(p) < +00) oHza He MOCTOjU JIMMEC 011 Y,(t) Kaja t Texxu —oo (+00).

Jlema 3.5.9. Hexa je M C*F! mmorocrpykocr u Heka je X C* sekropcko mosbe. Tama je
npecjukasatme (p,t) — v,(t) kiace C*.

OBo mam jgaje moryhnocr jma medunniemo 10K ¢r(p) = 7,(f). U3 aeme 3.5.7. je jacmo ma
BaXKH Ys1+(p) = ws(@i(p)) Kama cy obe cTpane jeamaunue nedunucane.

Hanaspe hemo npernocrasuru ga nap (M, f) 3amoBosbasa ycios [1-C.

Jlema 3.5.10. Heka je a € C*[0,00) aedunucana 3a cse t > 0 Tako ga «t) = 1 3a
0 <t <1, tako ma je t?«(t) monorono pacre 3a t > 0 u t*a(t) = 2 3a t > 2. Heka je
V(p) = —a(||[Vf()|)Vf(p). Heka je ¢ TOK Koju oarosapa BeKTOpckoM mossy V. Tama je
Taj TOK 1yI00a/HO jedunucan.

Hokaz: 13 nedpurnnuje pyHKIMje o jacHO je J1a je BEKTOPCKO MoJbe V' YHIMOPMHO OrpaHII€eHO.
Osnaunmo 1o orpannuene ca K. Kaxo je Lpy(p) = V(pi(p)) u3 nedurnumje merpuke p
IMaMo J1a je

plee(p), 0s(p)) < Kls—t],  1"(p) <s,t <I"(p).

Axo je IT(p) < +o0 kaxo je dyukmmja ¢.(p) : (R,|-]) = (M, p) JTumnunosa caenn aa
ce MOXKe HempeKuJHO mpoayxutu y [T(p) mro je konrpagukiumja 36or jgeme 3.5.8. ma je
[*(p) = +o0. U3 ucror aprymenta ciaeau aa je [T(p) = —oo.

O

Jlema 3.5.11. Hexka je ¢ kao y nperxomuoj jemu u Heka je ¢ € R. O3naunmo ca
K.={pe M|f(p) =c,Vf(p) =0}
CKYTl KpUTHIHUX Tadaka oj [ Koje 0[roBapajy KpuTUIHO] BpeJHOCTH . Taja je

(1) K. xommakras

(2) Ns ={p e M|[f(p) —c| <0, [Vf(pu(p)) <0,0<t <1}

3a cBaky okosmnay U ox K. mocroju okonnaa Ny og K. caap:kaHa y H0j.
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Hokaz: U3 yemosa I1-C je jacno na je K. komnakTan ma Tpebamo pokaszatu camo (2). [Iper-
IOCTAaBUMO J1a mocToju okomua U TakBa ma He Baxku (2). Tama mocroju uus p, € M\{U} u
uu3 6pojesa 0 < ¢, < 1 rakas 1a je f(p,) — cu V (e, (pn)) — 0 kaga n — oo. Ilpenazehn
Ha MOJIHU3 MOYKEMO MpeTnocTaBuTH 0e3 ryb/berba Ha onmroctu ja t, — t*, n — oco. Takohe
IMaMo J1a je

< ) = ~a(IV () DIV (o)) I

Onasze je jacho xa je |4 f(¢y(p))| yrndopmuo orpannyena 3a cee p € M u ce t € R. 360r
TOora MOCTOju KoHcTaHTa K > 0 TakBa n1a je

|f(oe(p) — f(p)| < KIt].

[omro f(p,) — ¢ caeqn na je f(er, (pn)) yEudopmuo orpanwmden. 13 yeaosa I1-C ciaeqn
a2 f(er, (pn)) UMa KOHBEpreHTaH noHu3. 3ajipKkasajyhu ucry Horanujy zeka ¢ (pp) — q.
Kako V f(¢y, (pn)) — 0 jacHo je na je ¢ kpurudana tauka ox f. Oxarie uMmamMo

Pn = 0, (1, (Pn)) = 9-1-(q) = ¢-
Kaxo je ¢ € K, sumec uusa {p,} a Baxu jga p, ¢ U 106ujaMo KOHTPATUKITH]Y .

]

Teopema 3.5.12. (/ledopmannona teopema) Heka map (M, f) 3agoBospasa ycaos [1-C u
HeKa je ¢ u3 nperxogne jeme. Tasa 3a cBaky oxkosuny U on K. mocroju € > 0 Tako ja je
©1(Mo\{U}) C M._.. Ilocebuo ako je ¢ perynapua Bpeauoct tajaa je ¢i (M) C M._..
Jloka3: Heka je 06 > 0 takBo ma je Ns caupxkano y U u Heka je € = %. YVamumo p € M,
npon3Bo/bHO Tako ga p ¢ U. Tana je p ¢ Ny na ako je |f(p) — ¢| > § TpuBnjanano Baxn na
je v1(p) < ¢ —e. Y cynporom ||V f(ei(p))|| > 03a 0 <t < 1. Kaxo je

ﬂw@»—ﬂm:—/@NVﬂ%@MMWﬂ%@MRﬁ

u t?a(t) MoHoTOHO pacTyha MOXkKeMO 3aK/byduTH J1a je

flei(p) = f(p) < =67

52

na omarie caean ga je f(o1(p)) <c+ % —0*<c—5%

=C—E¢.

Axko je ¢ perymapua BpennocT TBpheme Baxku 300r yciaosa 11-C.

Y omespKy 3.3. cMO BHUIEU 4 je
cm(f) = inf{a € R|catp (M,) > m — 1}

KpUTHIHA BpeIHOCT 3a cBako m € N. Jla 6ucmo 0BO HCKOPUCTHIN Ja JI0KaxKeMo JbycrepHuk-
[MTaupesbmanoBy Teopemy Tpebahe Ham cieneha asa TBphema (3a gokas morsenarn [11] u

[21]).

Jlema 3.5.13. Hexa je X Tomosiomku mpocTop. Tasma
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1. AD B = catx(A) > catx(B)
2. catx (A1 U Ay) < catx(A;) + catx(Az) + 1
3. catx(A) < dim(A)

4. Axo je mpecaukaBare T : A — N xomoronHo wHKIAy3ujun i : A — N, onmga je
catx(T(A)) > catx(A).

Jlema 3.5.14. Heka je A kommakran nomckyn oa M u meka je catx(A) < k. Tana mocroju

okommua U ox A taksa na je catx(U) < k.

Teopema 3.5.15. Heka (M, f) 3anosomaBa [I-C ycnoB u meka je m < n mpu demy je
—00 < ¢ = cp(f) = cn(f) < +00. Tana je cat(K.) > n —m. Iocebro ako je m = n ckyn
K, je nenpa3zamn.

Hoxkaz: Heka je c = c¢,, = --- = ¢,,. I3 npeTxoaHe JeMe mocToju oTBOpeHa okoanHa U TakBa

na je catp(U) = catpy(U) = catpy(K.). U3 Teopeme 3.5.12. u ymeme 3.5.13. umamo ma 3a
JIOBOJBHO MaJio € > (0 mMamo

catpr(M.—.) > catp (o1 (Mo \U)) > catpr (Mo \U).
Kombunyjyhu oo u semy 3.5.13. ciaean na je

catpyr(Meyo) = catpy(Mey \U) U U) < catps((Meye) + catpy (U) + 1

< catpy (o1 (Mo \U)) + catp (Ke) + 1 < catp(M._.) + catp (K.) + 1.

OHOCHO UMaMO Ja je
catp (K.) > catp(Mey o) — catp (Mo—.) — 1.

Kaxko je ¢ = ¢,(f) jacno je u3 pedbununmje na je caty (M.,.) > n — 1. Ca apyre crpane
¢ = ¢, uvrnunupa aa je caty (M. o) < m — 2. Kombunyjyhu cBe oBo nmamo 1a je

catp (K.) > catp(Meye) — catpy (M) — 1
>n—-1)—(m—-2)—1=n—m.

Ako je m = n 'y oxespKy 3.3. cmo Beh mokazaau 1a je ¢, (f) = ¢,(f) = ¢ kpurnana BpemHOCT
na K. Mopa Outu Herpas3aH.

]

ITocnemuma 3.5.16. Hexka cy 3amoBo/benn ycaoBu nperxonne teopeme. Tana je dim(K,.) >
n—m.

JIema 3.5.17. Heka (M, f) 3amoBosbasa ycsios 11-C, u Heka je HeKa OJi KOHCTAHTH Cp,(f) =
+oo. Tama f y3uma NpOM3BOJ/GHO BeJMKe BPEJIHOCTH HA CKYNMy KPUTHYHAX Tadaka, [Ma X
MTOCJIEINYHO UMa GECKOHAYHO MHOTO.
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Hoxkaz: IlpermoctaBumMo cynpotHo. Heka mocTojum KoHcTaHTa L < 400 TakBa J1a HeEMa KpH-
TUYHUX BPEIHOCTH Koje ¢y Behe mwin jennake on L. Omatie cjieim u3 TeopeMe 0 UMILTHITUTHO]
dyHKIMjK 1a je CKyn

N ={plf(p) =L}
peryJapHo yaozena Muorocrpykoct ox M. Heka je W(p) C! tanrenTHo BEKTOPCKO MOJbe
nedunucano na M\ K dopmyrnom

W(p) = V()

IVFP)I*

Omno mam maje TOK ¢;. JacHo je ma je

d
ZH6p) =1

na J100mjamMo 1a je
f(ee(p)) = f(p) + 1.

Hexka je p Tauka taksa ja je [T (p) < +o0o. Iomro je M komiuteran u3 jeme 3.5.8. cieau ja
¢i(p) — 1y (p) nnu na je

I*(p) I*+(p)
[ lwtenlde= [ 195 )]t =+

Y oba ciyuaja caeau ga nocroju Hu3 t, — [7°(p) Tako ga je V f(¢y(p)) — 0. Kaxko je nu3s
{f(¢+,(p))} orpannuen caeau us I1-C yerosa ga mus {¢:(p)} ©Ma KOHBEPreHTAH MOIHA3 KOjU
KOHBEPTHUpa Ka HEKOj KPUTUIHO] TauKu ¢. AKO je p € N TO He MOXKe J1a ce JeCH Ta MOKeMO
3ak/pyunTH Aa je [T(p) = +oo.

U3 coimamOr aprymenTa ako je [7'(p) > —oo mocroju Hu3 t, — [~ (p) Takas na ¢;(p) KoHBEp-
rupa Ka KpHTHIHO] Tadku. 3060r Tora 3a cBako p € M rtakso ma je f(p) > L nmoctoju Heko
t > 17Y(p) Taxso ma je f(¢i(p)) = L. Hexa je

X :[0,+00] x N = {pe M|f(p> L)}, X(t,p) = ¢u(p)-

X je HenpekuHO a jacHO je W Jia je CypjeKTUBHO U3 MpeTxo/iHe aprymenTaruje. Takobhe

g [f(q) = L, dr—5)(q)]

je HellpeKuIHO WHBEP3HO MpecauKaBame 01 X Ia MOKeMO 3aKJbYyIHTH Ja je X XOMeoMOp-
duzanm.

360r er3ucrennuje X MOXKEMO 3aK/byIUTH A MOCTOjU XOMOTOIHjA (; TAKBa Ja je (g WIeH-
turera a @ (M) = {f(p) < L + 1}. 36or osora u3 jseme 3.5.13. MOXKEMO 3aK/bYUIUTH Ja je
catpy (METY) > cat(M). Oso omma ummmunupa us gedununuje c,(f) na je ¢, (f) < L+ 1
3am < cat(M) + 1.

0
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OjaBie jeITHOCTAaBHO MHIYKIIAJOM MOXKEMO 3aKJ/bYyUHTH Ja BaxKu cJeneha Teopema.

Teopema 3.5.18. Heka (M, f) 3amoBosbasa yciaos [1-C u Heka je dyHkumja f orpanudena
ono3no. Tama Baxku
cat(M) + 1 < crit(f).

3.6 Ilopebheme MopcoBe n Jbycrepuuk-IIITanpessmaHoBe Teopuje
1 HeKa HepelleHa NuUTakbha

Tonosoruja muorocrpykoctTu y Muoro sehoj mepu ycsiossbaba ocodune MopcoBux dpyHKIMja
Hero (pyHKIMja Koje MMajy jereHepucane Kpurudne tadke. irycrpyjmMo 1o Ha cienehu
HAYMH.

Heka je dyuknmja f : M — R taxBa ga je #crit(f) = crit(M). U3 geme 3.4.1. jacHo je ma
OBY (DYHKIIH]Y MOXKEMO MOJM(DPUKOBATH y OKOJIMHU IPOM3BOJ/bHE DEryjapHe Tauke Tako JIa
JIOZAaMO TAvHO jeaHy KpuTudHy Tadky. Omarie je jacHO jga BaxKu cjejehu cras.

Cras 3.6.1. Hexka je M 3arBOpeHa MHOIOCTPYKOCT U HeKa je k > crit(M) mpousBoJbHO.
Tama mocroju dbyukuuja g : M — R taksa na #crit(g) = k.

Ca mpyre cTpane BHeIH CMO Ja ako je M Hemapre mumven3uje mopa outu ja je x (M) = 0.
13 dopmyie 3a OjaepoBy kapakrepuctuky (Jake MopcoBe HejeJHAKOCTH) OHJIA CIeIH 1A
npousBosbHa Mopcosa dyukiuja na M mopa umaTu napan 6poj Tadaka. /lakie Beh u cama
JUMEH3Hja MHOTOCTPYKOCTH HMa UMILTHKaIMje Ha ocobune MopcoBux dyHKIIH]a.

Takobhe csiabe MopcoBe HejeHAKOCTH 1]y JOFe OTPAHUYEHE 3a OpOj KPUTHUHUX TadaKa
Ipou3BOJbHOI HHIeKca MopcoBe (byHKIHje MITO HUje caydaj 3a PYHKIHje ca JereHepucanuM
KPUTHIHUM TadKaMa.

Jlyanno Mopcose dyukiuje ogpehyjy XOMOTOICKH THII MHOTOCTPYKOCTH TIITO UX YUHH [1OT0/I-
HUM 33 mpobseme kjaacudukaimje, 10K (DYHKIHje & AereHePUCAHUM KPUTHIHUM TAdKaMa
JaKO MaJIo TOBOpe O TOHOJOTHjU. VIycTpyjMO TO jJeTHIM IPUMEDPOM.

Heka je M opujenTabuana 3aTBOpeHa IMOBPII Oe3 rpaHuie. JacHo 1a ako MOCTABHMO ITOBPII
M ycnpasuo (ako je yiaoxkumo Ha oaroapajyh naumn) dbyuxiuja sucune h : M — R he
omti Mopcosa dynkrnuja. lozarHo axo je M = M, nmamo na je #crit(h) = 2g + 2 na xaxo
3HaMO J1a je .
B(M;Z) < erit(M) < #crit(h)

3aK/BYUYjEMO JIa BAXKU Ja je c/rvzt(M) =29+2 mnajeg = cmt(# OnHocHO E;/zt(M)
y notiynoctu ojipehyje Ha KOjoj ce OpHjeHTadW/IHOj MOBPIIMH HAJA3UMO Kao IITO U CyMa
Berujerux 6pojesa S(M;7Z) 10 unHw.

Ca npyre crpane cat(My) = 2 u crit(M,) = 3 3a g > 1 a cat(My) = 1 u crit(My) = 2 na
cat(M) n crit(M) camo mory pehin ma ju ce HamasuMo Ha chepu WA He.
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Pazsor 3amro nam oBie MopcoBa Teopuja Jaje MHOTO BUIe HH(MOPMATH]a JIEXKH Y TAHCHATII
na cy cat(M) u crit(M) orpanudeHu AUMEH3UjOM MHOTOCTpYKOCTH T0K crit(M) u S(M;Z)
HHUCY.

Yupapo MopcoBa Teopuja ce MO»Ke KOPUCTHTHU 3a JIOKA3UBAIbe IO3HATE KJachu(pUKAIU]je
3aTBOPEHUX HMOBPIIU O€3 IpaHHIle.

Nnax y HeKHM CHTyaldjaMa 3a Marmbe BPEJHOCTH KaTeropuje MOXKe e MOKA3aTH Ja OJHOC
cat(M) w crit(M) mocra roBopu 0 MHOTOCTpYKOCTH. Ha mpumep y KaTeropujiu XOMOTONCKUX
cdepa S jeanakoct

crit(S) = cat(S) + 1

exBuBaenTHa je [Toenkapeosoj xumnoresu (morsenarn [11]).

OBo roBopm y mpujor HerpubHjaaHocTn omHoca cat(M) w crit(M). Hawmwme, jorm yBek Huje

. ? o
yrepheno ga s je crit(M) wrBapujanTa XoMeoMOpdH3Ma, XOMOTONCKA WHBADHjAHTA WK
caMo WHBapHjaHTa audeomopdusMa.

Ocum Tora, jako je remko oapojuru crit(M) om cat(M). Tlosmaru cy mpumepn mpoc-
Topa 3a Koje Baxku crit(M) = cat(M) + 2. Oso ce nobuja koucrpykuujom ballcat(M)
KATEropuje rje MHOTOCTPYKOCT MOKPHUBAMO 3aTBOPEHHM JHCKOBHMA. JacHO je /a MMaMo
cat(M) < ballcat(M) a ucmoctaBba ce J1a BaxkKu 1

ballcat(M) + 1 < crit(M).

Y nomenytum npumepumMa umamo aa je cat(M) = ballcat(M) —1 w ballcat(M)+1 = crit(M)
OJIaKJ/Ie jacHO CJiejn 3akjbydak. Vnak mmamo ciejnehu orBopeH mpobem.

OrBopen npobaem 3.6.2. Hahu 3aTrBopeny muoroctpykoct M TakBy 7Ja je
crit(M) > cat(M) + 2.

Ca zmpyre cTpaHe nutame J1a Jin je gf/zt(M ) XOMOTOIICKA MHBAPUjaHTa je TaKolje HeTpuBUjaIHO,
npevaa crit(M) uw G(M) moxemo Bumie ofpojurn. Ha upumep y ciaydajy Iloenkapeose
xomoutonike cdepe crit(M) = 6 ok je f(M) = 2.

Wnak Pebosa Teopema ce Moxke MoandWKOBATH 33 TUMeH3U)Y 1 < 6 TaKO /1a aKo je c/r\z/t(M ) =
2 Baxku jia je M nudeomopdno n-cepu. Oparie ako 6u c/f/zt(M ) GuJjia XOMOTOLICKA, HHBAP-
WjaHTa W 9aK HHBAPHjaHTa XoMeoMopdm3Ma caeamnto om aa Ha S* mmamo jemumcrseny
IIaTKy CTPYKTYPY, a THTalbe er3ucTeHIje er30THdHe CTPYKType Ha S* jormr yBek Humje
peIeHo.

U3 npumepa IToenkapeose xomoutomike cdepe M caeau ja je cat(M)+1 =4 > 2 = (M) ua
ce He moxke pehu na Mopcosa Teopuja y omirem cay4ajy jaje 6osby oneny oj JbycrepHuk
[MTrupe/pManoBe TEOPHjE.

Nnax, ykoauko je M mpocTo moBe3aHa UMaMO XOMOJOIIKY ONeHY

cat(M) < H(M),
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na ako M Hema TOP3Wjy YV XOMOJOIKHUM IpylaMa MOKeMO 3aK/byUNTH Ja BayKn

cat(M) +1 < B(M;Z).
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4 IIpumene Jbycrepuuk-IITaupesrMmanoBe Teopuje

Y oBoM ofespKy m3sioKmheMmo Heke npuMere Jb-1I1 Teopuje y PUMaHOBO] U CHMILTIEKTHIKO)]
reoMeTpuju.

4.1 PwumanoBa reomerpuja

Morusanuja 3a Hactanak Jbymrepauk [llaupesbmanoBe Teopuje ce ynpaso Hajasu y Pu-
MaHOBO] reoMeTpuju. Ibennm xopumhemenM ce MoxKe HoKazaTH Ja cBaka cdepa S? uma
bapem 3 3aTBOpeHe reome3ujcke KpuBe. Mwu hemo y oBOM ofe/bKy J0Ka3aTH JIBa TO3HATA
pesyJirara 3a IIPoCTO MOBe3aHe KOMIAKTHE MHOT'OCTPYKOCTH.

Jlema 4.1.1. Heka je N mpocTo moBe3aHa KOMITAKTHA N—IRMEH3WOHA MHOTOCTPYKOCT.
Tama:

(1) Cse KoxomoJIolIKe rpyle ca peannum koeduunujentuma H*(QN;R) cy xKonaunomumen-
3UOHEe

(2) Ako je dim(N) = n Taja He HOCTOjU N Y3AaCTOLUHUX HO3UTUBHUX HEJIUX OPOjeBa TAKBUX
na je HF(QN;R) = 0.

(3) Koxomoomka aireopa H*(QN;R) = @ H*(QLN;R) je Kponekepos Ipou3B0/1 CHO/bHALITHE
k>0
asrebpe reHepucate ca ojipelleHUM KOIMK/IMMA HellapHe JTUMeH3H]je U HOJMHOMUjaJIHe aJl-

rebpe remepucane ogpeheHHM KONUK/IUMA ITapHe TUMEH3H]e.

Hokaz: Tlorsenrn [22].

ITocnenuiia 4.1.2. Heka je N npocTo noBe3ana KOMIAKTHA N—/UMEH3MOHA MHOIOCTPYKOCT.
Tana je
cupgr (QN) = 0.

Tokaz: TIpermocraBumo na oBo He Baxku. Tajga u3 TBphema (3) MpeTxoaHe JemMe uMamo Ja
je H*(2N;R) xonauHe quMeH3Hje MTO je KOHTpaanKIiuja 300r TBpherma (2).
O]

Jlema 4.1.3. Hexka je N upocro nosesana xommaktaa C°° PuManHOoBa MHOTOCTPYKOCT U
Heka ¢y p,q € N (p # q). Osmaunmo ca Q(p,q) = Q(N;p,q) npocTop CBUX ancoayTHO
Henpeknaanx dyrknuja o : [0, 1] — N koje nounmy y p a 3aBpiiaBajy ce y ¢ pu 9emy je

(o) = %/||a’(t)||2dt < .

Tama BaxKnu:
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(1) Muoroctpykoct N Moxke OUTH yIOKeHa U30MeTpUIHO ¥ R™ 10BO/BHO BETHKE THMEH3-
mje. Ako mocmarpamo N kao mogckym ox R™ rtama je Q(V;p,q) 3aTBOpeHa peryirapHa
C* mommuorocrpykoct Xuabeprosor npocropa (R™;p,q) u 360or Tora je KomimierHa
nose3aHa C'°° PumaHoBa MHOTOCTPYKOCT MOJEJIOBaHA HA XUJI0EPTOBOM TTPOCTOPY.

(2) Hap (2(p, q), J) 3amoBomasa ycios I1-C.

(3) Kpurnune tauke o dbyukiponana J cy reopesnjcke ox N Koje NOBe3yjy p v ¢, mapamMeTpu-
30BaHe MPOMOPIIMOHAIHO JIyXKHHU. 3a TakBe reojesujcke J(o) je MOJTOBUHA JIy’KUHE O]
.

(4) Muoroctpykoct 2(p, ¢) UMa UCTH XOMOTOIICKH THIT KA0 pocTop mner/bu LN,

Hoxkasz: Iloremaru [23].

Teopema 4.1.4. Heka je N npocro noseszana PumanoBa MHOIOCTPYKOCT U HEKA CY P U ¢
aBe pazaunaute Tadke o N. Tazna cy p m ¢ nmoBe3aHe reo/e3MjCKUM KpHBaMa ca OECKOHAYHO
MHOTO Pa3JTUIUTUX JIYKUHA.

Hokaz: U3 nperxomne jgeme umamo ma ¢y (p, ) u QN HCTOT XOMOTOICKOT THIA 1A OIaTIIe
u u3 nocaemune 4.1.2. umamo ja je cupgr(€(p, q)) = oo ma camum tum u cat(2(p, q)) = oo.
13 mperxoaue seme takohe mmamo ma nap ((p, q), J) 3agoBospasa ycaos [1-C npu gemy je
dyukimonasa J Takas Ja Cy HeroBe KpUTHYHE TadKe CYy TeoJIe3UjcKe KPUBE Koje cliajajy p u

q.

[IpernocraBumo cajia Jjia TBpheme He Baxku. U3 jeme 3.5.17. MOKeMO 3aK/by4UTH Jia je
cm(J) < 400 3a cBako m. Kako je CKyn ¢BHX Te0e3MjCKUX KOje MOYHbY Y p XoMeoMopdan
ca MPOCTOPOM CBUX TAHTNEHTHHUX BeKTopa Ha N y p, MOKEMO 3aKJ/byUWTH J1a je OBaj CKYTI
HajBuine n-auMen3uon. W3 mocaemune 3.5.16. onma mobujamMo jga je G€CKOHAYHO MHOI'O
KOHCTAHTH Cy,(J) paznuauro ma u3 teopeme 3.5.15. 100mMjamMo KOHTPAIHKIIHA]Y.

[]

[Tozuat je pe3ysirar ja YKOJIMKO 3aTBOpeHa PuManoBa MHOrOCTpYKOCT M HUje TPOCTO MOBE3AHA
CBaKa HETPUBHjaTHA KJaca dbYyHIaMeHTaJIHe TPpYIe HMa 33 TTPeJICTABHUKA 3aTBOPEHY T'e0Ie3-
1jcKy KpuBY. KOMILTMKOBAHWjU CayUaj je Ja ce MOoKazKe JIa Ha IMPOCTO MOBE3aH0] 3aTBOPEHO]
PuMaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH HMAaMO 3aTBODEHY I'e0JIe3UjCKy KPHUBY (32 JleTa/bHUje U3JIarambe
moriegartu [11]).

Hexka je
Pn(M) = {(mlﬂ LR 7In)|d<$1, x2)2 + s s ‘I— d(.T,'T“ 1'1)2 S 5}

rae je d(x,y) pacrojamwe oi x o y na M upu vemy je 0 < e < e(M). Osue je (M) 6poj
nonesber M Tako fa 3a cBako x u y y M takso ga je d(z,y) < e(M), mocToju MUHUMAJHA
reosie3njcka Koja mosesyje x u y. JacHo je na je P,(M) kKoMmakTHa W Ja CBaKa TadKa O]
P, (M) npencrasiba 3aTBOPEH IeO/Ie3UjCKU N-Tarou ca homkoBuma y x;. 360r 0BOra MozKeMo
II0CMATPATH MHKJIY3U]y
j:Py(M) = LM,
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rje je LM mpoctop cioboauux mnersbu. [IpuToM n-tarone napamMeTpusyjeMo JIyKHHOM JIyKa.
BoroBa Teopema Ham maje ma 3a dpukcupano r u cse k < r MOCTOjU N, TAKO JIa 33 CBE 1 > N,

it TR(Po(M)) S m(LM).

OBo 3ampaBo 3Ha4M Ja U3 yriua xoMmororncke Teopuje P, (M) cBe 60/be 1 607be amrpoOKCHMHIPA
LM xana n — oo.
Hedununrumo cajga GYHKIAOHA

n
E:P,(M) =R, E(ry,... x0) =Y d(z;,3:41)°

i=1
rie je £,11 = x1. OBO TUCKpeTu3yje yoonuajaH PYHKIIMOHAT eHePTHje Ha MTPOCTOPY CI0D0I-
HEX neT/bu. Moxe Ja ce ToKazKe J1a KPUTHIHA TauKa OBOT (DYHKIIMOHAIA HHIYKY]je MOJUTOH
6e3 homkoBa rJie cy CBe cTpaHe jejHaKe, OJHOCHO jiaje 3aTBOpeHy reoje3ujcky. llpume-
Mo Ja cederba s : M — P,(M) C LM yaaxy M kao ,,rpuBujasHe” KpUTHYHE TadKe 3a
KoOje ce JIoCTH:Ke MUHWMaTHa BpenHoct ¢yHkunonasa £ (E = 0). Hapasro nama tpebajy
HeTPHBHUjAJIHEe KPUTHIHE TAYKe 11a Y KOHTEKCTY Tora uMamo ciaejgehy teopemy.

Teopema 4.1.5. Ha cBakoj KOMIIAKTHO] HPOCTO 1OBe3aHOj PUMaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH
MOCTOjW HETPUBHUjaJIHA 3aTBOPEHA T'€OIe3MjCKA.

Hokas: noraegaru [11].

4.2 CuMIIEKTHYKA TOMOJIOTHja

Y oBoMm oziesbKy hemo HaBecTn BazkHa TBphema n pedununuje. Iortegaru nerame y [2] u
[11].

Hedbunnunumja 5.2.1. Ilap (M,w) je cuMILIEKTHYIKa MHOTOCTPYKOCT ako je w € Q2(M)
3aTBOpPEHA, HeJereHepucana popMa.

Cras 5.2.2. Ako M jomyiira CHMILIEKTHYKY CTYKPYTYpy Taga je dim(M) = 2n wim
dim(M) = oo.

Cras 5.2.3. (/lapbyosa reopema) Heka je (M?" w) cumiuiekruuka muorocrpykocr. Taja
Y OKOJIMHE IIPOU3BOJbHE TauKe M0CToje JoKaaue koopauuare (¢', ..., q" p1, ..., p,) Takse ja

je
w = Z dq’ A dp;.
i=1

MoTuBamnuja 3a CHUMILUIEKTHYKY TEOMETPH]Y JT0Ja3W W3 XaMUJITOHOBE MeXaHUKe, OTHOCHO
JIDYTUM peurMa CUMILIEKTUYKA FeOMETPHja je TPUPOIaH aMOujeHT 3a XaMUJITOHOBY MEXaHUKY .

Heka je nara dynaknuja H : M — R (Xamuaronujan) u Heka je Xy jeJJMHCTBEHO BEKTOPCKO
nosbe Ha M oxpeheHo pesamujom
iXHu) =dH.
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Y HapbyoBuM KoopJIMHATaMa IIPETXOIHA pejalnja HaM Jaje XaMHJITOHOBE jeJHAdYnHe

. OH
. oH
=g

JIpyrauuje oBe jelHaYMHE MOYKEMO 3aIUCATH Y OOJIUKY

i(t) = JVH (x(t))

re je
J:[jdiﬂ
a
VH = (a_H 3_H> .
dq" " Ip;
Marpuma J uMma ocobuny ga je J? = —id, ma JOKaJIHO Jaje KOMIUIEKCHY CTPYKTYDPY Ha

TaHTeHTHUM IIPOCTOPUMaA.

CraB 5.2.4. CBaka CHMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT (M, w) mMa CKOPO KOMILIEKCHY CTPYK-
Typy J koja je xomunarubusna ca mwom. Oguocno saxu J? = —id upu uemy je w(-,J)
PumanoBa merpuka.

Ha cniuvan HaumH ako mMaMO BpeMeHCKH 3aBUCAaH XaMWJITOHWjaH
H:MxR—=R
uMaMo (paMuinjy BEKTOPCKHUX MOJba X; TAKBY Jia je
ixtw = dHt
OBa (pamunja BeKTOPCKUX 10/bA JIePUHHIIE TOK (.

Hedbununuja 5.2.5. dudeomopduszam ¢ : M — M ce Hazupa XaMUJITOHOBUM JIH(HEOMOP-
bU3MOM aKO IOCTOjU BPEMEHCKH 3aBHCAH XaMUWJITOHWjaH H; TakaB Ja reHepHuile TOK ¢ H
BaXKN ¢ = 1.

N3 Kapranose dhopmysie jegHocTaBHO ciean cienehe Tepheme.

Cras 5.2.6. Csaku XamuiatoHos audeomopdusam je cumirekroMopduszam (IyBa CHM-
MIEKTHIKY HopMy ).

Xamuaronosu judeoMopdu3Mu ¢y TPUPOIHA TeHePaAIn3alja OHOTa o je ApPHOJI HA3HU-
Bao audeomopdusMuMa Topyca Koju dyBajy meHtap rpasuranuje (morgenatu [24]). Osu
TopycHHU audeoMopdu3Mu UMajy bapeMm 3 pazauuuTe (PUKCHE TadKe jep JoJa3e U3 TaKo3-
BaHUX ,,reHepurnyhux ¢pyuknuja” koje 3a Koje 3uamo ga npema Jbymrepuuk [uanpemsmanosoj
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TeopeMHu MOPajy UMaTh 0apeM 3 KpUTHYHE Tadke. Y ONIITEM CIydajy XaMHUJITOHOBHU Jn(eo-
Mopdu3Mu He Mopajy uMmaTu remepurinyhe ¢yHuknuje, aau je ApHOII CBejeTHO MPETIOCTABIO
caeaehe.

Xunoresa 5.2.7. (Apuongosa Xunoresa) Heka je (M, w) 3aTBopeHa CHMILIEKTHYKA MHO-
roctpykoct. Ako je ¢ : M — M Xammrronos mudeomopduszam u Fiz(¢p) 6poj dukcnux
Tadaka oJ ¢ OHJA je

Fix(¢) > Crit(M).

Hamnomena 5.2.8. Beh nam je nosnaro ja Baxku
crit(M) > 1+ cat(M) > 1+ cup(M).

Haxkon Hekor BpemeHna ycojena je 1+ cup(M) 3a orpanudere y XUIOTe3H, U TO je Bep3uja
Xwurnorese Kojy je jokazao @yop u mwerosu nacaeanunu. Mu hemo ce oBje JapKaTu OpPUTH-
HaJTHEe XHUIIOTe3e.

Hamnowmena 5.2.9. Tpeba jour pehu na nocroju Heperenepucana Bep3nja ApHOJI0BE XHIIOTE3E.
Kaxkemo na je p € Fix(¢) nenerenepucana KpuTudHa Tadka ako Do(p) Hema 1 3a comncrBeny
BpeIHOCT. AKO je ¢ Helereneprucan XaMUITOHOB AudeoMopdu3aM Tala ¢e CBe MOYKe CTaBUTH
y okBupe MopcoBe TeopHje OZHOCHO OIleHa N3 ApPHOJIIOBE XHUIIOTE3e je

Fiz(¢) > Zﬁz(M)

Cras 5.2.9. Heka je ¢ Xamwmwirronos mudeomopduzam na M. Taga ¢ nonazm uz 1-
NePUOIMIHOT XaMUJITOHUjAHA.

Bnayaj nperxoanor tphema je cienehu. 36or yrpahene nmepuommdHocTn XaMUJITOHH]AHA,
dbukcHe Tavuke o1 ¢ opropapajy l-nepuojgudHuM periembuma (opouraMa) jejHadnHe

z = Xy(2)

u cajia mpobJieM HaJlaxKeha (PUKCHUX Tadaka MocTaje JMHAMUYIKNA POo0IeM HajlaxKema O1pe-
hennx 3aTBOopenmx opbmurta y Toxy. omarno axo je Xamunronmjan H C' mamum taga cy u
l-mepuouyune opduTe MaJjie OJHOCHO KOHTPAKTUOMIHE. YIIPaBO OBe OpOUTE ce MOI'Y JIeTeK-
TOBATH IIyTEM TOIOJOMKHX WHBAPH]AHTH.

Ha cummierTnakoj maorocrpykocta (M, w) mMaMo CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYpPY J Koja je
carjiacHa ca w OJIHOCHO Jaje HaM MeTpuky w(-, J-).

Heka je H 1-mepuogmuan Xammiarorujan Ha (M, w) ca ogrosapajyhom XaMuiIToOHOBOM jeI-
Ha9YMHOM

u(t) = Xe(u(t)).
l-mepronuaHa pemrera OBOr CHCTeMa, ¢y V OMjeKTUBHOj KOPECIIOIEHIIN]H Ca (PUKCHUM TadKaMa
oarosapajyher Xamunaronosor audpeomopdusma. Ilopen Tora neka je

contract(M) C C*>(S', M)
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IPOCTOP IVIATKUX, KOHTPAKTHOMIHUX, cJ1000IHEX eT/hbi. Ha oBoM mmpocTtopy MoxkeMo j1ebuH-
ncatu pyHKIMOHAI AejcTtBa Ay Ha crnemehn Haunn

A () = /uw—/[—[t

rae je u : D? — M mponyxeme na D? metbe u : S' — M Koje mocToju 360r KOHTPAKTHOWII-
HOocTH u. OBaj dpyHKmonan Huje m106po Jedunucan y ommreMm ciaydajy. Mmak 3a caydaj
achepUIHIX CUMILIEKTUIKHX MHOTOCTPYKOCTH (morsienaru 2.4.) 360r ycioBa

/g*w:O

SZ

BpeIHOCT (DYHKITMOHAJIA HE 3aBUCH OJ H300pa HpOJLy ZKeIba.

Teopema 5.2.10. Kpurnune tauke ¢pyHKnonana nejecrsa Ay cy penrema XaMHITOHOBOT
CUCTEMA.

Kako umamo jgedunucany MeTpuky w(-, J-) HHTErDATHAM yCPeHhaBabeM MOKEMO T0OUTH
METPHKY Ha IpocTopy net/bu. OaTie Kako HAC 3aHUMajy KPUTHIHE Tauke (DYHKIIHOHAIA, Je-
JCTBa MOYXKEMO TTOCMaTpaTh TPajeKTopuje Koje uxX cnajajy. TpajekTopuja y MpocTOpy HeT/hU
JnedrHucaHa je 06mIHOM U EePeHITIjaIHOM jeJITHAYNHOM 11a HaM TO Jiaje HapiujaaHy audep-
eHIIMjaJIHy jeTHAYMHY HAa MHOTOCTPYKOCTH duMe j00ujamo ciaepehu mpocrop.

Hedbunnnumja 5.2.11. IIpocTop orpanndenux opoura X, je gedunucan Ha ciaeaehn HaduH

XOO:{UGCOO(RXSl,M), %—F]( )%—FVH(?& u) =0, u(s )Econtract(]\/[)}

npu gemy je (Ag(u(s)))ser orpannden y R.
Cana MoxkeMo JepUHUCATH eBaJIYalln]y

7: Xoo = R, 7(u) = u(0,0).

Hedbununnuja 5.2.12. Tok ¢ ma X je mceymorpaimjeHTaH TOK aKO TMOCTOjH (DYHKII)jA,
G : X — R xmace C! koja cTporo omaia ny»K HeKOHCTaHTHHX opbmrta. Tadmuje 3a t > s
BazK11

Gii()) < Gys())

() =

OBakBy ¢yuknujy G HasuBamo Jbanynos/beBa pynknuja. Tauka r € X je Tauka oaMopa o1
¥ (x € Rest(1))) akKo je opbuTa Koja IpoJiasu Kpo3 T KOHCTAHTHA, OTHOCHO akKo T € crit(G).
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Mozxkemo necdpunucaru Tok 1 Ha X, Ha ciaenehn Hayun
Ur(u)(s,t) = u(r + s,t).

OBaj TOK je TceyAorpaJiijeHTal y OJTHOCY Ha (PYHKIIH)Y

G(u) = Au(u(0)).

Teopema 5.2.13. Heka je (M,w) cuMiiekTnuka acheprudna MHOTOCTPYKOCT W HeKa je
H: M xR — R 1-nepuopuuan Xamuirouujan. Tajia Baxku

(1) X je KoMmakTan METPHYKU IIPOCTOP Ca OAroBapajylioM TOIOJOrujoM

(2) Ilceymorpamumjentan Tok 1 Ha X, je Takas ma je Rest(y) mamu uin jennak om 6poja
KOHTPaKTHOM/IHUX 1-1Iepuojuuuux opoura ToKa ¢ npujipykenor H

(3) EBanyammja 7 : Xoo — M uHIyKyje MHjEKNIH]y YV KOXOMOJOIHJH €& MPOU3BOJLHUM KO-
eduIIjeHTIMA.

OpmaBre nmamMo cienehn 3ak/bydax

CraB 5.2.14. Fix(¢) je Beliu nnm jennax o 6poja KOHTPAKTUOWIHUX 1-TIEPHOTUIHUX OP-
6uta, a 6pOj KOHTpAKTUOWTHUX 1-mepuoanaHux opbuTa je Behu wim jemuak o Rest(1)).

Kombunyjyhu oBo ca HapeHuM TBphemeM MOKEMO 3aK/by IUTH /13 BazKu APHOJIIOBA XUTIOTE3a
3a acdhepudHe CUMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH.

Cras 5.2.15. Rest(y) > cat(M) + 1.

Teopema 5.2.16. Heka je (M,w) 3arBopena acdepndHa CUMILUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT.
Axo je ¢ : M — M Xamunrounos mudeomopdusam u Fiz(¢p) 6poj dukcHux Tadaka oj ¢
OHTIA je

Fix(¢) > Crit(M).

Hokaz: Kaxko Behi 3namo na je Fiz(¢) > cat(M) + 1 a mokazamu cmo ga je cat(M) + 1 =
2n + 1 = crit(M) MoxkeM0 3aK/By9UTH J1a BayKu TBpheme.

[
CUuMILJIEKTUYKO [JI€jCTBO TpyTe

Hedbununnuja 5.2.17. /lejctBo rpymne G x X — X je ebeKTUBHO aKO He IMOCTOj€ TPUBUjaJHA,
JIejCTBA OJJHOCHO aKO He TI0CTOjU esieMeHT Tpyie G (0CHM jeIMHUIHOT eJIeMeHTa) KOjH OCTaB/ba
CBE TAYKe (PUKCUPAHUM.

Heka S' mesyje riaTko Ha CUMILIEKTHYKO] MHOTOCTpyKocTd (M?" w). Omnma je reneparop
OBOT' JIejcTBa BEKTOPCKO mosbe X Ha M Koje ce HaswBa (HyHIAMEHTATHO BEKTOPCKO IOJbe
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nyzK opbuTa oBor nejcrBa. AKO je cBako g € S' TakBo ga je g*(w) = w oHzma ce Kaxke ma je
OBO JI€jCTBO CUMILIEKTHIKO U (GOpMa ixyw je 3aTBopeHa. AKo je oBa (popMa U TavyHa OHIA Ce
OBO [I€]CTBO HA3MBa XaMUJITOHOBUM JI€jCTBOM.

Teopema 5.2.18. Heka je ¢ komnakTHa moBe3aHa JIujeBa rpyma Koja jesyje HeONPEKUTHO
Ha TOTIOJIOMKY MHOTOCTpyKocT M Tako ja je wHKIy3uja cBake opoute O — M XOMOTOICKA
rpuBujasita. Taja je

cat(M) < dim(M/G).

Cras 5.2.19. Axo je (M?" w) cuMILIeKTHYKa MHOTOCTPYKOCT Takba ja je cat(M) =
dim(M) Taga uu jeqHo ebeKTUBHO CUMIUIEKTHIKO JI€JCTBO KpyzKHUIE (GHI0 CJI0GOTHO WITH
He) HeMa KOHTPAKTUOHIHE opOuTe.

JToka3: IlpernocraBumo cynporno. 3 nmperxomane Teopeme jpodbujamo ja je
cat(M) < dim(M/S") < dim(M) = cat(M)

MMTO je KOHTPAJANKITH]a.

]

Kako 3namo jga Baxu cat(M) = dim(M) y ciayuajy achepuuHUX CUMIJIEKTUYKUX MHO-
TOCTPYKOCTH jacHO je Ja ce TMPEeTXOHU CTaB MOXKe MPUMEHUTH Ha FhUX.
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A. ®ubpanuje n Kopudbpamnuje

Hedbununuja A.1. Henpekuano npecnukasame p : F — B je dubpanuja ako 3a Ipou3Bo-
JbaH 1pocTop X, npecaukabame f 1 Z — FE m xomoronnjy H : Z x I — B, Takse ja je
po f = H(-,0), mocroju npecaukasamwe H : Z x [ — E takso naje f = H(-,0) u po H = H,
O/IHOCHO TaKBO J1a Jnjarpam

Zx {0y —L5 E

Zx1—1 5B
komyTupa. 3a b € B ckyn F := p~!(b) nasmpamo ciioj (pubpa) dpubpamuje p mas Taaxom b.

[Tpocrop B naszsmBamo 6a3uum a FE TOTaJHEM HPOCTOPOM, & CBOJCTBO OIKUCAHO Y IIPETXOJIHO]
JieUHUTIMjI HA3UBAMO CBOjCTBO IMOJAN3arha XOMOTOIIH]E.

Hanmomena A.2. Ilo3naro je ma cako ¢dhudpa paciojere 3a10B0/baBa CBOJCTBO IOIU3AIHA
XOMOTOIINje, YKOJHKO je Oa3HH NMPOCTOp MapakoMmnakTaH. Excrpamonupajyhn oBy BaxKHY
TOLOJIONIKY KapaKTepucTuky jgobujamo pubpamnuje. Pasiuka uzmehy osa jBa KoHienrta
JIEZKM y TOMe IIITO aKo je B myTHO moBe3an mpocTop cBe ¢gubpe o dbudbpa paciaojema cy
xomeomopdue. Kop dpubparuja oBo ne Mopa ja Baxku. nak ykoanko je B myTHO noBe3aH
¢bubpe Mopajy MaTH UCTU XOMOTOICKH THII Te UMa CMHCJIA MHCATH

F—B—=FE
Yy XOMOTOIICKO] KaTeTOpHjH.

Xomoronuja H, = H(z,+) ce MOXkKe CXBATUTU M KAO HEIPEKUJHO LPECJUKABALE U3 Z Y
B! = C(I, B), rae na B! mmamo kommakTHO oTBOpeny Tonomorujy. OBo MoTusmime ciejnehy
ekBUBaJICHTHY JeduHuiujy dpubparmuje.

Hedbununuja A.3. Henpekuano npeciukasame p : £ — B je dubpainuja ako 3a Tpo3BOHaH
KOMYTAaTHBaH JiijarpaM IIyHAX CTPEJINTA

E—-".B

MOCTOjW TAYKACTa CTPEIHIA TaKo Ja JujarpaM m aame komytupa. Ca ey @ Y — Y je
O3HaueHa eBajdyalldja y HyIH, omHocHo eg(w) = w(0), a p! je mpeciukaBame WHIYKOBAHO
npecInKaBameM p Ha cirenehn maumn pl(w) = po w.
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Kodubpanuja je nyanan objekar dpubpaluje, a CBOjCTBO JIYAJTHO CBOJCTBY IOIM3AIHba XOMO-
TOIIHje je CBOJCTBO MPOIHUPErHha XOMOTOIH]E.

Jedbununuja A.4. Henpeknano npeciaukaBame ¢ : A — X ce HazuBa kodubpammja ako
3a70BO/baBa CBOJCTBO TMPOIIHpPERHa XOMOTOIHje OJHOCHO aKO 3a CBAaKW IIPOCTOp Y, mpec-
mukasame f @ X — Y u xomorommjy H : A x [ — Y rakee na je H(a,0) = f(a) 3a
cee a € A, mocroju H : X x [ — Y maxso na je H|ax = H u H(x,0) = f(z) 3a cBako
r e X.

Kodubpanujy Moxkemo pasymeru u Ha cjaejehn HadwH.

Hedbununuja A.5. Heupekuano npecimkaBame ¢ : A — X ce HazuBa Kodubparuja ako 3a
MpPO3BO/HAH KOMYTATHBAH JAUjarpaM IIYHUX CTPETUIA

XxT e X

0

]

A><I<Z,—A

HOCTOJU TayKaCTa CTPeJIMIA TaKOo Ja Jujarpam u jia/be komyrtupa. [Ipurom jeig: Y — Y X [
MHKJIy3Hja IpocTopa Y Ha HYJITH HUBO OZHOCHO ig(y) = (y,0).

13 ose gedununmje u gedbununuje A.3. je jacuo jga cy xkobubpanuja u dpudparyja a1yajsnud
00jeKTH y CMHCJIY TeOpHje KaTeropuja jep €y IujarpaMy HACHTHIHH Ca PA3JIHKOM Ja CY
CMEPOBU CBUX CTPEJUIA CYIPOTHH.

CraB A.6. Csaka xodubparuja je yramame.

Cras A.7. Yramame i : A — X je kobubpanuja akko nap (X,i(A)) 3a10B0/baBa CBOjCTBO
HIPOIIAPEHA XOMOTOIH]E.

Hedbunnnuja A.8. Heka je i : A — X kodbubpanuja. Tama ce ' = X/i(A) nasusa
kodudpoM Koudpalmje .

Axo je A medopmanmonn perpakt npocropa X tajga je makaysuja i : A — X kodubdparmuja.

CraB A.9. Heka je j : A — X 3arBopena kodubpaiuja (j je 3aTBOPEHO IpPeCcTUKABALE) U
Heka je X JoKaJHO KOMIakTaH. Tama je 3a cBaku mpocTop Y mpecanKaBame

JTOXY) = C(A)Y), J(f)=1fej
Koubpanmja.
ITpumepu A.10. Heka je X Tonosomku npocrop. Taja je:

1) 3a cBako t € [0, 1] epanmyamuja e; : X! — X, e;(w) = w(t) dpubpanuja.
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2) mpecankaBame eg1: X1 — X x X €9 1(w) = (w(0),w(1)) dbubpamuja.
Hoxkaz:

1) 44 : % — I, i4,(%) = t je 3arBOpena kodubpanuja a I je JOKaTHO KOMIIAKTAH [1a HPUMerbyjyhu
nperxoguu cras 3a Y = X gobujamo pesyarar.

2) Uukiysujai: 0 — I je rakohe 3arBopena kodubpaiuja 11a Kao Uy IpeTXoHOM IIPUMEPY
JIOOMjaMO TpazKeH! Pe3y/ITarT.

A.1. pullback dmbpanuje m xomororicku pullback

Hedununuja A.1.1. Heka cy p: £ — B dubpanuja u f : X — B npou3Bo/pHO Tpec-
JuKaBame. /lomaTHO Heka je

Ex; X ={(e,z)|p(e) = f(x)}

¢ubpa npousso/ ca Hacaehenom romnosorujom u3 £ x X . Tana umamMo KoMyTaTHBaH JIijarpam

Ex; X — E

L

x—' B

a npupojna npojeknuja F Xy X — X ce nasusa pullback-om dubpanuje p nnyakoBaHuM
npecauKaBameM f

CraB A.1.2. pullback dpubpanuje je bubpanuja.

Heka je ry 6asna Tauka npocropa X. O3uaunmo ca PX c¢Be myTeBe KOju MOUHULY V T, & Ca
QX mpocrop meribu y o (CBU MyTeBH KOjU MOYHELY M 3aBPIIABA]y Ce Y Xg).

ITpumep A.1.3. Heka je X ronosioniku mnpocrop. [lpeciukaBamwe e; : PX — X je du-
opammja ca ¢pubpom Q.X.

Hoxkas: e; : PX — X je pullback dbubpamnmje ey mro ce Buau u3 ciaenelier nujarpama

PX — X!

61l leo,l

X 1 v xxXx

[Ipu Tome je f = (Cug,z0), idx )-
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IIpumep A.1.4. Heka je f: A — X HempeknaHo npeciukaBame u Heka je By = {(a,v) €
A x B!v(0) = f(a)}. Konsepsuja npecimkasama f y Gubpammjy je py : E; — B, pp(y) =
(1),

Hoxaz: py : By — B je pullback dubpanuje ep; mro ce suau u3 ciaegeher nujarpama

Ey — X!

% kd.

x YL v oo x

O
Hamomena A.1.5. [Ipoctop A u3 mperxojHe TeopemMe MOKEeMO BHJIETUTH KaO MOTIPOCTOD
on E; koju ce cacroju ox ememenara (a,y) ca KoncranTHEM myresuma y f(a). Moxe ce

MMOKa3aTh Ja je oBo JedopMannonn peTpakT ox Fy. 36or Tora ce mpecankasame f: A — B

dakTOopHIlle KA0 KOMIIO3UIIH]a
A—FE; = B

XOMOTOIICKEe eKBHUBaJIeHIHje U (pubparmuje.

Hedununuja A.1.6. Heka cy gara gaBa npecimkaBama f : X — Wwug: Y — W.
Xomotoncku pullback nujarpama mpecjiuKaBarba

X
y
y 2w

je mpocTop

P(f,9) ={(0,2,y) € W' x X x Y|f(z) = 6(0), g(y) = 0(1)}.

Cras A.1.7. llpupoxnna npojeknuja P(f,g) — X x Y je dubpanuja.

Jokasz: Ilpumernmo na Baxku na je W/ X (.99 X XY = P(f,g). Onarie umamo

P(fag) - WI

e

XxY I wxw

ma je P(f,g) — X x Y pullback dbubpanuje e ;.

O
Kakocy X xY — X u X xY — Y dubpanuje MokeM0o 3aK/byIUTH JIa CY TPUPOIHE
npojexnuje P(f,g) — X u P(f,g) — Y dbubpannje kao kommnozunuje dbubpanuja. Togarao
Jrjarpam
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KOMYTHPA Y XOMOTOIICKOj KaTeropuju. XoMOTONujy octBapyje npecaukasarmwe H((0, x,y),t) =
0(t). UlraBumre Baxku caenelie repheme.

CraB A.1.8. Heka je Z npousBo/hbaH TOMOJIOIIKN IIPOCTOP M HEKA Jjarpam

7z Iy

| l#

X%W

KOMYTHPa y XOMOTOIICKOj Kareropuju. Taja mocroju mpeciaukaBarmbe w : Z — P(f, g) Tako
naje h~ Pyowu k ~ Px ow 0JIHOCHO TAKBO Ja JIHjarpam

)
Py

P(f,g) — Y
-]
W

x L

s}

KOMYTHPa Y XOMOTOICKO] KaTerOpuju.

[IpeciimkaBame w He MOpa OUTH jeIMHCTBEHO YaK HU JI0 HA PEJIAIU]y XOMOTOMH]E.
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