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Predgovor

Poqetkom prethodnog veka pojavila su se dva pristupa koja su ostvarila vezu izme�u
analize i topologije na mnogostrukostima. Marston Mors je kreirao Morsovu teoriju
koja rekonstruixe mnogostrukost pomo�u funkcije koja ima samo nedegenerisane kri-
tiqne taqke na osnovu indeksa kritiqnih taqaka.

U Rusiji �usternik i Xnire	man su tako�e izuqavali kritiqne taqke funkcija, ali
kako su posmatrali i degenerisane kritiqne taqke koncentrisali su se na poveziva�e
kritiqnih taqaka funkcije sa novim tipom homotopske invarijante koja se danas zove
�usternik Xnire	manova kategorija (u oznaci cat(M)).

U narednim godinama pojavile su se mnoge generalizacije ovih teorija i naxle xiroku
primenu u oblastima topologije, diferencijalne geometrije, simplektiqke geometrije,
analize i varijacionog raquna.

U prvom poglav	u izlo�i�emo osnovne rezultate klasiqne Morsove teorije. Premda
je Morsova teorija velika tema sama po sebi nama �e najvixe slu�iti za motivaciju
i pore�e�e sa �usternik Xnire	manovom teorijom. Zbog toga je ovo poglav	e vixe
preglednog tipa.

U drugom poglav	u definisa�emo �usternik Xnire	manovu kategoriju. Kako je
cat(M) skoro nemogu�e eksplicitno izraqunati uvex�emo razne reformulacije kat-
egorije i aproksimacione invarijante qime �emo pribli�iti kategoriju teoriji ho-
motopije. Izraquna�emo kategoriju standardnih prostora, niskodimenzionih mno-
gostrukosti, prosto povezanih i simplektiqki asferiqnih mnogostrukosti.

Tre�e poglav	e name�eno je vezama topologije i broja kritiqnih taqaka minimalne
funkcije na zatvorenoj mnogostrukosti (u oznaci crit(M)). Ovaj ode	ak �e uglavnom
pratiti rezultate radova [19], [20] i [21]. Kao nastavak inspiracije koju je donela Gaus
Boneova teorema ovde se jav	a jedno prirodno i veoma va�no pita�e. Da li su crit(M)

i c̃rit(M) (c̃rit(M) je broj kritiqnih taqaka minimalne Morsove funkcije) homotopske
invarijante? Kao xto �emo videti odgovor na ovo pita�e nije nimalo jednostavan.

Rad �emo zavrxiti sa qetvrtom glavom u kojoj �emo izlo�iti primene �usternik-
Xnire	manove teorije u Rimanovoj i simplektiqkoj geometriji.

Na kraju bih �eleo da se zahvalim svom mentoru, profesoru Darku Milinkovi�u, koji
mi je pomogao pri odabiru i izradi ove teze. �egovi saveti su umnogome izgradili
i unapredili mene kao matematiqara. Tako�e, �eleo bih da se zahvalim i qlanovima
komisije profesorima Igoru U	arevi�u i Jeleni Kati� na korisnim sugestijama i
posve�enosti pri qita�u teksta. Zahva	ujem se Filipu Bro�i�u, Maksimu Stoki�u i
Duxanu Drob�aku na brojnim korisnim diskusijama u toku izrade master teze.
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1 Kratak pregled Morsove teorije

Veze analize i topologije uspostav	ene�usternikXnire	manovom iMorsovom teori-
jom proizilaze iz topoloxke kompleksnosti prostora u kritiqnim taqakama funkcije.
Kako funkcije koje nemaju izolovane kritiqne taqke ne daju korisnu analitiqku in-
formaciju jer imaju beskonaqno mnogo kritiqnih taqaka u proizvo	noj okolini neke
kritiqne taqke, naxa pa��a �e biti usmerena ka funkcijama sa izolovanim kri-
tiqnim taqkama. Jedna podklasa tih funkcija su i Morsove funkcije.

1.1 Morsove funkcije

Definicija 1.1.1 Funkcija f : M → R je Morsova ako diferencijal df : M → T ∗M
transverzalno seqe nulto seqe�e 0M ⊂ T ∗M .

Doka�imo sada da Morsove funkcije zaista imaju izolovane kritiqne taqke.

Stav 1.1.3. Ako je f Morsova funkcija skup crit(f) je diskretan potprostor od M
pa su kritiqne taqke funkcije f izolovane.

Dokaz: Neka je n = dim(M). Preslikava�e df : M → T ∗M transverzalno seqe 0M pa
je crit(f) = df−1(0M) podmnogostrukost od M takva da je codim(crit(f)) = codim(0M).
Kako je dim(0M) = n, a dim(T ∗M) = 2n zak	uqujemo da je crit(f) mnogostrukost dimen-
zije 0, odakle sledi tvr�e�e.

Prisustvo nultog seqe�a omogu�ava nam da na �emu kanonski razlo�imo tangentni
prostor kotangentog rasloje�a na vertikalnu i horizontalnu komponentu. Preciznije

i0M : M → T ∗M, i0M (p) = 0p

daje kanonski izbor horizontalnog prostora di0M (TpM) u T(p,0)T
∗M . Kako projekcija

π : T ∗M →M, π(αp) = p

definixe vertikalni prostor ker(dπ(0,p)) mo�emo zak	uqiti da va�i:

T(p,0)T
∗M = Di0M (TpM)⊕ ker(Dπ(0,p)) ∼= TpM ⊕ T ∗pM.

Oznaqimo sa:

π1 : T(p,0)T
∗M → TpM, π2 : T(p,0)T

∗M → T ∗pM

odgovaraju�e projekcije pri razlaga�u.

Neka je p ∈ crit(f). Razlaga�e tangentnog prostora T(p,0)T
∗M nam omogu�ava da definix-

emo vertikalnu komponentu izvoda diferencijala od f u kritiqnoj taqki p:

kp(f) : TpM → T ∗pM, kp(f) = π2 ◦D(df)(p).
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Zbog ovoga mo�emo drugaqije interpretirati transverzalnost preseka df(M) i nultog
seqe�a.

Stav 1.1.4. Neka je p ∈ crit(f). Podmnogostrukost df(M) transverzalno seqe 0M u
(p, 0) akko je kp(f) bijekcija.

Dokaz: Neka je n = dim(M). Jasno je da je df ulaga�e pa je df(M) n-dimenziona
podmnogostrukost od T ∗M . Odatle sledi da df(M) transverzalno seqe nulto seqe�e u
(p, 0) akko

T(p,0)df(M)⊕ T(0,p)0M = T(p,0)T
∗M.

Kako je π2|T(0,p)0M = 0 zak	uqujemo da to va�i akko je preslikava�e π2 : T(p,0)df(M)→
T ∗pM surjektivno. Naravno kako su T(p,0)df(M) i T ∗pM prostori iste dimenzije to
je ekvivalentno uslovu da je preslikava�e π2 bijektivno. Iz relacije T(p,0)df(M) =
D(df)(TpM) sledi tv�e�e.

Stav 1.1.5. U lokalnim koordinatama linearno preslikava�e kp(f) je drugi izvod
funkcije f .

Dokaz: Neka su (x1, . . . , xn) lokalne koordinate u okolini U taqke p. Tada je

df(q) = (x1(q), . . . , xn(q),
∂f

∂x1

(q), . . . ,
∂f

∂xn
(q)),

pa je
∂(df)

∂xi
(p) = (0, . . . , 1, . . . , 0,

∂2f

∂xi∂x1

(p), . . . ,
∂2f

∂xi∂xn
(p)),

odakle mo�emo zak	uqiti da va�i:

D(df)(p) =
[
I
[

∂2f
∂xi∂xj

(p)
]

1≤i,j≤n

]
pa odatle jednostavno sledi da je matrica

[
∂2f

∂xi∂xj
(p)
]

1≤i,j≤n
matrica linearnog pres-

likava�a π2 ◦D(df)(p).

Dakle, u kritiqnoj taqki funkcije imamo kanonski definisan drugi izvod. Kako
drugi izvod najqex�e posmatramo kao bilinearno preslikava�e imamo slede�u defini-
ciju.

Definicija 1.1.6. Preslikava�e

Hp : TpM × TpM →M, Hp(f)(X, Y ) = kp(X)(Y )

nazivamo Hesijanom funkcije f u kritiqnoj taqki p.

Iz zapisa u lokalnim koordinatama jasno je da je preslikava�e Hp simetriqno.
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Napomena 1.1.7. Hesijan funkcije u kritiqnoj taqki se mo�e bez koordinata defin-
isati i u terminima vektorskih po	a. Neka je p ∈ crit(f), i neka su X, Y ∈ X(M) dva
proizvo	na produ�e�a vektora Xp, Yp ∈ TpM respektivno. Tada nije texko videti iz
lokalne reprezentacije da va�i Hp(f)(Xp, Yp) = X(Y f)(p).

Napomena 1.1.8. Ako p nije kritiqna taqka onda nemamo kanonski definisan hor-
izontalni prostor u Tdf(p)T

∗M , pa nam je potreban izbor koneksije (pogledati [1]).
Na taj naqin dobijamo globalno definisanu projekciju na vertikalni prostor te
mo�emo definisati vertikalnu komponentu izvoda u svakoj taqki. Drugim reqima
koneksija indukuje kovarijantno diferencira�e ∇ pa je Hesijan globalno definisan
H(f) = ∇2f = ∇(∇f) = ∇(df). Ipak ukoliko koneksija ima torziju mo�e se dogoditi
da Hesijan nije simetriqan, pa se Hesijan najqex�e definixe u ambijentu Rimanovih
mnogostrukosti. Iz relacije

Hp(f)(Xp, Yp) = (∇Xpdf)(Yp) = ∇Xp(Y (f))− dfp(∇XpY ) = Xp(Y (f))− dfp(∇XpY )

jasno je da je ova definicija Hesijana u kritiqnoj taqki nezavisna od izbora koneksije
i ekvivalentna sa prethodnom. Ovo se tako�e mo�e shvatiti kao posledica kanonskog
razlaga�a (pogledati [6]).

Definicija 1.1.9. Kritiqna taqka p funkcije f je nedegenerisana ako je Hesijan Hp

nedegenerisan.

Kako je kp(f) bijektivno akko je Hesijan Hp(f) nedegenerisan, mo�emo zak	uqiti da je
naredna definicija Morsove funkcije ekvivalentna prethodnoj.

Definicija 1.1.10. Funkcija f je Morsova ako su sve kritiqne taqke te funkcije
nedegenerisane.

Definicija 1.1.11. Indeks kritiqne taqke p funkcije f je maksimalna dimezija
podtrostora od tangentnog prostora TpM na kome je Hesijan negativno definitan.
Oznaqavamo ga sa indf (p).

Sada mo�emo bo	e razumeti kako lokalno izgledaju Morsove funkcije.

1. p /∈ crit(f).

Kako p nije kritiqna taqka mogu�e je prona�i kartu (U,ϕ) u kojoj funkcija ima
lokalnu reprezentaciju f ◦ ϕ−1(t1, . . . , tn) = f(p) + tn. Za deta	e pogledati dokaz
teoreme o rangu u [4].

2. p ∈ crit(f), indf (p) = k.

Jasno je da u koordinatama indeks predstav	a broj negativnih sopstvenih vred-
nosti matrice Hesijana. Stoga nije texko na�i kartu (U,ϕ) takvu da je ϕ(p) = 0
i da je matrica Hesijana u p Morsove funkcije f

diag{
k︷ ︸︸ ︷

−1, . . . ,−1, 1 . . . , 1}.
6



Za takav izbor karte va�i

f ◦ ϕ−1(t1, . . . , tn) = f(p)− t21 − · · · − t2k + t2k+1 + · · ·+ t2n + o(||(t1, . . . , tn)||2)

kad (t1, . . . , tn) te�i 0. Zbog nedegenerisanosti p va�i i mnogo vixe.

Teorema 1.1.12 (Morsova lema) Neka je p ∈ crit(f) nedegenerisana kritiqna taqka
indeksa k. Tada postoji karta (U,ϕ) takva da je ϕ(p) = 0 i va�i

f ◦ ϕ−1(t1, . . . , tn) = f(p)− t21 − · · · − t2k + t2k+1 + · · ·+ t2n.

Dokaz: Kako je tvr�e�e lokalnog karaktera mo�emo pretpostaviti da je M = Rn i da
je p = f(p) = 0. Neka je g(x) = 1

2
d2f(0)(x, x) i neka su ω0 = dg i ω1 = df . Dovo	no je

da na�emo lokalni difeomorfizam φ takav da je φ∗ω1 = ω0 i da je φ(0) = 0. Tada je
f ◦φ−1 = g, te mo�emo primeniti odgovaraju�u linearnu transformaciju na funkciju
f ◦ φ−1 i dobiti �e	eni rezultat.

Definiximo put ωt = ω0 + t(ω1 − ω0) , t ∈ [0, 1]. �elimo na�i glatku izotopiju φt
takvu da va�i

φ∗tωt = ω0, φt(0) = 0.

Primenom Kartanove formule dobijamo da je to ekvivalentno uslovu:

0 =
d

dt
φ∗tωt = φ∗t (d(iXtωt) + iXtdωt +

dωt
dt

).

Kako je su ω0 i ω1 taqne (a samim tim i zatvorene) forme, sledi da je ωt zatvorena
forma. Pored toga jasno je da je dωt

dt
= ω1−ω0 = d(f−g). Iz ova dva argumenta dobijamo

0 = φ∗t (d(iXtωt) + d(f − g)) = φ∗t (d(iXtωt + f − g)).

Iz ovoga mo�emo zak	uqiti da je dovo	no na�i glatku familiju vektorskih po	a Xt

takvu da va�i

iXtωt = g − f, Xt(0) = 0.

Rexe�e ove jednaqine uvek postoji na dovo	no maloj okolini 0 (pogledati [5]).
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1.2 Tomova dekompozicija

Sada �emo malo bo	e razumeti globalnu strukturu funkcija sa izolovanim kritiqnim
taqkama (a samim tim i Morsovih funkcija).

Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost. Tada je za proizvo	nu funkciju f ∈ C∞(M)
definisan gradijent relacijom df(q) = g(∇f(q), ·). Posmatrajmo negativnu gradi-
jentnu jednaqinu

dϕt
dt

= −∇f ◦ ϕt, ϕ0 = id.

Ovom jednaqinom definisane su (barem lokalno) trajektorije za svaku taqku x ∈ M
relacijom

γx(t) = ϕt(x).

U sluqaju da je M zatvorena mnogostrukost tok je definisan globalno. Preciznije
negativna gradijentna jednaqina indukuje jednoparametarsku grupu difeomorfizama.
Rexe�e ϕ : M × R → M nazivamo negativnim gradijentnim tokom a γx : R → M
linijom ili trajektorijom tog toka.

Lema 1.2.1. f opada du� linija svog negativnog gradijentnog toka.

Dokaz:

d

dt
(f ◦ γx(t)) = df(γx(t))

(
dγx(t)

dt

)
= g(∇f(γx(t)),−∇f(γx(t))) = −‖∇f(γx(t))‖2 ≤ 0.

Stav 1.2.2 Trajektorije ne mogu poqi�ati i zavrxavati se u regularnim taqkama.

Dokaz: Pretpostavimo da je
lim
t→+∞

γx(t) = q.

Posmatrajmo funkciju h = f ◦ γx. Jasno je da je ona ograniqena u okolini +∞ jer je
limt→+∞ h(t) = limt→+∞ f(γx(t)) = f(q). Dodatno postoji limes

lim
t→+∞

h′(t) = − lim
t→+∞

‖∇f(γx(t))‖2 = −‖∇f(q)‖2.

Iz Lagran�eve teoreme imamo i da va�i

h(n+ 1)− h(n) = h′(εn), εn ∈ (n, n+ 1),

pa kada pustimo da n → +∞ zak	uqujemo da je limn→∞ h
′(εn) = 0. Sa druge strane

jasno je da je limn→∞ εn = +∞ pa iz Hajnea zak	uqujemo da je ‖∇f(q)‖2 = 0 odakle je
q ∈ crit(f). Sliqno se pokazuje da trajektorija ne mo�e poqeti u regularnoj taqki.
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Iz ovog stava vidimo da jedini kandidati za poqetak i kraj trajektorije ostaju kri-
tiqne taqke.

Neka je p ∈ crit(f) takvo da je f(p) = c i neka su ε > 0 i τ > 0 proizvo	ni. Definiximo
skup

N ε,τ
p = {x ∈M |f(x) ≤ c+ ε, f(ϕτ (x)) ≥ c− ε}p,

gde {. . . }p oznaqava komponentu putne povezanosti koja sadr�i p.

Napomena 1.2.3. Jasno je da je N ε,τ
p zatvorena okolina od p. Pored toga ako tra-

jektorija jednom iza�e iz ove okoline vixe se nikad ne mo�e vratiti u �u xto je
posledica prethodne leme.

Lema 1.2.4. Neka je f glatka funkcija na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g), i neka je
c jedina kritiqna vrednost u [a, b] (a < c < b), pri qemu je f−1([a, b]) kompaktan. Ako je
p ∈ crit(f)∩ f−1(c) izolovana kritiqna taqka, onda za svaku okolinu U taqke p postoje
ε > 0 i τ ≥ 1 takvi da va�i:

N ε,τ
p ⊂ U

Dokaz: Iz postavke teoreme imamo da je crit(f) ∩ f−1(c) = {p} ∪ C gde su {p} i C
dva disjunktna zatvorena (kompaktna) skupa. Kako su zatvoreni i disjunktni mo�emo
ih odvojiti sa otvorenim skupovima Ũ 3 p i Ṽ ⊃ C. Izaberimo Ũ tako da je Ũ ⊂ U
(mo�emo uzeti Ũ ∩ U).

Pretpostavimo sad da ne postoji skup N ε,τ
p ⊂ Ũ . Neka su εm > 0 i τm ≥ 1 nizovi takvi

da εm → 0 i τm → +∞. Tada je

Nm = N εm,τm
p 6⊆ Ũ .

Kako je Ũ ∪ Ṽ nepovezan a p ∈ Ũ ∩Nm mo�emo zak	uqiti da va�i i

Nm 6⊆ Ũ ∪ Ṽ

jer bi u suprotnom dobili da je Nm ⊆ Ũ poxto je Nm putno povezan. Odatle sledi
da mo�emo prona�i niz rm ∈ (Ũ ∪ Ṽ )c ∩Nm. Primetimo da za dovo	no veliko m
Nm ⊂ f−1[a, b], te poqevxi od nekog qlana rm ∈ K = f−1([a, b])\(Ũ ∪ Ṽ ). K je kompaktan
skup pa mo�emo prona�i podniz koji u �emu konvergira. Zadr�avaju�i istu oznaku
imamo da je r = lim

m→∞
rm. Kako je K zatvoren (jer je kompaktan) skup koji ne sadr�i

kritiqne taqke zak	uqujemo da r nije kritiqna taqka.

Sa druge strane, kako je rm ∈ Nm dobijamo

f(rm) ≤ c+ εn

i
f(ϕ1(rm)) ≥ f(ϕτm(rm)) ≥ c− εm.
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Puxtaju�i limes zak	uqujemo da je f(φ1(r)) = f(r). Pa kako funkcija opada du�
trajektorija mo�emo zak	uqiti da je za svako t ∈ [0, 1] f(ϕt(r)) = c odakle sledi da je
r ∈ K kritiqna taqka pa smo dobili kontradikciju.

Teorema 1.2.5. Neka je (M, g) zatvorena Rimanova mnogostrukost i neka je f : M →
R funkcija koja ima izolovane kritiqne taqke. Tada svaka negativna gradijentna
trajektorija poqi�e i zavrxava se u nekoj kritiqnoj taqki.

Dokaz: Neka je x ∈ M proizvo	no. Kako je crit(f) diskretan potprostor kompaktne
mnogostrukosti mo�emo zak	uqiti da je

crit(f) = {p1, . . . , pk}.

Pretpostavimo da postoje otvoreni skupovi Ui 3 pi takvi da ih za neko s > 0 γx([s,∞))
ne seqe. Kako je ‖∇f(x)‖2 neprekidna funkcija na kompaktnom skupu K = M\

⋃
i Ui

pa kako K ne sadr�i kritiqne taqke mo�emo zak	uqiti da data funkcija dosti�e
minimum m > 0 na K. Odatle bi sledilo da je

d

dt
f(γx(t)) = −‖∇f(γx(t))‖2 ≤ −m, t ≥ s

pa bi funkcija f ◦γx bila neograniqena xto je nemogu�e jer se faktorixe kroz kompak-
tan skup K. Zbog toga i qi�enice da kritiqnih taqaka ima konaqno mnogo imamo da za
svako s > 0 γx([s,+∞)) seqe proizvo	nu okolinu bar jedne kritiqne taqke. Oznaqimo
neku takvu taqku sa q i doka�imo da mora biti lim

t→+∞
γx(t) = q.

Neka je U 3 q proizvo	an otvoren skup. Iz prethodne leme imamo da za neke ε > 0, τ > 0
va�i da je N = N ε,τ

q ⊂ U . Kako je N okolina od q mora biti da za neko s′ γx(s
′) ∈ N .

Pretpostavimo da γx([s
′,∞)) 6⊆ N . To znaqi da je trajektorija izaxla iz skupa u nekom

trenutku. Iz napomene 1.2.3. znamo da se ona nakon toga ne mo�e vra�ati u N . Odavde
zak	uqujemo da postoji s′′ > s′ takvo da je

γx([s
′,+∞)) ∩N = γx([s

′, s′′]) ∩N.

pa je γx([s
′,+∞)) ∩ N zatvoren pa mo�emo na�i okolinu Ũ = Ũ(q), takvu da je Ũ ⊂ N

takvu da je Ũ ∩ γx([s′,+∞)) = ∅ xto je kontradikcija.
Dakle mora biti da je γx([s

′,+∞)) ⊂ N ⊂ U , pa kako je U bilo proizvo	no zak	uqujemo
da je

lim
t→+∞

γx(t) = q.

γ̃x(t) = γx(−t) je negativna gradijentna trajektorija od −f iz prethodnog sledi da �e
se γ̃x zavrxavati u nekoj kritiqnoj taqki p. Onda iz jednakosti

lim
t→−∞

γx(t) = lim
t→+∞

γ̃x(t) = p

zak	uqujemo da va�i tvr�e�e.

10



Definicija 1.2.6. Neka je f : M → R glatka funkcija i neka je p ∈ crit(f). Stabilni
i nestabilni skup kritiqne taqke p su

W s(p) = {x ∈M | lim
t→−∞

ϕt(x) = p}

W u(p) = {x ∈M | lim
t→+∞

ϕt(x) = p}

respektivno.

Iz prethodne leme jasno je da va�i slede�e tvr�e�e.

Stav 1.2.7. Neka je (M, g) zatvorena Rimanova mnogostrukost i neka je f funkcija sa
izolovanim kritiqnim taqkama. Tada je M disjunktna unija nestabilnih (stabilnih)
mnogostrukosti. Odnosno va�i

M =
⋃

p∈crit(f)

W u(p),

M =
⋃

p∈crit(f)

W s(p).

Napomena 1.2.8. Iz prethodnog stava je jasno da kritiqne taqke predstav	aju opstuk-
ciju da prostor kolabira u taqku pri negativnom gradijentnom toku. Otuda zanim	iva
topologija u �ima.

1.3 �elijski kompleks pridru�en Morsovoj funkciji

Neka je f : M → R Morsova funkcija. Definiximo skup

Ma = f−1((−∞, a]) = {x ∈M |f(x) ≤ a}.

Na zatvorenoj mnogostrukosti neprekidna funkcija dosti�e maksimum, pa je tada za
razumeva�e topologije mnogostrukosti M dovo	no razumeti topogiju Ma za dovo	no
veliko a. Ovo nas motivixe da izuqavamo promene homotopskog tipa skupova Ma kako
pove�avamo a. Drugim reqima posmatra�emo kako se me�a topologija mnogostrukosti
M kada je ,,gradimo" od ma�ih ka ve�im vrednostima funkcije.

Iz prethodnog ode	ka znamo da za proizvo	nu metriku g na M trajektorije nega-
tivnog gradijentnog toka para (f, g) ne mogu poqi�ati i zavrxavati se regularnim
taqkama. Iz toga zak	uqujemo da ne�e postojati prepreka da ujednaqavaju�i brzine
spustimo M b du� toka do Ma ako [a, b] sadr�i samo regularne vrednosti, pa sledi
da �e se promene u topologiji dexavati samo u kritiqnim vrednostima. Dodatno
kako mnogostrukost rekonstuixemo od ve�ih ka ma�im vrednostima funkcije a indeks
kritiqne taqke predstav	a maksimalnu dimenziju podprostora tangentnog prostora u
kome kada se kre�emo vrednosti funkcije opadaju, jasno je da �e nam indeksi kritiqnih

11



taqaka Morsove funkcije f dati vitalnu topoloxku informaciju o mnogostrukosti
M . Ilustrujmo ovo bo	e jednim primerom.

Primer 1.3.1 Neka je M = T2 torus i neka je f : M → R funkcija visine.

Kritiqne takqe ove funkcije odgovaraju taqkama u kojima je tangentna ravan na torus
horizontalna. Odatle je jasno da funkcija ima qetiri kritiqne taqke oznaqene na
slici sa p1, p2, p3 i p4. Tako�e nije texko videti da su sve ove taqke nedegenerisane.
Posmatrajmo sada kako se me�a topologija M c kako pove�avamo c.

(1) f(p1) < c < f(p2)

p1 je taqka u kojoj funkcija visine dosti�e minimum, pa je jasno da da je indf (p1) =
0. Sa druge strane M c je homeomorfno disku D2 pa ima homotopski tip taqke
odnosno 0 �elije.

(2) f(p2) < c < f(p3)

Taqka p2 je sedlastog tipa, odnosno indf (p2) = 1 a M c ima homotopski tip diska sa
zalep	enom 1 �elijom.

(3) f(p3) < c < f(p4)
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Taqka p3 je tako�e sedlastog tipa i M
c 'M b ∪ e1, f(p2) < b < f(p3).

(4) f(p4) > c

indf (p4) = 2 jer je p2 taqka maksimuma i va�iM = M c 'M b∪e2, f(p3) < b < f(p4).

Dakle prolazak kroz kritiqnu taqku indeksa k odgovara lep	e�u k �elije. Sada �emo
prethodna zapa�a�a uopxtiti kroz naredna dva tvr�e�a i da�emo skice �ihovih
dokaza. Za vixe deta	a pogledati [5] ili [7].

Teorema 1.3.2 Neka je f ∈ C∞(M) glatka funkcija na mnogostrukosti sa granicom
M , i neka je f−1([a, b]) kompaktan skup takav da ne sadr�i kritiqne taqke funkcije
f . Tada je Ma difeomorfan sa M b, i Ma je deformacioni retrakt od M b. Xtavixe
postoji difeomorfizam F : f−1(a)× [a, b]→ f−1([a, b]) takav da dijagram

f−1(a)× [a, b] f−1([a, b])

[a, b]

F

π2
f

komutira.

Skica dokaza: Neka je g proizvo	na metrika na mnogostrukosti M , i neka je ∇f
gradijent funkcije f u toj metrici. Kako je f−1([a, b]) kompaktan mo�emo definisati
glatku funkciju ρ tako da je ρ(p) = 1

||∇f(p)||2 na f−1([a, b]), i supp(ρ) sadr�ano u nekoj

kompaktnoj okolini f−1([a, b]). Tada vektorsko po	e X(p) = ρ(p)∇f(p) ima kompaktan
nosaq pa definixe jednoparametarsku grupu difeomorfizama:

dϕt
dt

= X ◦ ϕt, ϕ0 = id.
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Primetimo da du� tog toka vrednosti funkcije rastu rastu konstantnom jediniqnom
brzinom na f−1([a, b]).

d

dt
(f ◦ ϕt(x)) = df(ϕt(x))

(
dϕt
dt

(x)

)
= g(∇f(ϕt(x)), X(ϕt(x))) = 1, x ∈ f−1([a, b]).

Odnosno va�i:
f(ϕt(x)) = f(x) + t.

Odatle nije texko zak	uqiti da ϕb−a uspostav	a �e	eni difeomorfizam.

Retrakciju r : M b →Ma mo�emo definisati na slede�i naqin:

r(x) =

{
ϕa−f(x)(x), x ∈M b \Ma

x, x ∈Ma
.

Tada preslikava�e

H(x, t) =

{
ϕt(a−f(x))(x), x ∈M b \Ma

x, x ∈Ma
.

uspostav	a �e	enu homotopiju.

Ostalo je jox da definixemo preslikava�e F : f−1(a)× [a, b]→ f−1([a, b]). Nije texko
videti da preslikava�e

F (x, t) = ϕt−a(x)

zadovo	ava tra�ene uslove.

Teorema 1.3.3 Neka je f : M → R glatka funkcija i neka je f−1([a, b]) kompaktan
i takav da sadr�i taqno jednu kritiqnu taqku indeksa k. Tada M b ima homotopski
tip Ma sa zalep	enom jednom k �elijom. Xtavixe, postoji skup ek difeomorfan sa
k−diskom Dk tako da je Ma ∪ ek deformacioni retrakt od M b.

Ideja dokaza: Neka je p ∈ crit(f) i f(p) = c. Funkciju f deformixemo na taj naqin
da ne me�amo broj kritiqnih taqaka. Pri tome dobijemo funkciju F tako da je ona
jednaka funkciji f svuda osim u Morsovoj okolini kritiqne taqke p gde je F < f . Za
dovo	no malo ε > 0 va�i�e:

1. F−1([c− ε, c+ ε]) ne sadr�i kritiqne taqke.

2. F−1((−∞, c+ ε]) = f−1((−∞, c+ ε]) = M c+ε

3. F−1((−∞, c − ε]) = M c−ε ∪ H. Pri tome postoji odgovaraju�a k �elija ek ⊆ H
takva da je M c−ε ∪ ek deformacioni retrakt od M c−ε ∪ H, pri qemu va�i da
∂ek ∈ f−1(c− ε).
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Iz 1. mo�emo zak	uqiti da je F−1((−∞, c−ε]) deformacioni retrakt od F−1((−∞, c+
ε]) pa iz 2. i 3. sledi da je M c−ε ∪ H deformacioni retrakt od M c+ε . Kako u
[c+ ε, b] nema kritiqnih vrednosti funkcije f , iz 3. mo�emo zak	uqiti da jeM c−ε∪ek
deformacioni retrakt od M b.

Iz Teoreme 1.3.2. znamo da je f−1(c − ε) × [a, c − ε] difeomorforno sa f−1[a, c − ε].
Oznaqimo odgovaraju�i difeomorfizam sa G. Kako ∂ek ∈ f−1(c − ε) za novu �eliju
mo�emo uzeti G(∂ek × [a, c − ε]) ∪ ek. Zadr�avaju�i istu oznaku za �eliju jasno je da
dobijamo da je Ma ∪ ek deformacioni retrakt od M b.

Napomena 1.3.4 Ovaj rezultat se jednostavno mo�e uopxtiti. Ako su p1, . . . , pm kri-
tiqne taqke indeksa λ1, . . . , λm respektivno koje odgovaraju kritiqnoj vrednosti c onda
va�i:

M c+ε 'M c−ε ∪ϕ1 e
λ1 ∪ϕ2 · · · ∪ϕm eλm

za neke funkcije lep	e�a ϕ1, . . . ϕm.

Sada �emo navesti dva topoloxka rezultata koji �e nam zajedno sa prethodne dve teo-
reme omogu�iti da doka�emo glavno tvr�e�e ovog ode	ka. Dokazi naredne dve leme se
mogu na�i u [5].

Lema 1.3.5. Neka je X topoloxki prostor, i neka su f0 : Sk−1 → X i f1 : Sk−1 → X
homotopna preslikava�a. Tada se identiteta na X mo�e proxititi do homotopske
ekvivalencije

h : X ∪f0 Dk → X ∪f1 Dk.

Lema 1.3.6. Neka su X i Y topoloxki prostori, i neka je f : Sk−1 → X funkcija
lep	e�a. Tada se homotopska ekvivalencija h : X → Y mo�e proxititi do homotopske
ekvivalencije

H : X ∪f Dk → X ∪h◦f Dk.

Teorema 1.3.7. Neka je f : M → R Morsova funkcija na glatkoj mnogostrukosti
M . Ako je M t kompaktan za sve t ∈ R onda M ima homotopski tip CW kompleksa.
Pritom svakoj k−�eliji pridru�enog �elijskog kompleksa odgovara taqno jedna kri-
tiqna taqka indeksa k.

Skica dokaza: Neka je {ci} skup kritiqnih vrednosti funkcije f . Kako je za svako t,M t

kompaktan, i kako su kritiqne taqke Morsove funkcije izolovane mo�emo zak	uqiti
da {ci} nema taqku nagomilava�a, pa samim tim mora biti najvixe prebrojiv. Neka je
skup indeksa takav da odgovara rastu�em poredku kritiqnih vrednosti, odnosno neka
va�i

c0 < c1 < c2 < c3 < . . .

Za t < c0 M
t je prazan skup. Ako je c0 < t0 < c1 M

t0 �e biti homotopan diskretnom
skupu taqaka {p ∈ crit(f)|f(p) = c0}.
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Neka je sad ci−1 < ti−1 < ci, i neka postoji homotopska ekvivalencija hi−1 : M ti−1 → Xi−1

gde je Xi−1 neki CW kompleks.

Iz napomene 1.3.4. znamo da za neko ε > 0 M ci+ε ima homotopski tip

M c−ε ∪ϕ1 e
λ1 ∪ϕ2 · · · ∪ϕm eλm .

gde su p1, . . . , pm ∈ f−1(ci) kritiqne taqke indeksa λ1, . . . , λm respektivno, a ϕ1, . . . ϕm
funkcije lep	e�a. Iz teoreme 1.3.2. znamo da postoji homotopska ekvivalencija gi−1 :
M ci−ε → M ti−1 . Kombinuju�i sve ovo zak	uqujemo da za svako k ∈ {1, . . . ,m} mo�emo
definisati preslikava�e

hi−1 ◦ gi−1 ◦ fk : Sλk−1 → Xi−1.

Sada smo skoro u mogu�nosti da definixemo nov �elijski kompleks Xi koji �e imati
homotopski tip prostora M ci+ε. Potrebno je da λk-�eliju zalepimo na λk − 1 skeleton
kompleksa Xi−1. Zahva	uju�i teoremi o �elijskoj aproksimaciji mo�emo zak	uqiti
da je preslikava�e hi−1 ◦ gi−1 ◦ fK homotopno nekom preslikava�u

ψk : Sλk−1 → Xλk
i−1.

gde k ∈ {1, . . . ,m}. Na taj naqin dobijamo CW kompleks:

Xi := Xi−1 ∪ψ1 D
λ1 ∪ψ2 · · · ∪ψm Dλm .

Iz lema 1.3.5. i 1.3.6. mo�emo zak	uqiti da M c+ε ima homotopski tip ovog �elijskog
kompleksa.

Odavde indukcijom nije texko zak	uqiti da za svako t ∈ R prostorM t ima homotopski
tip CW kompleksa pri qemu broj k �elija odgovara broju kritiqnih taqaka indeksa k
koje se nalaze u M t. Nada	e su mogu�a tri sluqaja:

• M kompaktna mnogostrukost

M = M t za neko t ∈ R, pa je dokaz u ovom sluqaju gotov.

• M nije kompaktan ali se sve kritiqne taqke nalaze u nekom M t.

Za takvo M t se mo�e pokazati da je deformacioni retrakt od M koriste�i se
sliqnom idejom kao u dokazu teoreme 1.3.2.

• Funkcija f ima beskonaqno mnogo kritiqnih taqaka.

U ovom sluqaju dobijamo niz homotopskih ekvivalencija {hi : M ti → Xi}i takvih
da svaka homotopska ekvivalencija proxiruje prethodnu. Ovo nam omogu�ava da
definixemo preslikava�e h : M → X pomo�u direktnog limesa, gde je X =⋃
iXi CW kompleks sa topologijom direktnog limesa. Preslikava�e h indukuje

izomorfizme homotopskih grupa svih dimenzija pa je zbog toga ovo homotopska
ekvivalencija (pogledati [8]).
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1.4 Egzistencija i generiqnost Morsovih funkcija

Iz Teoreme 1.3.5. znamo da je dovo	no prona�i Morsovu funkciju koja zadovo	ava
uslove te teoreme da bismo mogli zak	uqiti da M ima homotopski tip CW kompleksa
pa �emo se sada pozabaviti pita�em egzistencije Morsovih funkcija.

Stav 1.4.1. Neka je M ⊂ Rn podmnogostukost. Za skoro sve p ∈ Rn, funkcija

fp : M → R, fp(x) = ‖x− p‖2

je Morsova funkcija.

Dokaz: Izvod funkcije fp u taqki x je

Dfp(x)(v) = 2(x− p) · v.

Odatle mo�emo zak	uqiti da je x ∈ crit(fp) akko x− p ⊥ TxM . Zbog toga �emo posma-
trati normalno rasloje�e mnogostrukosti M u Rn.

NM = {(x, v) ∈M × Rn|v ⊥ TxM} ⊂M × Rn.

Na �emu �emo definisati preslikava�e

E : NM → Rn, (x, v) 7→ x+ v.

KakoNM ima strukturu mnogostrugosti primenom Sardove teoreme mo�emo zak	uqiti
da je skup kritiqnih vrednosti ovog preslikava�a mere nula. Koriste�i naredni stav
zak	uqujemo da va�i tvr�e�e.

Stav 1.4.2 fp je Morsova funkcija akko je p ∈ Rn regularna vrednost preslikava�a
E.

Dokaz: p je kritiqna vrednost preslikava�a E akko postoji neko (x0, v) ∈ crit(E) tako
da je E(x0, V ) = p. Kako jeM podmnogostrukost od Rn, postoji karta u okolini U od x0

takva da slika U ∩M u Rm × 0 ⊂ Rn. U toj karti prvih m koordinatnih vektora daje
lokalnu bazu od TM . Tada ortonormira�em baze od preostalih koordinatnih vektora
dobijamo za svako q ∈ U ∩M bazu (v1(q), . . . , vn−m(q)) od (TqM)⊥. Na taj naqin dobijamo
lokalnu parametrizaciju od NM :

(u1, . . . , um, t1, . . . , tn−m) 7→ (x(u1, . . . , um),
n−m∑
i=1

tivi(u1, . . . , um)).

Odatle je jasno da je NM mnogostrukost. U ovim koordinatama dobijamo:

∂E

∂ui
=

∂x

∂ui
+

n−m∑
k=1

ti
∂vk
∂ui

,
∂E

∂tj
= vj.
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Raquna�em skalarnih proizvoda ovih n vektora sa baznim vektorima

∂x

∂u1

, . . . ,
∂x

∂um
, v1, . . . , vn−m

dobijamo matricu koja ima isti rang kao Jakobijan od E:( ∂x
∂ui
· ∂x
∂uj

+
n−m∑
k=1

tk
∂vk
∂ui
· ∂x
∂uj

) (
n−m∑
k=1

∂vk
∂ui
· vl
)

0 Id


Odatle zak	uqujemo da je Jakobijan od E punog ranga akko je matrica(

∂x

∂ui
· ∂x
∂uj

+
n−m∑
k=1

tk
∂vk
∂ui
· ∂x
∂uj

)m

i,j=1

invertibilna.

Kako je vk ⊥ ∂x
∂uj

dobijamo:

∂

∂ui
(vk ·

∂x

∂uj
) =

vk
ui
· ∂x
∂uj

+ vk ·
∂2x

∂uiuj
= 0.

Odatle zak	uqujemo da je (x0, V ) ∈ crit(E) akko je matrica(
∂x

∂ui
(x0) · ∂x

∂uj
(x0)− V · ∂

2x

∂uiuj
(x0)

)m
i,j=1

invertibilna.

Sa druge strane kada zapixemo funkciju fp u ovoj karti dobijamo

∂fp
∂ui

= 2(x− p) · ∂x
∂ui

,
∂2fp
∂ui∂uj

= 2

(
∂x

∂ui
· ∂x
∂uj

+ (x− p) · ∂2x

∂ui∂uj

)
Kako je p − x0 = V mo�emo zak	uqiti da (x0, V ) ∈ crit(E) akko je x0 degenerisana
kritiqna taqka od fp.

Napomena 1.4.3. Ako je M hiperpovrx u Rn i ako shvatimo M kao izvor svetlosti,
pri qemu se svetlost kre�e u pravcu vektora normale na M , kritiqne vrednosti pres-
likava�a E �e biti taqke u kojima je obasjanost najintenzivnija. Otuda dolazi moti-
vacija za naziv ovih taqaka. Ka�emo da je p taqka fokusa (�i�a) podmnogostrukosti
M ⊂ Rn ako je p kritiqna vrednost od E (Lat.focus- og�ixte, kamin). Na primer u
sluqaju kru�nice jedina �i�a je �en centar. Za vixe deta	a pogledati [7].

Napomena 1.4.4. Rekonstrukciju podmnogostrukosti M ⊂ Rn pomo�u funkcije fp
mo�emo razumeti na slede�i naqin. Postavimo izvor svetlosti u taqku p ∈ Rn. Pod
pretpostavnkom da se svetlost kre�e radijalno u svim pravcima jediniqnom brzinom
i da je svetlost krenula iz izvora u trenutku t = 0, M t je deo mnogostrukosti M koji
je obasjan u trenutku

√
t.
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x ∈ M je kritiqna takqa funkcije fp ako je podmnogostrukost M tangentna na sferu
sa centrom u p koja sadr�i ovu taqku.

Jasno je da ukoliko je M zatvoren skup u Rn, za svako t ∈ R skup M t = B[p,
√
t] ∩M je

kompaktan.

Teorema 1.4.5. (Vitnijeva teorema o ulaga�u) Neka jeMn mnogostrukost bez granice.
Tada postoji ulaga�e i : M → R2n+1 takvo da je i(M) zatvoren u R2n+1.

Dokaz: Pogledati [9].

Napomena 1.4.6. U sluqaju kada je i injektivno uslov da je i(M) zatvoren ekvivalentan
je uslovu da je inverzna slika proizvo	nog kompaktnog skupa kompaktan skup.

Stav 1.4.7. Na svakoj mnogostrukosti M postoji Morsova funkcija f : M → R takva
da je za svako t ∈ R, M t kompaktan.

Dokaz: Neka je dim(M) = n. Tada znamo da postoji ulaga�e i : M → R2n+1 iz Vitnijeve
teoreme. Izaberimo p ∈ R2n+1 takvo da je fp : i(M)→ R2n+1 Morsova funkcija. Poxto
je i(M) zatvoren za svako t ∈ R, f−1

p ((−∞, t]) je kompaktan. Odatle iz napomene 1.4.6.
sledi da je f = fp ◦ i tra�ena funkcija.

Posledica 1.4.8. Mnogostrukost ima homotopski tip �elijskog kompleksa.

Dokaz: Kombinuju�i prethodni stav i teoremu 1.3.5. zak	uqujemo da va�i tvr�e�e.

Morsovih funkcija ima mnogo. Xtavixe mo�e se pokazati da su na zatvorenoj mno-
gostruksti skoro sve glatke funkcije Morsove funkcije. Da bi smo zaista videli da
to va�i treba da definixemo topologiju na C∞(M).

Neka su sada M i N dve Cr mnogostrukosti (0 ≤ r < ∞). Sa Cr(M,N) oznaqi�emo
skup svih funkcija f : M → N klase Cr.

Definicija 1.4.9. Neka je f ∈ Cr(M,N) proizvo	na funkcija i neka su (U,ϕ) i
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(V, ψ) dve proizvo	ne karte na M i R redom pri qemu je K ⊂ U neki kompakt takav
da je f(K) ⊂ V . Za proizvo	no 0 < ε ≤ ∞ skup

N r(f, (U,ϕ), (v, ψ), K, ε)

svih funkcija g ∈ Cr(M,N) takvih da je g(K) ⊂ V i ‖Dα(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x)−Dα(ψ ◦ f ◦
ϕ−1)(x)‖ < ε za proizvo	ano |α| ≤ r nazivamo predbaznom okolinom od f .

Dakle sistem predbaznih okolina {N r(f, (U,ϕ), (v, ψ), K, ε)} nam daje topologiju na
Cr(M,N) koju nazivamo Cr topologija.

Ako je M jedna Cr mnogostrukost, gde je 0 ≤ r ≤ ∞, redukcijom postoje�ih ili do-
dava�em novih karata mo�emo dobiti Ck glatku strukturu za proizvo	no 0 ≤ k ≤
∞. Odatle sledi da je proizvo	na Cr mnogostrukost Cr difeomorfna glatkoj mno-
gostrukosti.

Iz prethodnog zapa�a�a mo�emo zak	uqiti da je C∞(M,N) ⊆ Cr(M,N) te mo�emo
definisati Cr topologiju na C∞(M,N) za proizvo	no 0 ≤ r < ∞ time xto zahte-
vamo da to bude topologija potprostora. Ipak prirodno je zahtevati da topologija
na C∞(M,N) na neki naqin kontrolixe ponaxa�e parcijalnih izvoda proizvo	nog
reda, pa definixemo topologiju na slede�i naqin.

Definicija 1.4.10 C∞ topologija je minimalna topologija takva da su sve inkluzije

ik : C∞(M,N)→ Cr(M,N), r ∈ N0

neprekidne.

Napomena 1.4.11. Nekada se ovako definisana topologija naziva kompaktno otvorenom
topologijom na Cr(M,N), ili Vitnijevom slabom Cr topologijom. Opravda�e za
drugi naziv dolazi iz qi�enice da ova topologija ne kontrolixe dobro ponaxa�e
funkcija u ,,beskonaqnosti". To se mo�e popraviti tako xto uzmemo da nam fun-
damentalni sistem baznih okolina na Cr(M,N) budu preseci prebrojivih famil-
ija {N r(f, (Un, ϕn), (vn, ψn), Kn, εn)}n∈N. Na ovaj naqin dobijamo finiju topologiju na
Cr(M,N) koju nazivamo jaka Vitnijeva topologija. Istim postupkom kao i kod slabe
topologije dobijamo jaku Vitnijevu C∞ topologiju. Neki autori ovu topologiju nazi-
vaju Cr topologijom. Ipak mo�e se desiti da jaka Vitnijeva topologija nije metriz-
abilna jer ne mora zadovo	avati 1. aksiomu prebrojivosti, dok je slaba Vitnijeva
topologija uvek metrizabilna. Naravno ove dve topologije se poklapaju ukoliko je
mnogostrukost M kompaktna. Za vixe o ovome pogledati [10].

Lema 1.4.12. Skup Morsovih funkcija je svuda gust u C∞(M).

Dokaz: Neka je f : M → R proizvo	na glatka funkcija i Neka je i : M → RN neko
ulaga�e mnogostrukostiM takvo da je i(M) zatvoren u RN . Definiximo preslikava�e

h : M → RN+1, h(x) = (f(x), i1(x), . . . , iN(x))
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Nije texko primetiti da je i h ulaga�e i da je h(M) zatvorena podmnogostrukost.

Znamo iz stava 1.4.1. da za skoro svako

p = (−c+ ε0, ε1, . . . , εN)

funkcija fp : h(M)→ R je Morsova. Odatle mo�emo zak	uqiti da je funkcija

g(x) =
fp(h(x))− c2

2c

tako�e Morsova. Raspisiva�em funkcije g dobijamo

g(x) = f(x) +
f(x)2 +

∑
i≥1 hi(x)2

2c
−
ε1f(x) +

∑
i≥1 εihi(x)

c
+
∑
i≥1

ε2i − ε1.

Neka je sada r ∈ N0 proizvo	no, i neka je
m⋂
j=1

N r(f, (Uj, ϕj), (vj, ψj), Kj, δj) proizvo	na

bazna Cr okolina od f .

Jednostavno vidimo da za dovo	no veliko c i za dovo	no male εi mora biti da za svako
j ∈ {1, . . . ,m} va�i

g(Kj) ⊂ Vj, |Dα(ψj ◦ f ◦ ϕ−1
j )(x)−Dα(ψj ◦ f̃ ◦ ϕ−1

j )(x)| < δj, |α| ≤ r.

Poxto je r bilo proizvo	no zak	uqujemo da va�i tvr�e�e.

Napomena 1.4.13. Mo�emo primetiti da se prethodni dokaz mogao primeniti i u
sluqaju da je Mn glatka Cr mnogostrukost r ≥ 2, jer se Cr mnogostrukost mo�e Cr

ulo�iti kao zatvoren skup u R2n+1. Zbog toga mo�emo konstatovati da je skup Morsovih
funkcija gust u Cr(M) (r ≥ 2).

Lema 1.4.14. Neka je f ∈ C2(M) funkcija na C2 mnogostrukosti M , i neka je K ⊂ U
kompaktan skup takav da je f(K) ⊂ V gde su su (U,ϕ) i (V, ψ) neke karte na M i R
respektivno. Ako f nema degenerisane kritiqne taqke na K onda postoji δ > 0 takvo
da sve funkcije koje pripadaju skupu

N2(f, (U,ϕ), (V, ψ), K, δ)

nemaju degenerisane taqke na K.

Dokaz: Kako je tvr�e�e lokalnog karaktera mo�emo pretpostaviti da je f : U → R C2

funkcija gde je K ⊂ U ⊂ Rn.

h : U → R nema degenerisane kritiqne taqke na K akko je funkcija

ρ(h) =
∑∣∣∣∣ ∂h∂xj

∣∣∣∣+

∣∣∣∣det( ∂2h

∂xi∂xj

)∣∣∣∣
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pozitivna na K. Kako je K kompaktan skup i f nema degenerisane kritiqne taqke na
K mo�emo zak	uqiti da ρ(f) dosti�e minimum m > 0 na K. Neka je δ > 0 takvo da
ako je ∣∣∣∣ ∂f∂xj − ∂h

∂xj

∣∣∣∣ < δ,

∣∣∣∣ ∂2f

∂xi∂xj
− ∂2h

∂xi∂xj

∣∣∣∣ < δ,

onda je∣∣∣∣∑∣∣∣∣ ∂f∂xj
∣∣∣∣−∑∣∣∣∣ ∂h∂xj

∣∣∣∣∣∣∣∣ < m

2
,

∣∣∣∣∣∣∣∣det( ∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣− ∣∣∣∣det( ∂2h

∂xi∂xj

)∣∣∣∣∣∣∣∣ < m

2
.

Jasno je da za takvo δ > 0 va�i da je ρ(h) > ρ(f)−m ≥ 0 odakle mo�emo zak	uqiti da
h nema degenerisane kritiqne taqke na K.

Teorema 1.4.15. (Generiqnost Morsovih funkcija) Neka jeM zatvorena mnogostrukost.
Skup morsovih funkcija je otvoren i gust C∞(M).

Dokaz: Neka je f proizvo	na Morsova funkcija. Oznaqimo sa

(U1, ϕ1), . . . , (Um, ϕm), (V1, ψ1), . . . , (Vm, ψm)

karte na M i R respektivno takve da postoje kompaktni skupovi K1, . . . , Km za koje
va�i

Ki ⊂ Ui, f(Ki) ⊂ Vi,

pri qemu je
⋃
iKi = M . Iz leme 1.3.14. sledi da postoje brojevi δi > 0, 1 ≤ i ≤

m takvi da skupovi N2(f, (Ui, ϕi), (Vi, ψi), Ki, δi) ne sadr�e funkcije sa degenerisanim
kritiqnim taqkama na Ki. Odatle je jasno da je

U =
m⋂
i=1

N2(f, (Ui, ϕi), (Vi, ψi), Ki, δi).

jedna bazna C2 okolina od f koja sadr�i samo Morsove funkcije.

Time smo pokazali da je skup Morsovih funkcija otvoren u C∞(M), a iz leme 1.4.12.
znamo i da je gust pa je dokaz teoreme zavrxen.

Napomena 1.4.16. Kako je iz prethodnog dokaza jasno da je skup Morsovih funkcija
otvoren u C2(M) ako je M zatvorena mnogostrukost i kako je inkluzija i : Cr(M,N)→
C2(M,N) neprekina za r ≥ 2, sledi da je skup Morsovih funkcija otvoren u Cr(M).
Kombinuju�i ovaj zak	uqak sa napomenom 1.4.13. mo�emo zak	uqiti da su Morsove
funkcije generiqne u Cr(M), (2 ≤ r ≤ ∞) ako je M zatvorena mnogostrukost.

1.5 Morsove nejednakosti

Za sad ne mo�emo mnogo re�i o CW kompleksu pridru�enom Morsovoj funkciji, jer
nixta ne mo�emo re�i o homotopskom tipu funkcija lep	e�a. Ipak znamo da je broj
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k �elija jednak broju kritiqnih taqaka indeksa k. To �e nam dati prvu vezu analize
i topologije.

Definicija 1.5.1. Neka je X topoloxki prostor i neka je F po	e. k-ti Betijev broj
je dimenzija k-te homoloxke grupe Hk(X;F). k-ti Betijev broj oznaqavamo sa βk(X;F).

Sliqno definixemo Betijeve brojeve i za topoloxke parove.

Definicija 1.5.2. Neka je (X,A) topoloxki par i neka je F po	e. k-ti Betijev broj
βk(X,A;F) je dimenzija k-te homoloxke grupe Hk(X,A;F).

Napomena 1.5.3. Betijevi brojevi se mogu definisati i za Z koeficijente i tada je
k-ti Betijev broj rang slobodnog dela k-te homoloxke grupe.

Stav 1.5.4. Neka je X CW kompleks, i neka je F po	e ili F = Z. Tada va�i

βk(X;F) ≤ βk(Xk, Xk−1;F).

Dokaz: Topoloxka trojka A ⊆ B ⊆ C indukuje dugi taqan niz

. . .
∂k+1−−→ Hk(B,A;F)

i∗−→ Hk(C,A;F)
j∗−→ Hk(C,B;F)→ . . .

Odatle je
Hk(C,A)/ker(j∗) ∼= im(j∗)⇔ Hk(C,A)/im(i∗) ∼= im(j∗),

pa je
βk(C,A) ≤ rank(i∗) + rank(j∗) ≤ βk(B,A) + βk(C,B).

U sluqaju da je F = Z sve prethodno se odnosi na slobodan deo. Prime�uju�i ovo na
trojku Xk−1 ⊆ Xk ⊆ Xk+1 dobijamo

βk(Xk+1, Xk−1;F) ≤ βk(Xk, Xk−1;F) + βk(Xk+1, Xk;F).

Indukcijom dobijamo

βk(Xk+1, X−1;F) ≤
k+1∑
i=0

βk(Xi, Xi−1;F),

gde je X−1 = ∅. Odatle kako je Hk(Xi, Xi−1) = 0 za i 6= k, i kako je

Hk(X;F) = Hk(Xk+1;F) = Hk(Xk+1, X−1;F)

mo�emo zak	uqiti da va�i tvr�e�e.

Napomena 1.5.5. Kako je Xk/Xk−1 buket k-sfera, gde svakoj sferi odgovara taqno
jedna k �elija, zak	uqujemo da je Hk(Xk, Xk−1;F) = Hk(Xk/Xk−1;F) generisana k-
�elijama. Odatle je jasno da je βk(Xk, Xk−1;F) broj k �elija u datom CW kompleksu.
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Oznaqimo sa ck(f) broj kritiqnih taqaka indeksa k funkcije f . Tada nije texko videti
da va�i slede�a teorema.

Teorema 1.5.6. (Slabe Morsove nejednakosti) Neka je f ∈ C∞(Mn) Morsova funkcija
i neka je F po	e ili F = Z. Tada va�i

ck(f) ≥ βk(M ;F), k ∈ {0, . . . , n}.

Dokaz: Neka je X CW kompleks pridru�en Morsovoj funkciji f . Iz teoreme 1.3.7. i
napomene 1.5.5. je jasno da je ck(f) = βk(Xk, Xk−1;F). Pa kako je M ' X zak	uqujemo
da je βk(M ;F) = βk(X;F) odakle iz prethodnog stava sledi tvr�e�e.

Definicija 1.5.7. Ka�emo da je Morsova funkcija f : M → R minimalna ako svaka
druga Morsova funkcija ima barem onoliko kritiqnih taqaka koliko i f .

Oznaqimo sa
c̃rit(M)

broj kritiqnih taqaka minimalne Morsove funkcije na M .

Dodatno neka je

β(M ;F) :=
n∑
i=0

βi(M ;F).

Posledica 1.5.7. Neka je Mn mnogostrukost i neka je F po	e ili F = Z. Tada je

c̃rit(M) ≥ β(M ;F).

Morsove nejednakosti iz teoreme 1.5.6. se mogu uopxtiti.

Teorema 1.5.8. (Jake Morsove nejednakosti) Neka je f ∈ C∞(Mn) Morsova funkcija
i neka je F po	e ili F = Z. Tada

(1)
m∑
k=0

(−1)k+mck(f) ≥
m∑
k=0

(−1)k+mβk(M ;F), m ∈ {0, . . . , n}.

(2)
n∑
k=0

(−1)kck(f) =
n∑
k=0

(−1)kβk(M ;F) = χ(M).

Dokaz: Pogledati [5].

Napomena 1.5.9. Jednakost 2. u prethodnoj teoremi pokazuje da je Ojlerova karak-
teristika χ(M) nezavisna od izbora F.

Posledica 1.5.10. Neka je M zatvorena mnogostrukost neparne dimenzije. Tada je
Ojlerova karakteristika χ(M) = 0.
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Dokaz: Neka je f : M → R Morsova funkcija i neka je n dimenzija mnogostrukosti.
Tada kako je ck(f) = cn−k(−f) va�i

χ(M) =
n∑
k=0

(−1)kck(f) =
n∑
k=0

(−1)kcn−k(−f) = (−1)n
n∑
k=0

(−1)n−kcn−k(−f)

= (−1)n
n∑
k=0

(−1)kck(−f) = (−1)nχ(M).

Odavde je jasno da ako je n neparno mora biti da je χ(M) = 0.

25



2 �usternik-Xnire	manova kategorija

�usternik Xnire	manova kategorija je u izvesnom smislu mera kompleksnosti
topoloxkog prostora. Ova homotopska invarijanta nam daje informaciju koliko je
najma�e otvorenih homotopski najjednostavnijih (kontraktibilnih) skupova potrebno
da se pokrije ceo prostor. Naravno kako ova numeriqka vrednost treba da nosi infor-
maciju o samom prostoru govorimo o skupovima koji su kontraktibilni u �emu.

Definicija 2.1. Podskup A topoloxkog prostora X je kontraktibilan u X ako je
inkluzija i : A→ X homotopski trivijalno preslikava�e.

Definicija 2.2. �usternik Xnire	manova kategorija (ili samo kategorija) topo-
loxkog prostora je najma�e n ∈ N0 takvo da postoji otvoren pokrivaq {U1, U2, ..., Un+1}
od X pri qemu je svaki Ui kontraktibilan u X. U tom sluqaju pixemo cat(X) = n.
Ako takvo n ne postoji pixemo cat(X) =∞.

Pokrivaq {Ui} iz definicije nazivamo pokrivaqem kategorije. Primetimo da Ui
mo�e sadr�ati vixe komponenti dokle god su one sadr�ane u istoj komponenti putne
povezanosti odX. Doka�imo prvo da kategorija prostora zaista jeste jedna homotopska
invarijanta.

Stav 2.3. Ako g : Y → X ima desni homotopski inverz onda je cat(X) ≤ cat(Y ).

Dokaz: Neka je f : X → Y preslikava�e takvo da je g◦f ' idX i neka je cat(Y ) = n. Oz-
naqimo sa {U1, ..., Un+1} pokrivaq kategorije u Y . Kako je jasno da je tada {Ũ i = f−1(Ui)}
jedno otvoreno pokriva�e od X pokaza�emo samo da su Ũ1, ..., Ũn+1 kontraktibilni u
X.

g ◦ f ' idX pa odatle sledi da je g ◦ f ◦ iŨ i ' idX ◦ iŨ i = iŨ i . Sa druge strane je f(Ũ i)
podskup od Ui i Ui kontraktibilan u X pa je f ◦iŨ i homotopski trivijalno odakle sledi
da je i g ◦ f ◦ iŨ i homotopski trivijalno. Iz tranzitivnosti relacije zak	uqujemo da
je Ũ i kontraktibilan u X.

Dakle Ũ1, ..., Ũn+1 je jedno otvoreno pokriva�e od X skupovima koji su kontraktibilni
u X pa je cat(X) ≤ n = cat(Y ). Odavde kako je cat(X) ≤ n < ∞ zak	uqujemo da na X
postoji pokrivaq kategorije.

Kao rezultat prethodnog stava dobijamo da je kategorija homotopska invarijanta odnosno
va�i slede�a posledica.

Posledica 2.4. Ako je X ' Y onda je cat(X) = cat(Y ).

Napomena 2.5. Kategorija se mo�e definisati uz razliku da se umesto otvorenog
uzima zatvoren pokrivaq. U sluqaju mnogostrukosti ove dve definicije su iste.
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U poglav	u 1.3. smo videli da za funkciju f na zatvorenoj Rimanovoj mnogostrukosti
(M, g) imamo Tomovu dekompoziciju:

M =
⋃

p∈crit(f)

W u(p).

U sluqaju Morsovih funkcija mo�e se mnogo vixe re�i o nestabilnim skupovima.

Teorema 2.6. Neka je f Morsova funkcija na zatvorenoj mnogostrukosti Mn, i neka
je p kritiqna taqka indeksa k. Tada su W u(p) i W s(p) ulo�eni otvoreni diskovi
dimenzija k i n− k respektivno.

Struktura mnogostrukosti nam omogu�ava da na jednostavan naqin vidimo vezu izme�u
kritiqnih taqaka Morsove funkcije i kategorije.

Posledica 2.7. Neka je f Morsova funkcija na zatvorenoj mnogostrukosti M , i neka
je k = #crit(f). Tada se M mo�e pokriti sa k otvorenih skupova kontraktibilnih u
M .

Dokaz: Nestabilni skupovi pokrivaju mnogostrukostM (Tomova dekompozicija). Jasno
je da su oni kontraktibilni pa kako su ujedno i podmnogostrukosti uzimaju�i cevaste
okoline dobijamo tra�eni pokrivaq.

Napomena 2.8. Nestabilni (stabilni) skupovi se mogu zadeb	ati do otvorenih skupova
kontraktibilnih u M i u sluqaju proizvo	ne funkcije sa izolovanim kritiqnim
taqkama kao xto �emo videti u poglav	u 3, pa se naredna ocena mo�e uopxtiti na
proizvo	ne glatke funkcije za razliku od ocene iz posledice 1.5.7.

Stav 2.9. Neka jeM zatvorena mnogostrukost. Tada je broj kritiqnih taqaka proizvo	ne
Morsove funkcije ve�i od kategorije odnosno va�i

cat(M) + 1 ≤ c̃rit(M).

Dokaz: Neka je f : M → R Morsova funkcija. i neka je k = #crit(f). Iz posledice 2.6.
znamo da se mnogostrukost M mo�e pokriti sa k otvorenih kontraktibilnih skupova
pa je cat(M) < k odakle sledi tvr�e�e.

Izraqunajmo sada kategoriju dva jednostavna prostora.

Primeri 2.10.

1. cat(Sn) = 1

Sfera Sn se mo�e prekriti sa dva kontraktibilna skupa. Na primer mo�emo
uzeti U = Sn\{N}, i V = Sn\{S}, gde su N i S severni i ju�ni pol sfere. Iz
stereografske projekcije znamo da su ova dva skupa homeomorfna sa Rn pa su
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kontraktibilni, a samim tim su i kontraktibilni u Sn. Odatle zak	uqijemo da
je cat(Sn) ≤ 1. Sa druge strane sfera je kompaktna orijentabilna mnogostrukost
pa forma orijentacije zadaje netrivijalnu kohomoloxku klasu u Hn

dR(Sn) odakle
zak	uqujemo da sfera ne mo�e biti kontraktibilna, odnosno da cat(Sn) 6= 0 pa je
cat(Sn) = 1.

2. cat(M) = 1, M - Mebijusova traka

Centralna kru�nica Mebijusove trake M je �en deformacioni retrakt pa je
M ' S1. To da	e implicira da je je cat(M) = cat(S1) = 1.

Kategoriju topoloxkog prostora je qesto texko izraqunati pa su nam potrebne in-
varijante kojima mo�emo oceniti kategoriju. Primetimo da smo u primeru 1 videli
da ako je kategorija mnogostrukosti Mn nula onda je Hn

dR(M) = {0}. Xtavixe ako
je cat(M) = 0 onda je M ' ∗ pa je Hk

dR(M) = {0} za k ≥ 1. Ovaj rezultat se mo�e
uopxtiti.

2.1 Kohomoloxka du�ina

Kako je u De Ramovoj kohomologiji dobro definisan klinasti proizvod dve klase
mo�emo zak	uqiti da je:

(H∗dR(M),+, ·,∧), H∗dR(M) =
dimM⊕
k=0

Hk
dR(M)

graduisana asocijativna algebra nad po	em R.

Definicija 2.1.1. cupR(M) je najve�i broj n ∈ N0 takav da postoje homogeni graduisani
elementi [α1], ..., [αn] ∈ H∗dR(M) stepena ve�eg od 0 takvi da [α1] ∧ ... ∧ [αn] 6= 0. cupR
nazivamo kohomoloxkom du�inom (cuplength) prostora M u R.

Rezultat da je Hk
dR(M) = {0} za k ≥ 1 ukoliko je M kontraktibilan se zasniva na

qi�enici da ukoliko su identiteta i konstantno preslikava�e homotopni onda po
Vitnijevoj teoremi moraju biti i glatko homotopni (jer su oba preslikava�a glatka).
Odatle iz Kartanove formule imamo da je [α] = [id∗α] = [Cx

∗
0α] = 0 kad je deg(α) ≥ 1.

Me�utim ukoliko pokrivaq kategorije {U1, . . . , Uk} sadr�i vixe od jednog skupa i∗jα i
i∗jβ za i 6= j ne pripadaju istom prostoru, pa je onda prirodno pita�e kako treba da
shvatimo [i∗jα] ∧ [i∗jβ]. Ovo se da rexiti na dva naqina, ili drugaqijom definicijom
kategorije ili alatima kohomoloxke algebre. Ovde �emo prikazati oba pristupa.

Definicija 2.1.2. Neka je M glatka mnogostrukost. A ⊆ M je glatko ambijentalno
kontraktibilan ako postoji glatko preslikava�e f : M → M takvo da je f |A = const.
i f ' id.
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Definicija 2.1.3. Glatka ambijentalna�usternikXnire	manova kategorija cata(M)
glatke mnogostrukosti M je najma�e n ∈ N0 takvo da postoji otvoren pokrivaq

{U1, U2, . . . , Un+1}

od M takav da je svaki Ui glatko ambijentalno kontraktibilan u M .

Primetimo da je svaki skup koji je ambijentalno kontraktibilan ujedno i kontrak-
tibilan u M . Odatle mo�emo zak	uqiti da va�i cat(M) ≤ cata(M). Sa druge strane
nije svaki ambijentalno kontraktibilan skup kontraktibilan u M .

Primer 2.1.4. Ve� smo videli da je Sn\{N} kontraktibilan u Sn. Ovaj skup nije am-
bijentalno kontraktibilan u Sn jer bi iz qi�enice da je f |Sn\{N} = const i neprekid-
nosti funkcije f sledilo da je f = const odakle bi iz relacije f ' id dobili da je Sn
kontraktibilan xto znamo da ne va�i.

Ovo me�utim ne znaqi da je cata(Sn) > 1 jer mo�emo sma�iti skupove Sn\{N} i Sn\{S}
tako da dobijemo skupove U ⊂ Sn\{N} i V ⊂ Sn\{S} koji pokrivaju Sn a ambijentalno
su kontraktibilni.

Na primer mo�emo uzeti da je U neki skup koji sadr�i do�u polusferu Sn− = {x ∈
Sn|xn+1 ≤ 0} a ne sadr�i neku okolinu severnog pola. Ovo je mogu�e jer su i Sn− i {N}
zatvoreni i disjunktni pa ih mo�emo razdvojiti otvorenim skupovima. Odatle sledi
da �e U biti sadr�an u Sn\{N} pa opet koriste�i qi�enicu da su U i {N} zatvoreni
i disjunktni mo�emo na�i otvoren skup U ′, takav da je U ⊂ U ′ i U ′ ⊂ Sn\{N}.

Kako skupove U i (U ′)c mo�emo funkcionalno razdvojiti glatkom funkcijom mo�emo
modifikovati postoje�u homotopiju iSn\{N} ' const. tako da dobijemo glatku homo-
topiju H kojom U kontrahujemo u taqku pri qemu �e na (U ′)c\{N} va�iti H(x, t) = x.
Jasno je da ovu homotopiju mo�emo glatko produ�iti u {N}. Sliqno mo�emo konstru-
isati i V tako da sadr�i gor�u polusferu.

Primetimo da smo u gor�oj konstrukciji koristili qi�enicu da je Sn normalan i
da dva disjunktna zatvorena skupa mo�emo razdvojiti glatkom funkcijom (xto je
posledica egzistencije razbija�a jedinice). Kako svaka mnogostrukost ima razbija�e
jedinice (a samim tim je i normalan topoloxki prostor) sliqnim postupkom mo�emo
dokazati naredno tvr�e�e.

Stav 2.1.5. Neka je M mnogostrukost. Tada va�i cata(M) = cat(M).

Dokaz: Kako znamo da je cat(M) ≤ cata(M) dovo	no je da doka�emo drugu nejednakost.

Neka je {U1, . . . , Un+1} pokrivaq kategorije. Kako su odgovaraju�e inkluzije homotopne
konstantnim preslikava�ima one moraju biti i glatko homotopne (Vitnijeva teorema),
odnosno postoje glatka preslikava�a

Hj : Uj × I → X Hj(x, 0) = x Hj(x, 1) = xj, j ∈ {1, . . . , n+ 1}.
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Prime�uju�i konstrukciju iz leme 2.3.1 (u glatkoj formulaciji) dobijamo �e	enu
nejednakost.

Sada mo�emo dokazati slede�u ocenu.

Stav 2.1.6. cupR(M) ≤ cat(M).

Dokaz: Neka je cat(M) = cata(M) = l i neka je U1, . . . , Ul+1 odgovaraju�i pokrivaq
ambijentalno kontraktibilnim skupovima. Pokaza�emo da je [α1] ∧ · · · ∧ [αl+1] = 0, za
proizvo	ne [αi] ∈ H∗dR(M), deg(αi) ≥ 1.

Sa fi : M →M oznaqi�emo neko glatko preslikava�e takvo da je f |Ui = const. i f ' id.
Iz f ' id sledi da je αi = f ∗i αi + dωi. Zbog toga imamo da je:

α1 ∧ · · · ∧ αl+1 = f ∗1α1 ∧ · · · ∧ f ∗l+1αl+1 +
∑
j

β1,j ∧ · · · ∧ βi+1,j

gde je za svako j bar jedna od formi β1,j, . . . βi+1,j taqna dok su sve ostale zatvorene.
Odatle je i β1,j ∧ · · · ∧ βi+1,j taqna forma, pa mo�emo zak	uqiti da je [α1 ∧ · · · ∧αl+1] =
[f ∗1α1 ∧ · · · ∧ f ∗l+1αl+1].

Sa druge strane iz f |Ui = const. i qi�enice da je deg(αi) ≥ 1 mo�emo zak	uqiti da je
(f ∗i αi)|Ui = 0. Odatle kako je {Ui} pokrivaq odM zak	uqujemo da je f ∗1α1∧· · ·∧f ∗l+1αl+1 =
0.

Iz svega prethodnog sledi da je [α1 ∧ · · · ∧ αl+1] = 0 pa je cupR(M) ≤ cat(M).

Kako je De Ramov kohomoloxki prsten izomorfan singularnom kohomoloxkom prstenu
sa koeficijentima u R, prirodno je uopxtiti prethodno dokazanu ocenu za proizvo	an
komutativan prsten.

Definicija 2.1.7. Neka je R komutativan prsten i neka je X topoloxki prostor.
R-kohomoloxka du�ina od X je najma�i ceo broj tako da su svi (k + 1) - tostruki

cup proizvodi jednaki 0 u redukovanom kohomoloxkom prstenu H̃
∗
(X;R). Ovaj broj

oznaqavamo sa cupR(X) i nazivamo ga R−kohomoloxkom du�inom.

Napomena 2.1.8. Ova definicija ekvivalentna je sa prethodnom u sluqaju R = R jer
redukcijom kohomoloxkog prstena isk	uqujemo 0−forme iz prstena te nije potreban
dodatan uslov za stepen.

Stav 2.1.9. R−kohomoloxka du�ina prostora X je ma�a ili jednaka od kategorije
tog prostora. Odnosno:

cupR(X) ≤ cat(X).

Dokaz: Neka je U1, . . . , Ul+1 jedan pokrivaq kategorije, i neka su α1, . . . , αl+1 ∈ H̃
∗
(X;R).

Za svako k ∈ {1, . . . , l + 1} imamo dugi taqan niz:
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. . .
δ∗←− H̃

∗
(Uk;R)

i∗k←− H̃∗(X;R)
j∗k←− H̃∗(X,Uk;R)

δ∗←− . . .

Kako je Uk kontraktibilan u X zak	uqujemo da je i∗αk = 0. Iz dugog taqnog niza sledi
da postoji βk ∈ H̃

∗
(X,Uk;R) tako da je j∗βk = αk.

Proizvod β1 ^ · · ·^ βl+1 je element prstena H̃
∗
(X,∪l+1

i=1Ui;R). Inkluzija j : (X,Uk)→
(X,∪l+1

i=1Ui) indukuje homomorfizam prstena j∗ : H̃
∗
(X,∪l+1

i=1Ui;R)→ H̃∗(X,Uk;R) pri
qemu je:

j∗(β1 ^ · · ·^ βl+1) = j∗1β1 ^ · · ·^ j∗l+1βl+1 = α1 ^ · · ·^ αl+1.

Kako je ∪l+1
i=1Ui = X sledi da je H̃

∗
(X,∪l+1

i=1Ui;R) = H̃∗(X,X;R) = 0 pa je α1 ^ · · · ^
αl+1 = 0, odakle sledi tvr�e�e.

Primer 2.1.10. cat(M2n) ≥ n, gde je M zatvorena simplektiqka mnogostrukost.

ω∧n = ω ∧ · · · ∧ ω je forma zapremine na M pa je zbog toga �ena kohomoloxka klasa
netrivijalna. Odatle je je cupR(M) ≥ n.

Posledica 2.1.11. Sfera Sn dopuxta simplektiqku strukturu samo za n = 2.

Dokaz: Simplektiqke mnogostrukosti moraju biti parne dimenzije. Dodatno znamo da
je cat(S2k) = 1, pa nejednakost iz prethodnog primera va�i samo za k = 1.

Sa druge strane kako je u dimenziji 2 simplektiqka forma zapravo forma orijentacije,
i kako je S2 orijentabilna, mo�emo zak	uqiti da S2 dopuxta simplektiqku strukturu.

2.2 Lebegova dimenzija

Definicija 2.2.1. Neka jeU = {Ui} otvoren pokrivaq prostora X. Red pokrivaqa (u
oznaci ord(U) je najma�i broj n ∈ N (ako takav postoji) takav da svaka taqka prostora
X nalazi u najvixe n skupova iz pokrivaqa.

Definicija 2.2.2. Neka je X topoloxki prostor. Lebegova (pokrivaju�a) dimenzija
je najma�i broj n ∈ N0 tako da svaki otvoren pokrivaq prostora X ima otvoreno
profi�e�e reda n+ 1 ili ma�eg. Lebegovu dimenziju od X oznaqavamo sa dim(X).

Napomena 2.2.3. U sluqaju da je X CW kompleks ili mnogostrukost Lebegova di-
menzija je jednaka dimenziji �elijskog kompleksa odnosno dimenziji mnogostrukosti
(pogledati [12]). Time opravdavamo oznaku dim(X).

Pokaza�emo da je dimenzija jedno gor�e ograniqe�e kategorije u sluqaju parakompak-
tinih lokalno kontraktibilnih putno povezanih prostora. Pre toga dokaza�emo jedno
pomo�no tvr�e�e.
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Lema 2.2.4. Neka je X parakompaktan Hausdorfov topoloxki prostor i neka U =
{Uα}α∈A otvoreno pokriva�e prostora reda n. Tada postoji otvoreno profi�e�e ovog
pokrivaqa

V = {Viβ}, i ∈ {1, . . . , n+ 1}
takvo da je Viβ ∩ Viβ′ = ∅, za β 6= β′.

Dokaz: Kako je X parakompaktan imamo razbija�e jedinice podre�eno proizvo	nom
pokrivaqu. Xtavixe kako je red pokrivaqa U konaqan mo�emo indeksirati razbija�e
jedinice ovog pokrivaqa sa A. Odnosno postoji razbija�e jedinice {ϕα}α∈A takvo da
je supp(ϕα) ⊆ Uα.

Neka je sada

Bi = {β = {α}α∈A0|A0 ⊆ A, |A0| = i}, i ∈ {1, . . . , n+ 1}.

Za proizvo	no β = {α1, . . . , αi} ∈ Bi definixemo

Viβ={x ∈ X|∀j ∈ {1, . . . , i} ϕαj(x) > 0, (∀α ∈ A\β) ϕα(x) < ϕαj(x)}.

Poxto U ima konaqan red sledi da je za svako x ∈ X konaqno mnogo funkcija ϕα
razliqito od nule u nekoj okolini x pa je Viβ otvoren. Tako�e kako ne mo�e za α 6= α′

biti istovremeno ϕα(x) < ϕα′(x) i ϕα(x) > ϕα′(x) zak	uqujemo da za β 6= β′ mora
va�iti:

Viβ ∩ Viβ′ = ∅.
Iz relacije

Viβ ⊆
⋂
α∈β

supp(ϕα) ⊆
⋂
α∈β

Uα

imamo da {Viβ} profi�uje U, pa je ostalo jox da poka�emo je {Viβ} pokrivaq.

Neka je x ∈ X proizvo	no. Tada x ∈
⋂m
i=1 Uαi pa kako je ord(U) = n + 1 mora biti da

je m ≤ n+ 1. Neka je

ϕα1(x) = ϕα2(x) = · · · = ϕαk(x) > ϕαk+1
(x) ≥ · · · ≥ ϕm(x).

Tada x ∈ Vkβ gde je β = {α1, . . . , αk}.

Stav. 2.2.5. Neka jeX parakompaktan lokalno kontraktibilan putno povezan topoloxki
prostor. Tada je

cat(X) ≤ dim(X).

Dokaz: Neka je {U1, . . . , Un+1} pokrivaq kategorije, i neka je dim(X) = k. Tada postoji
profi�e�e W pokrivaqa kategorije reda najvixe k + 1. Koriste�i prethodnu lemu
mo�emo profiniti W tako da dobijemo pokrivaq

V = {Viβ}, i ∈ {1, . . . , k + 1}
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pri qemu je Viβ ∩Viβ′ = ∅, za β 6= β′. Jasno je da je onda V profi�e�e od {U1, . . . , Un+1}.

Neka je sada Gi =
⋃
β Viβ. Svaki Viβ je kontraktibilan u X jer je sadr�an u nekom

Uj. Kako je prostor X putno povezan i kako je Gi disjunktna unija otvorenih skupova
kontraktibilnih uX mo�emo zak	uqiti da jeGi otvoren i kontraktibilan uX. Pored
toga {G1, . . . , Gk+1} je pokrivaq od X jer je V pokrivaq.

Iz definicije kategorije sada mo�emo zak	uqiti da mora biti n+ 1 ≤ k + 1.

Kako su mnogostrukosti (a i CW kompleksi) lokalno kontraktibilni parakompakni
Hausdorfovi prostori mo�emo izraqunati kategoriju slede�ih prostora.

primeri 2.2.6.

1. cat(Tn) = n

dθ1 ∧ · · · ∧ dθn je forma zapremine na torusu, pa mo�emo zak	uqiti da je n =
cupR(Tn) ≤ cat(Tn). Sa druge strane dim(Tn) = n, odakle sledi zak	uqak.

2. cat(RP n) = n

H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[x]/〈xn+1〉. Odatle sledi da je cupZ2(RP n) = n, pa kako je dimen-
zija RP n n mo�emo zak	uqiti da je cat(RP n) = n.

Posledica 2.2.7. Ako je Sn pokrivena zatvorenim skupovima B1, . . . , Bn+1 tada bar
jedan skup Bi sadr�i par antipodalnih taqaka.

Dokaz: Pretpostavimo da skupovi B1, . . . , Bn+1 ne sadr�e antipodalne taqke. Neka je
Sn ⊂ Dn+1. Oznaqimo sa Ck skup taqaka koji radijalno povezuje centar lopte i taqke
iz skupa Bk (pogledati sliku ispod).

Jasno je da su skupovi Ck kontraktibilni pa ako RP n+1 shvatimo kao Dn+1/ ∼, gde je
∼ identifikacija antipodalnih taqaka na Sn, iz qi�enice da su inkluzije

ik : Ck → RP n, k ∈ {1, . . . , n+ 1}

injektivne (jer Bk ne sadr�i par antipodalnih taqaka) dobijamo da su skupovi i(Ck)
kontraktibilni u RP n+1. Kombinuju�i to sa qi�enicom da su zatvoreni i da pokrivaju
RP n+1 iz napomene 2.5. zak	uqujemo da je cat(RP n+1) ≤ n xto je kontradikcija.
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Napomena 2.2.8. Kako je prethodna posledica zapravo jedna formulacija Borsuk-
Ulamove teoreme, vidimo da se i ona a samim tim i Brauerova teorema o fiksnoj
taqki mogu shvatiti kao posledice toga xto je cat(RP n) = n, xto govori u prilog
netrivijalnosti kategorije.

Videli smo ve� da je cat(M) + 1 ≤ c̃rit(M). Odatle je jasno da je cat(M) + 1 jedno do�e
ograniqe�e za broj �elija Morsovih kompleksa. Ovo se mo�e shvatiti i kao posledica
slede�eg tvr�e�a.

Stav 2.2.9. Neka je f : X → Y neprekidno i neka je Cf = Y ∪f CX konus preslikava�a
f . Tada va�i

cat(Cf ) ≤ cat(Y ) + 1.

Dokaz: Neka je
B = {(x, t) ∈ CX|t < 2/3}.

Oznaqimo sa A = Y ∪f B. A ima homotopski tip od Y jer se identifikacija dexava u
t = 1, pa je Y deformacioni retrakt od A. Odatle je cat(A) = cat(Y ).

Sa druge strane skup C = {(x, t) ∈ CX|t > 1/3} je kontraktibilan (C ' CX ' ∗).
Kako su A i C otvreni u Cf takvi da je A∪C = Cf mo�emo iz naredne leme zak	uqiti
da va�i

cat(Cf ) = cat(A ∪ C) ≤ cat(A) + cat(C) + 1 = cat(Y ) + 0 + 1 = cat(Y ) + 1.

Lema 2.2.10. Neka su X i Y otvoreni u X ∪ Y . Tada va�i cat(X ∪ Y ) ≤ cat(X) +
cat(Y ) + 1.

Dokaz: Neka je {U1, . . . , Un+1} pokrivaq kategorije od X i neka je {V1, . . . , Vm+1} pokri-
vaq kategorije od Y . Kako su X i Y otvoreni u X ∪ Y mo�emo da zak	uqimo da su
svi skupovi iz pokrivaqa otvoreni u X ∪ Y . Pored toga kako su kontraktibilni u X
odnosno Y moraju biti kontraktibilni uX∪Y . Odatle sledi da je {U1, . . . , Un+1, V1, . . . , Vn+1}
jedan otvoren pokrivaq od X ∪ Y skupovima kontraktibilnim u X ∪ Y .

Kako je lep	e�e k−�elije odgovara konusu preslikava�a funkcije lep	e�a mo�emo
zak	uqiti da dodava�em jedne �elije mo�emo pove�ati kategoriju najvixe za 1. Odatle
indukcijom lako zak	uqujemo da va�i slede�e tvr�e�e.

Stav 2.2.11. Neka je X CW kompleks. Tada je ukupan broj �elija ve�i ili jednak od
cat(X) + 1.

Ipak kako je kategorija homotopska invarijanta bilo bi dobro proceniti je sa neqim
xto ne zavisi od izbora dekompozicije. Posmatrajmo slede�u konstrukciju.
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Homoloxka dekompozicija CW kompleksa

Neka je X prosto povezan CW kompleks takav da je Hn(X) 6= 0 i Hq(X) = 0 za q > n.
Tada homotopski tip mo�e biti rekonstruisan nizom podkompleksa

X2 ⊆ X3 ⊆ · · · ⊆ Xn = X

takvih da je Hi(Xj) = 0 za i > j i Hi(Xj) ∼= Hi(X) za i ≤ j. Xj+1 dobijamo kao konus
preslikava�a

M(Hj+1(X), j)→ Xj.

gde je M(Hj+1(X), j) Murov prostor takav da va�i

Hj(M(Hj+1(X), j)) = Hj+1(X)

i sve ostale homoloxke grupe su trivijalne. Odatle sledi da ako je Hj+1(X) = 0 mora
va�iti Xj+1 ' Xj, pa je jasno da samo netrivijalne homoloxke grupe mogu promeniti
kategoriju za 1. Ovakva dekompozicija se naziva homoloxka dekompozicija (pogledati
[13]).

Ako sa H(X) oznaqimo broj pozitivnih k za koje je Hk(X) netrivijalna iz prethodne
diskusije mo�emo zak	uqiti da va�i slede�e tvr�e�e.

Stav 2.2.12. Neka je X prosto povezan topoloxki prostor koji ima homotopski tip
CW kompleksa. Ako je Hq(X) = 0 za q > n, onda va�i

cat(X) ≤ H(X).

Ova ocena uopxtava ocenu datu dimenzijom u sluqaju prosto povezanih prostora. Jox
opxtije va�i slede�e tvr�e�e.

Stav 2.2.13. Neka je X (p− 1)-povezan (p ≥ 2) i E = {q ∈ Z | q > 0, Hq(X) 6= 0}. Ako
je E sadr�an u k zatvorenih intervala du�ine p− 2 tada je cat(X) ≤ k.

Napomena 2.2.14. Primetimo da iz stava 2.2.12 mo�emo zak	uqiti da je cat(CP n) ≤ n.
Pored toga bez eksplicitne konstrukcije pokrivaqa mo�e se videti da je cat(Sn) ≤ 1
za n ≥ 2.

2.3 Vajthedova kategorija

U ovom ode	ku �emo popraviti prethodno pokazanu gor�u ocenu kategorije. Ve�
smo videli da nije svaki kontraktibilan skup ambijentalno kontraktibilan (primer
2.1.4). Me�utim, va�i slede�a lema.

Lema 2.3.1. Neka je X normalan topoloxki prostor. Tada je cat(X) ≤ n akko postoji
pokriva�e {V1, . . . , Vn+1} tako da je svaki Vj ambijentalno kontraktibilan uX, odnosno
postoji homotopija

Hj : X × I → X, Hj(x, 0) = x, x ∈ X, Hj(v, 1) = xj, v ∈ Vj
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gde je xj fiksirana taqka pridru�ena Vj

Dokaz: Jasno je da ako postoje ovakve homotopije va�i cat(X) ≤ n. Doka�imo suprotan
smer.

Neka je cat(X) ≤ n. Tada postoji otvoren pokrivaq {U1, . . . , Un+1} i homotopije

Gj : Uj × I → X, Gj(u, 0) = u, u ∈ Uj, Gj(u, 1) = xj, u ∈ Uj.

Primetimo da je relacija
⋃
j Uj = X ekvivalentna relaciji

⋂
j U

c
j = ∅. Iz normalnosti

onda znamo da mo�emo prona�i otvoren skup T1 takav da je

U c
1 ⊂ T1, T1 ∩

⋂
j 6=1

U c
j = ∅.

Da	e ponav	aju�i postupak mo�emo prona�i T2 tako da

U c
2 ⊂ T2, T1 ∩ T2

⋂
j 6=1,2

U c
j = ∅.

Indukcijom dolazimo do otvorenih skupova T1, . . . , Tn+1 takvih da va�i

U c
j ⊂ Tj,

n+1⋂
j=1

Tj = ∅.

Odatle uzimaju�i da jeWj = Tj
c
dobijamo otvorene skupoveW1, . . . ,Wn+1 takve da va�i

Wj ⊂ Wj ⊂ Uj,
n+1⋃
j=1

Wj = X.

Ponav	aju�i jox jednom ovaj postupak dobijamo otvoren pokrivaq {Vj} od X takav da
je

Vj ⊂ Vj ⊂ Wj ⊂ Wj ⊂ Uj, j ∈ {1, . . . , n+ 1}.

Sada mo�emo (opet zbog normalnosti X) funkcionalno razdvojiti skupove Vj i W
c
j .

Preciznije postoje neprekidne funkcije

λj : X → [0, 1], λj(Vj) = 1, λj(W
c
j ) = 0

xto nam omogu�ava da definixemo tra�ene homotopije

Hj(x, t) =

{
x, x ∈ (Wj)

c

G(x, tλj(x)), x ∈ Uj
.

Kada je x ∈ Uj ∪ (Wj)
c ⊂ W c

j znamo da je λj(x) = 0 pa je

G(x, tλj(x)) = G(x, 0) = x
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odakle sledi da je Hj dobro definisano. Osim toga Hj je neprekidno na Uj × I i na
Wj

c × I pa je Hj neprekidno na X × I jer je Uj × I ∪Wj
c × I = X × I.

Napomena 2.3.2. Ukoliko je pokrivaq kategorije {U1, . . . , Un+1} takav da za odgo-
varaju�e inkluzije va�i

ij ' Cxj , (rel xj)

tada skupove Vi iz prethodne leme mo�emo izabrati tako da xj ∈ Vj ⊂ Tj ⊂ Uj. Iz
dokaza je onda jasno da �e va�iti i

Hj(xj, t) = xj, t ∈ [0, 1].

Ka�emo da je x0 nedegenerisana bazna taqka topoloxkog prostora X ako par (X, x0)
ima svojstvo proxire�a homotopije (pogledati ode	ak A).

Posledica 2.3.3. Neka je X putno povezan normalan prostor sa nedegenerisanom
baznom taqkom x0. Ako je cat(X) = n tada postoji otvoren pokrivaq kategorije

{V1, . . . , Vn+1}

takav da x0 ∈
⋂
j Vj i neprekidne funkcije fj : X → X, j ∈ {1, . . . , n+ 1} takve da je

fj(Vj) = x0, f ' id (rel x0).

Dokaz: Iz prethodne leme i napomene jasno je da je dovo	no prona�i otvoren pokrivaq
{U1, . . . , Un+1} takav da je svaki Ui kontraktibilan u X relativno baznoj taqki x0.

Neka je {W1, . . . ,Wn+1} pokrivaq kategorije. Tada je

ij
Hj' Cxj , j ∈ {1, . . . , n+ 1},

gde je ij : Wj → X inkluzija i xj ∈ X, a Hj odgovaraju�a homotopija.

Poxto je x0 nedegenerisana bazna taqka mo�emo prona�i �enu otvorenu okolinu N i
kontrahuju�u homotopiju

G : N × I → X, G(x, 0) = x, G(x, 1) = x0, G(x0, t) = x0.

Tako�e kako je prostor X normalan mo�emo prona�i otvoren pokrivaq {T1, . . . , Tn+1}
takav da je

Tj ⊂ Tj ⊂ Wj.

Bez gub	e�a na opxtosti mo�emo pretpostaviti da je x0 ∈ Tj, j ∈ {1, . . . , k} i x0 /∈
Tj, j ∈ {k + 1, . . . , n+ 1}. Tada mo�emo definisati novu okolinu bazne taqke

N ′ = N ∩W1 ∩W2 ∩ · · · ∩Wk ∩ (X\Tk+1) ∩ · · · ∩ (X\Tn+1).
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Primetimo da je N ′ otvorena okolina bazne taqke x0 takva da je N ′ ∩ Tj = ∅, j ∈
{k + 1, . . . , n+ 1}. Ako sa M oznaqimo neku otvorenu okolinu taqke x0 za koju va�i

M ⊂M ⊂ N ′

mo�emo zak	uqiti da je M kontraktibilna relativno x0 putem homotopije G jer je
M ⊂ N ′ ⊂ N . Definiximo sada pokrivaq {U1, . . . , Un+1}. Neka je

Uj = (Wj ∩ (X\M)) ∪M, j ∈ {1, . . . , k}

i
Uj = Tj ∪N ′, j ∈ {k + 1, . . . , n+ 1}.

Primetimo da kako {Ti} pokriva X mora biti da je {Ui} tako�e otvoren pokrivaq
od X jer Uj = (Wj ∩ (X\M)) ∪ M sadr�i sve taqke iz Tj (1 ≤ j ≤ k) osim taqaka
koje pripadaju M\M a one su svakako sadr�ane u Uj za j > k. Osim toga svako Uj
sad�i x0 i pri tome je disjunktna unija dva otvorena skupa takva da je onaj koji
sadr�i x0 kontraktibilan relativno x0. Ovo i qi�enica da je prostor putno povezan
�e nam omogu�iti konstrukciju �e	ene homotopije. Oznaqimo sa γj put od xj do x0

(1 ≤ j ≤ n+ 1).

Za j ∈ {1, . . . , k}

Hj(x, t) =


{
Hj(x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

γj(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1
, x ∈ Wj ∩ (X\M)

G(x, t), x ∈M
,

a za j ∈ {k + 1, . . . , n+ 1}

Hj(x, t) =


{
Hj(x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

γj(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1
, x ∈ Tj

G(x, t), x ∈ N ′
.

Primenom konstrukcije iz prethodne leme na pokrivaq {U1, . . . , Un+1} i homotopije Hj

uz korix�e�e napomene 2.3.2. dobijamo �e	eni pokrivaq {Vj}.

Ovaj rezultat motivixe uvo�e�e nove kategorije.

Definicija 2.3.4. Neka je (X, x0) prostor sa baznom taqkom. k-ti fat wedge proizvod
je topoloxki prostor

T k(X, x0) = {(x1, . . . , xk) ∈ Xk | (∃j ∈ {1, . . . , k}) xj = x0}.

Definicija 2.3.5. Neka je (X, x0) normalan putno povezan topoloxki prostor sa
nedegenerisanom baznom taqkom. Vajthedova kategorija je najma�i broj n ∈ N0 takav
da postoji preslikava�e ∆′ : X → T n+1(X, x0) takvo da slede�i dijagam
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X T n+1(X, x0)

Xn+1

∆′

∆ i

komutira u homotopskoj kategoriji (sa ∆ je oznaqeno dijagonalno preslikava�e). Ovako
definisanu kategoriju oznaqavamo sa catWh(X, x0).

Napomena 2.3.6. Kao xto �emo videti iz slede�eg tvr�e�a ova definicija je nezav-
isna od izbora nedegenerisane bazne taqke pa ovu kategoriju oznaqavamo sa catWh(X).

Stav 2.3.7. Neka je X normalan putno povezan topoloxki prostor sa nedegenerisanom
baznom taqkom x0. Tada va�i

cat(X) = catWh(X, x0).

Dokaz: Doka�imo prvo da je cat(X) ≤ catWh(X, x0).

Neka je catWh(X, x0) = n. Tada postoji preslikava�e ∆′ : (X, x0) → (T n+1(X, x0), X0)
takvo da je

∆
H' ∆′ ◦ i.

Pri tome neka je ∆ = H(·, 0) i ∆′ ◦ i = H(·, 1) Oznaqimo sa pj : Xn+1 → X projekciju na
j-tu koordinatu (1 ≤ j ≤ n+1). Definiximo preslikava�a Hj = pj◦H, i hj = Hj(·, 1).
Kako je

T n+1(X, x0) =
n+1⋃
j=1

p−1
j (x0), (∆′ ◦ i)(X) ⊆ T n+1(X, x0)

mo�emo zak	uqiti da �e za neku kontraktibilnu otvorenu okolinu N bazne taqke x0

skupovi
Uj = h−1

j (N), j ∈ {1, . . . , n+ 1}
definisati jedan otvoren pokrivaq od X. Poka�imo jox da su ovi skupovi kontrak-
tibilni. Neka je G homotopija koja kontrahuje N u taqku pri qemu je G(x, 0) = x, a
G(x, 1) = x0. Tada su

Lj : Uj×I → X, Lj(x, t) =

{
Hj(x, 2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

G(hi(x), 2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1
, 1 ≤ j ≤ n+1

tra�ene kontrahuju�e homotopije pa je cat(X) ≤ n.

Poka�imo sada da va�i i cat(X) ≥ catWh(X, x0).

Neka je cat(X) = n. Iz posledice 2.3.2. znamo da postoji pokrivaq {V1, . . . , Vn+1} takav
da x0 ∈

⋂
j Vj i neprekidne funkcije fj : X → X, j ∈ {1, . . . , n+ 1} takve da je

fj(Vj) = x0, f
Hj' id (rel x0).
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Definiximo preslikava�e

∆′ : X → T n+1(X, x0), ∆′(x) = (f1(x), . . . , fn+1(x)).

Ovo preslikava�e je dobro definisano jer je {V1, . . . , Vn+1} pokrivaq. Definiximo
sada homotopiju

H : X × I → Xn+1, H(x, t) = (H1(x, t), . . . , Hn(x, t)).

Kako za svako j ∈ {1, . . . , n + 1} imamo da je Hj(x, 0) = x i Hj(x, 1) = fj(x) mo�emo
zak	uqiti da va�i:

H(x, 0) = ∆(x), H(x, 1) = i ◦∆′(x).

odakle sledi da je catWh(X, x0) ≤ n.

Napomena 2.3.8. Iz posledice 2.3.2 je jasno da je homotopija preslikava�a ∆ i i ◦∆′

ustvari homotopija relativno baznoj taqki x0. Shodno tome ekvivalentno smo mogli
re�i da je Vajthedova kategorija najma�e n takvo da dijagram

(X, x0) (T n+1(X, x0), X0)

(Xn+1, X0)

∆′

∆
i

komutira u homotopskoj kategoriji (X0 = (
n+1︷ ︸︸ ︷

x0, . . . , x0)).

Sada kada imamo Vajthedovu definiciju kategorije mo�emo dokazati glavni rezultat
ovog ode	ka. Pre toga navodimo jednu lemu.

Lema 2.3.9. n-povezan CW kompleks X je homotopski ekvivalentan CW kompleksu
X ′ sa trivijalanim n-skeletonom takvim da va�i dim(X ′) ≤ dim(X).

Dokaz: pogledati [14].

Teorema 2.3.10. Neka je X (n− 1)-povezan CW kompleks (n ≥ 1). Tada va�i

cat(X) ≤ dim(X)

n
.

Dokaz: Iz prethodne leme mo�emo pretpostaviti da X ima jednu nula �eliju e0, koju
�emo uzeti za (nedegenerisanu) baznu taqku i nema drugih �elija dimenzije ma�e od n.
Ovo da	e implicira da se T k+1(X) razlikuje od Xk+1 poqevxi od dimenzije n(k + 1)
gde Xk+1 ima n(k + 1)-�eliju dobijenu kao proizvod k + 1 n-�elija. Neka je k takvo da
va�i

nk ≤ dim(X) < n(k + 1).
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Iz teoreme o �elijskoj aproksimaciji imamo da je dijagonala ∆ : X → Xk+1 homotopna
nekom �elijskom preslikava�u. Kako je dim(X) < n(k+ 1) i kako se T k+1(X) razlikuje
od Xk+1 poqevxi od dimenzije n(k + 1), zak	uqujemo da se to �elijsko preslikava�e
faktorixe kroz T k+1(X) pa se dijagonala homotopno faktorixe kroz T k+1(X) Odatle
zak	uqujemo da va�i

cat(X) = catWh(X) ≤ k ≤ dim(X)/n.

Posledica 2.3.11. Neka je M (n− 1)-povezana mnogostrukost (n ≥ 1). Tada je

cat(M) ≤ dim(M)

n
.

Dokaz: Iz posledice 1.3.8 znamo da postoji �elijski kompleks X takav da je M ' X.
Osim toga, iz prirode tog kompleksa (teorema 1.2.5.) jasno je da va�i dim(X) ≤ dim(M)
pa iz prethodne teoreme imamo da va�i

cat(M) = cat(X) ≤ dim(X)

n
≤ dim(M)

n
.

Primeri 2.3.12.

1. cat(M) = n (M2n-prosto povezana simplektiqka mnogostrukost)

Ve� znamo da je cupR(M) ≥ n pa kombinuju�i sa prethodnom posledicom dobijamo

n ≤ cupR(M) ≤ cat(M) ≤ dim(M)

2
= n.

2. cat(CP n) = n

Fubini-Studijeva forma

ω :=
i

2π
∂∂ ln‖η‖2, [η0 : · · · : ηn] ∈ CP n

je simplektiqka forma na CP n i π1(CP n) = 0 pa iz prethodnog primera sledi
zak	uqak.

Iz Vajthedove formulacije kategorije mo�emo videti i vezu fundamentalne grupe
prostora i kategorije.

Stav 2.3.13. Neka je X normalan putno povezan prostor sa nedegenerisanom baznom
taqkom x0. Ako je cat(X) = 1 onda je π1(X) slobodna grupa.
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Dokaz: Prostor T 2(X, x0) mo�emo shvatiti kao X ∨ X pa iz Vajthedove definicije
kategorije imamo da dijagram

X X ∨X

X ×X

ϕ

∆
j

komutira u homotopskoj kategoriji. Odatle sledi da dijagram

π1(X) π1(X) ∗ π1(X)

π1(X)× π1(X)

ϕ∗

∆∗
j∗

komutira. Kako je p1 ◦∆ = idX mo�emo zak	uqiti da je (p1)∗ ◦∆∗ = idπ1(X) pa ∆∗ mora
biti injektivno. Iz prethodnog dijagrama mo�emo zak	uqiti da je i ϕ∗ injektivno.
Odatle sledi da π1(X) mo�emo shvatiti kao podgrupu π1(X) ∗ π1(X), xtavixe va�i

π1(X) ∼= im(ϕ∗) ⊂ F, F = (j∗)
−1(im(∆∗)).

Poka�imo da je F slobodna grupa.
Oznaqimo sa αi proizvo	an nenula element π1(X) u prvom qiniocu slobodnog proizvoda
π1(X) ∗ π1(X), i sa αi odgovaraju�i element drugog qinioca. Skup {αiαi}i je slobodan
jer slobodan proizvod ∗ ne zadaje relacije izme�u qinilaca. Neka je

G = 〈{αiαi}i|−〉.

Jasno je da je G ⊆ F .

Sa druge strane ako je x req du�ine n = 1 u F , mora biti da je j∗x ∈ im(∆) pa su prva
i druga koordinata j∗x jednake. Odatle zak	uqujemo da je x neki od generatora G te
je x ∈ G.

Neka je sad svaka req iz F du�ine strogo ma�e od n sadr�ana u G i neka je x =
α1α̃1 . . . αnα̃n req du�ine n u F . Neka je y = (α1)−1α−1

1 x(αn)−1α−1
n . Odavde imamo da je

y−1 = αnαnx
−1α1α1 pa je y

−1 req du�ine ma�e od n koja pripada F te po pretpostavci
y−1 (a samim tim i y) pripada G. To da	e implicira da

x = α1α1yαnαn

pripada G. Iz svega ovoga mo�emo zak	uqiti da je G = F pa je π1(x) ∼= im(ϕ∗) podgrupa
slobodne grupe te je samim tim i ona slobodna (teorema 2.4.9.).

Posledica 2.3.14. Neka je X normalan putno povezan topoloxki prostor sa nede-
generisanom baznom taqkom x0. Ako π1(X) nije slobodna grupa onda je cat(X) ≥ 2.
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Primer 2.3.15. Neka jeM = S3/Ĩ Poenkareova homoloxka sfera (Ĩ je binarna ikosae-
dralna grupa). Kako se homoloxke grupe ovog prostora poklapaju sa homoloxkim gru-

pama 3− sfere mo�emo zak	uqiti da je H(X) = 1. Sa druge strane π1(M) = Ĩ a Ĩ
je konaqna grupa pa ne mo�e biti slobodna. Stoga iz prethodne posledice mo�emo
zak	uqiti da je cat(M) ≥ 2.

Odavde je jasno da prostor zadovo	ava sve uslove stava 2.2.12 (M je mnogostrukost pa
ima homotopski tip CW kompleksa) osim uslova da je M prosto povezan. Zbog toga
mo�emo zak	uqiti da se ocena

cat(X) ≤ H(X)

ne mo�e generalizovati na prostore koji nisu prosto povezani.

2.4 Geneina formulacija kategorije

U ovom ode	ku upozna�emo se sa jox jednom reformulacijom kategorije koju je uveo Tu-
dor Genea. Zajedno sa teorijom racionalne homotopije ona daje lavinu novih rezultata
i ocena kategorije. Za vixe o tome pogledati [11].

Mi �emo pomo�u ove formulacije kategorije izraqunati kategoriju asferiqnih sim-
plektiqkih mnogostrukosti.

Da bismo razumeli Geneinu kategoriju iskoristi�emo ve� poznatu Vajthedovu formu-
laciju.

Neka je X prostor sa baznom taqkom i neka je ∆ : X → Xn+1 dijagonala i jn+1 :
T n+1(X)→ Xn+1 inkluzija. Oznaqimo sa

G̃n(X) = P (δ, jn+1) = {(θ, x, y) ∈ (Xn+1)I ×X × T n+1(X) | ∆(x) = θ(0), jn+1(y) = θ(1)}

homotopski pullback datih preslikava�a (pogledati ode	ak A)

G̃n(X) T n+1(X)

X Xn+1 .

δ

p̃n jn+1

∆

Sa p̃n i δ su oznaqene prirodne projekcije.

Stav 2.4.1. Postoji seqe�e s : X → G̃n(X) od p̃n akko je cat(X) ≤ n.

Dokaz: Iz ode	ka A znamo da je G̃n(X)
p̃n−→ X fibracija pa ako imamo s′ : X → G̃n(X)

takvo da je p̃n ◦ s′
H' idx iz svojstva podiza�a homotopije sledi da postoji homotopija

H̃ takva da je p̃n ◦ H̃ = H i H̃(·, 0) = s′. Oznaqimo s = H(·, 1). Tada va�i p̃n ◦ s =
p̃n ◦ H̃(·, 1) = H(·, 1) = idX . Odatle mo�emo zak	uqiti da je dovo	no tra�iti seqe�e
do na homotopiju.
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Neka je cat(X) ≤ n. Tada postoji preslikava�e ∆′ : X → T n+1(X) takvo da je jn+1◦∆′ '
∆. Iz svojstva homotopskog pullback-a imamo da postoji preslikava�e s : X → G̃n(X)
takvo da naredni dijagram komutira

X

G̃n(X) T n+1(X)

X Xn+1

∆′

idX

s

δ

p̃n jn+1

∆

u homotopskoj kategoriji. Odatle je p̃n ◦ s ' idx.

Neka je sada s seqe�e i neka je ∆′ = δ ◦ s. Iz komutativnosti dijagrama

G̃n(X) T n+1(X)

X Xn+1

δ

p̃n jn+1

∆

u homotopskoj kategoriji jasno je da je jn+1 ◦ ∆′ ' ∆ pa iz Vajthedove definicije
kategorije imamo da je cat(X) ≤ n.

Da bi ova definicija bila operativna moramo predefinisati G̃n(X) na neki eksplic-
itniji naqin.

Iz definicije imamo da je T 1(X) = ∗ gde je ∗ bazna taqka. Odatle mo�emo zak	uqiti
da je

G̃0(X) = {(θ, x, y) ∈ XI ×X × T 1(X) | x = ∆(x) = θ(0), ∗ = j1(∗) = θ(1)}

= {(θ, x, y) ∈ (X)I ×X × {∗} | θ(0) = 0, θ(1) = ∗} ≈ PX

gde je PX prostor puteva koji poqi�u u ∗. Odavde je jasno da se G̃0 → X mo�e shvatiti
kao fibracija

ΩX → PX → X

gde je fibra ΩX prostor pet	i od (X, ∗). Motivisani ovim zak	uqkom dajemo slede�u
definiciju.

Definicija 2.4.2.

1) Neka F0(X)
t0−→ G0(X)

p0−→ X oznaqava fibraciju ΩX → PX → X.

2) Neka je definisana fibracija Fn(X)
t0−→ Gn(X)

pn−→ X. Oznaqimo sa C(in) = Gn(X)∪
C(Fn(X)) konus preslikava�a in : Fn(X) → Gn(X). Mo�emo produ�iti pn do
qn : C(in) → X tako da va�i qn(x) = pn(x) za x ∈ Gn(X) i qn([y, t]) = ∗ za [y, t] ∈
C(Fn(X)).
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3) Konverzijom preslikava�a qn u fibraciju pn+1 : Gn+1(X) → X (pogledati ode	ak
A.1.) dobijamo da slede�i dijagram komutira.

Gn(X) C(in) Gn+1(X)

X

pn
qn

'

pn+1

4) Nastav	aju�i na ovaj naqin dobijamo komutativan dijagram Geneinih fibracija.

PX = F0(X) F1(X) F2(X) . . . Fn(X) . . .

ΩX = G0(X) G1(X) G2(X) . . . Gn(X) . . .

X X X . . . X . . .

i0 i1 i2 in

p0 p1 p2 pn

id id id id id

Iz funktorijalnosti ove konstrukcije sledi da va�i slede�e tvr�e�e.

Stav 2.4.3. Neka je f : X → Y preslikava�e koje quva bazne taqke. Tada za svako
n ∈ N0 indukuje komutativan dijagram

Gn(X) Gn(Y )

X Y

Gn(f)

pn pn

f

.

Dodatno mo�e se pokazati da je ova konstrukcija ekvivalentna prethodnoj. Preciznije
va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 2.4.4. Za sve n ∈ N0 postoji homotopski komutativan dijagram.

G̃n(X) Gn(X)

X

'

p̃n
pn

Odavde i iz stava 2.4.1. i iz qi�enice da je Gn(X) → X fibracija zak	uqujemo da
mo�emo dati formulaciju kategorije na jeziku Geneinih fibracija.

Definicija 2.4.5. (Geneina definicija kategorije)

Kategorija povezanog prostora X je n (u oznaci cat(X) = n) akko je n ∈ N0 najma�i
broj takav da postoji seqe�e s : X → Gn(X) od pn gde je

Fn(X)→ Gn(X)→ X
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n-ta Geneina fibracija.

Geneini prostori sve bo	e i bo	e opisuju topoloxki prostor kako se n pove�ava. Da
bismo videli kako se to odra�ava na kategoriju Geneinih prostora bi�e nam potrebno
slede�e tvr�e�e.

Stav 2.4.6. Ako je

F
i−→ E

p−→ B

fibracija, E je putno povezan i B je normalan prostor sa nedegenerisanom baznom
taqkom tada je

cat(E/F ) ≤ cat(B).

Dokaz: pogledati [11].

Teorema 2.4.7. Neka je X povezan topoloxki prostor. Kategorija Geneinih prostora
je

• cat(Gn(X)) = n ako je n ≤ cat(X)

• cat(Gn(X)) = cat(X) ako je n ≥ cat(X)

Dokaz: Neka je cat(X) = k.

Kako je G0(X) ' ∗ i kako se Gn(X) mo�e shvatiti kao konus preslikava�a (odnosno
va�iGn(X) ' Gn−1(X)∪C(Fn−1(X))) induktivno mo�emo zak	uqiti da je cat(Gn(X)) ≤
n. Posebno odatle sledi da je Gk(X) ≤ k = cat(X).

Iz posled�eg dobijamo da postoji seqe�e s : X → Gk(X) tako da je pk ◦ s ' idX pa nam
stav 2.3. daje cat(Gk(X)) ≥ k. Odatle sledi da je cat(Gk(X)) = k.

Gk(X) je konstruisano induktivno preko k konusa preslikava�a. Ako za bilo koje
j < k va�i cat(Gj(X)) < j nemogu�e je da dobijemo cat(Gk(X)) = k (stav 2.2.9). Odavde
i iz prvog zak	uqka u dokazu sledi da je cat(Gn(X)) = n za n ≤ k.

Neka je n ≥ k. Tada postoji seqe�e sn : X → Gn(X) takvo da je pn ◦ sn ' idX .
Odatle iz stava 2.3 dobijamo da je cat(Gn(X)) ≥ cat(X) = k. Sa druge strane je
Gn(X) ' Gn−1(X) ∪ C(Fn−1(X)) ' Gn−1(X)/Fn−1(X) pa iz prethodnog stava mo�emo
zak	uqiti da je cat(Gn(X)) ≤ cat(X). Kombinuju�i ova dva zak	uqka dobijamo da je
cat(Gn(X)) = cat(X).

Kategorija Preslikava�a

Definicija 2.4.8. Neka je f : X → Y preslikava�e. Kategorijom preslikava�a
f (u oznaci cat(f)) nazivamo najma�i broj n ∈ N takav da X mo�e biti pokriven sa
skupovima U1, . . . , Un+1 takvim da je f |Ui homotopski trivijalno za svako i.
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Navex�emo sada neke od osobina kategorije preslikava�a.

Stav 2.4.9. Neka je f : X → Y preslikava�e. Tada va�e slede�e osobine:

1) cat(f) ≤ min{cat(X), cat(Y )}.

2) Ako su g : X → Y i h : Y → Z preslikava�a tada je cat(h ◦ g) ≤ min{cat(g), cat(h)}.
Dodatno ako je f : X → Y homotopska ekvivalencija tada je cat(f) = cat(X) =
cat(Y ).

3) Ako Im(f ∗) oznaqava sliku indukovanog kohomoloxkog homomorfizma tada je cat(f) ≥
cup(Im(f ∗)).

4) cat(f) ≤ n akko postoji preslikava�e f̃ : X → Gn(Y ) takvo da slede�i dijagram
homotopski komutira

Gn(Y )

X Y

pn

f

f̃

Kategorijska te�ina

Definicija 2.4.8. Kategorijska te�ina kohomoloxke klase u ∈ H∗(X;R)\{0} je
definisana sa

wgt(u) ≥ k

akko za svako φ : A→ X takvo da je cat(φ) < k va�i

φ∗(u) = 0.

Lema 2.4.9. wgt(u) ≥ k akko p∗k−1(u) = 0.

Dokaz: Neka je wgt(u) ≥ k. Kako je cat(pk−1) < k (jer je cat(Gk−1(X)) = k − 1) pa je
p∗k−1(u) = 0 iz definicije wgt.

Neka je sad p∗k−1(u) = 0 i neka je φ : A → X proizvo	no preslikava�e takvo da je
cat(φ) < k. Iz Geneine definicije kategorije preslikava�a postoji preslikava�e
g : A → Gk−1(X) takvo da je pk−1 ◦ g ' φ. Kako je p∗k−1(u) = 0 sledi da je φ∗(u) =
g∗p∗k−1(u) = 0 pa odatle mo�emo zak	uqiti da je wgt(u) ≥ k.

Definicija 2.4.9. Ejlenberg - Mek Lejnov prostor K(G, n) je CW kompleks sa os-
obinom da

πj(K(G, n)) =

{
G, j = n

0, j 6= n.
.

Stav 2.4.10. Neka su u, v ∈ H∗(X;R)\{0}. Tada va�e slede�e osobine:
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(1) wgt(u) ≤ cat(X)

(2) f : Y → X, f ∗(u) 6= 0 =⇒ cat(f) ≥ wgt(u) i wgt(f ∗(u)) ≥ wgt(u)

(3) wgt(u ∪ v) ≥ wgt(u) + wgt(v)

(4) u ∈ H∗(K(π, 1);R) =⇒ wgt(u) ≥ s, π = π1(X)

Dokaz:

(1) Neka je cat(X) = n. Zbog seqe�a s : X → Gn(X) imamo da je s∗ ◦ p∗n = id te je
p∗n : H∗(X;R) → H∗(Gn(X);R) injektivno. Odavde dobijamo da je p∗n(u) 6= 0 pa iz
prethodne leme va�i

wgt(u) ≤ n.

(2) Neka je f : Y → X, f ∗(u) 6= 0. Dokaz prve implikacije je identiqan dokazu
prethodne osobine. Neka je sad wgt(u) = k. Tada je pk−1(X)∗(u) = 0 i pk(X)∗(u) 6= 0.
Posmatrajmo komutativan dijagram

Gk−1(X) Gk−1(Y )

X Y

Gk−1(f)

pk−1 pk−1

f

.

pk−1(X) ◦ Gk−1(f) ' f ◦ pk−1(Y ), pa je 0 = Gk−1(f)∗(pk−1(X)∗(u)) = pk−1(Y )∗(f ∗(u)).
Zbog toga iz prethodne leme imamo da je wgt(f ∗(u)) ≥ k = wgt(u).

(3) Neka je wgt(u) = k i wgt(v) = m i neka je φ : A → X proizvo	no preslikava�e
takvo da je cat(φ) < k + m. �elimo da poka�emo da je φ∗(u ∪ v) = 0. Uslov da je
cat(φ) < k + m ka�e da postoji k + m otvorenih skupova koji pokrivaju A takvih
da je restrikcija φ na svaki homotopski trivijalna. Oznaqimo ove skupove sa
U1, . . . , Uk, V1, . . . , Vm i neka je

U = U1 ∪ · · · ∪ Uk, V = V1 ∪ · · · ∪ Vm.

Jasno je da onda va�i da je cat(φ|U) < k i da je cat(φ|V) < m. Qi�enica da je
wgt(u) = k i wgt(v) = m onda implicira da je ϕ|∗U(u) = 0 = ϕ|∗V(v). Dugi taqni
nizovi za topoloxke parove (A,U) i (A,V) onda daju

u ∈ H∗(A,U), v ∈ H∗(A,V),

pri qemu va�i u ∪ v ∈ H∗(A,U ∪ V) i u ∪ v 7→ φ∗(u) ∪ φ∗(v) = φ∗(u ∪ v). Dodatno
U ∪ V = A pa je H∗(A,U ∪ V) = 0 i poslediqno u ∪ v = 0. Zbog toga je ϕ∗(u ∪ v) = 0
te je wgt(u ∪ v) ≥ k +m.

(4) Pogledati [11].
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Kategorija simplektiqki asferiqnih mnogostrukosti

Definicija 2.4.11. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Ka�emo da je ona
simplektiqki asferiqna ako je ω|π2(M) = 0.

Uslov ω|π2(M) = 0 mo�emo shvatiti na slede�i naqin. Iz teoreme o univerzalnim
koeficijentima imamo da je H2(M ;R) ∼= Hom(H2(M),R) pa simplektiqku formu ω
mo�emo razumeti kao homomorfizam ω : H2(M) → R. Hurevi�ev homomorfizam h :
π2(M) → H2(M) je definisan kao h(α) = α∗(i) gde je α : S2 → M predstavnik neke
homotopske klase iz π2(M) a i ∈ H2(S2) ∼= Z je izabran i fiksiran generator. Slika
Hurevi�evog homomorfizma im(h) je podgrupa od H2(M). Uslov ω|π2(M) = 0 ka�e da je
ω|im(h) = 0. Geometrijski ovo znaqi da za svako g : S2 →M va�i∫

S2
g∗ω = 0.

Napomena 2.4.12. Svakako je jasno da simplektiqke mnogostrukosti koje zadovo	ava-
ju uslov π2(M) = 0 jesu simplektiqki asferiqne. Obrnuto ne mora da va�i. R. Gompf
je konstruisao beskonaqne familije simplektiqki asferiqnih mnogostrukosti za koje
ne va�i π2(M) = 0.

Oznaqimo sa f : M → K(π, 1) klasifikaciono preslikava�e univerzalnog natkriva�a.

Stav 2.4.13. Uslov ω|π2(M) = 0 va�i akko postoji ωπ ∈ H2(K(π, 1);R) takvo da je
f ∗ωπ = ω.

Dokaz: Pogledati [11].

Stav 2.4.14. Neka je (M,ω) simplektiqki asferiqna mnogostrukost. Tada je cat(M) =
dim(M).

Dokaz: Iz prethodnog stava imamo da je f ∗(ωπ) = ω. Odatle mo�emo zak	uqiti da je
f ∗(ωnπ) = ωn 6= 0. Iz stava 2.4.10. onda imamo

2n = dim(M) ≥ cat(M) ≥ cat(f) ≥ wgt(ωnπ) ≥ n · wgt(ωπ) ≥ 2n.

Ve� smo videli da ukoliko je simplekstiqka mnogostrukosti (M,ω) prosto povezana
va�i da je cat(M) = n < dim(M) = 2n.

Primer 2.4.15. Neka je M = N × T2k gde je N2n prosto povezana simplektiqka
mnogostrukost. Tada je cat(M) = n+ 2k.

Dokaz: Iz narednog tvr�e�a imamo da je cat(M) ≤ cat(N) + cat(T2k) = n+ 2k. Sa druge
strane ako sa ω oznaqimo simplektiqku formu od N jasno je da �e va�iti [dθ1 ∧ · · · ∧
dθ2k ∧ (ω∧n)] 6= 0 pa imamo da je cupR(N) ≥ n+ 2k.
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Stav 2.4.16. Neka su X i Y putno povezani prostori takvi da je X × Y kompletno
normalan. Tada je

cat(X × Y ) ≤ cat(X) + cat(Y ).

Iz prethodnih rezultata prirodno se name�e slede�e pita�e.

Otvoren problem 2.4.17. Neka je M2n zatvorena simplektiqka mnogostrukost koja
nije prosto povezana i koja nema homotopski tip mnogostrukosti N × T2k gde je N
prosto povezana simplektiqka mnogostrukost. Odrediti kategoriju od M . Da li je
cat(M) = dim(M)?

2.5 Kategorija niskodimenzionih mnogostrukosti

U ovom ode	ku �emo koriste�i vezu fundamentalne grupe i kategorije izraqunati
kategoriju zatvorenih mnogostrukosti dimenzija 2 i 3.

Kategorija povrxi

Teorema 2.5.1. (Nielsen–Schreier) Svaka podgrupa H slobodne grupe G je i sama
slobodna. Xtavixe ako G ima k generatora i H ima indeks n u G, onda je H slobodna
grupa sa n(k − 1) + 1 generatora.

Dokaz: Iz Van-Kampenove teoreme je jasno da G = F (S) mo�e da se vidi kao fundamen-
talna grupa buketa |S| kru�nica. Oznaqimo taj topoloxki prostor sa X. Jasno je da
je X CW kompleks dimenzije 1 (povezan graf). Iz teorije natkriva�a (pogledati [15])
poznato je da su podgrupe fundamentalne grupe π1(X, x) = G u bijektivnoj korespoden-
ciji sa natkriva�ima povezanim prostorima p : (E, e) → (X, x). Neka je (E, e) takvo
da je p1(E, e) ∼= H. Kako je p natkriva�e mora biti da je E povezan graf. Koriste�i
qi�enicu da je svaki povezan graf homotopski ekvivalentan buketu kru�nica mo�emo
zak	uqiti da je H slobodna.

Ako je G slovodna grupa ranga ρ(G) = k, onda je π1(X)ab = H1(X) = Zk, pa je χ(X) =
β0(X)−β1(x) = 1−k. Pored toga p je n-lisno natkriva�e jer je H podgrupa indeksa n.
Kako znamo da je χ(E) = nχ(X) (svakoj i−�eliji u X odgovara n i−�elija u n-lisnom
natkriva�u) mo�emo zak	uqiti da je

ρ(H) = 1− χ(E) = 1− nχ(X) = 1− n(1− k) = n(k − 1) + 1.

Stav 2.5.2. Neka je M kompaktna povrx bez granice koja nije sfera. Tada π1(M) nije
slobodna grupa.

Dokaz: Kako abelizacija fundamentalne grupe π1(Nh)
ab = H1(Nh) = Zh−1⊕Z2 nije slo-

bodna Abelova grupa mo�emo za	uqiti da ni fundamentalna grupa neorijentabilnih
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povrxi ne mo�e biti slobodna.

Neka je sad g 6= 0. Povrx Mg mo�e se natkriti dvolisno sa M2g−1. Ovo se mo�e
shvatiti kao Z2 dejstvo (centralna simetrija) na M2g−1 (pogledati sliku ispod).

Pretpostavimo sada da je π1(Mg) slobodna. Kako je π1(Mg)
ab = H1(Mg) = Z2g mo�emo

zak	uqiti ona ima 2g generatora. Sa druge strane kako je M2g−1 → Mg dvolisno
natkriva�e iz prethodne teoreme mo�emo zak	uqiti da je π1(M2g−1) slobodna grupa
ranga 2(2g − 1) + 1 = 4g − 1. Odatle sledi da je π1(M2g−1)ab = H1(M2g−1) slobodna
Abelova grupa ranga 4g−1. Sa druge strane znamo da je H1(M2g−1) = Z4g−2 pa dobijamo
kontradikciju.

Primer 2.5.3.

• cat(Mg) =

{
1, g = 0

2, g ≥ 1

• cat(Nh) = 2

Dokaz: Ve� znamo da je cat(M0) = cat(S2) = 1. Sa druge strane iz prethodnog stava i
iz posledice 2.3.14. mo�emo zak	uqiti da je cat(M) ≥ 2 ako je M kompaktna povrx
bez granice koja nije sfera. Tako�e imamo da je cat(M) ≤ dim(M) = 2 pa odatle sledi
da je cat(M) = 2.

Kategorija zatvorenih 3-mnogostrukosti

Kategorija zatvorenih 3-mnogostrukosti se tako�e mo�e izraqunati u terminima fun-
damentalne grupe.

Teorema 2.5.4. Neka je M zatvorena 3-mnogostrukost. Tada je
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cat(M) =


3, π1(M) - nije slobodna i nije trivijalna

2, π1(M) - netrivijalna slobodna grupa

1, π1(M) = {0}

Dokaza�emo ovu teoremu u sluqaju da jeM orijentabilna mnogostrukost. Sluqaj neori-
jentabilnih 3-mnogostrukosti je komplikovaniji (pogledati [16] za kompletan dokaz).

Definicija 2.5.5.

• 3−mnogostrukost je nesvod	iva ako svaka ulo�ena 2-sfera S2 ↪→ M ograniqava
ulo�en disk D3 ↪→M .

• 3−mnogostrukost je prosta ako M = P#Q implicira da je P = S3 ili Q = S3.

Lema 2.5.6. Ako je 3−mnogostrukost M je nesvod	iva onda je i prosta.

Dokaz: Neka jeM nesvod	iva. Ukoliko jeM = P#Q mora postojati ulo�ena sfera S2

koja razdvaja M na dve komponente (P\D3 i Q\D3). Ali takvo S2 ograniqava ulo�en
disk D3 zbog nesvod	ivosti. Odatle sledi da je M = M ′#S3 (jer je S3\D3 disk D3).
Odatle sledi da je M prosta.

Teorema 2.5.7. Slede�a tvr�e�a va�e:

(1) R3 (S3) je nesvod	iva mnogostrukost.

(2) Ako je p : M →M natkriva�e i M nesvod	iva, onda je i M nesvod	iva

(3) Jedina (orijentabilna) prosta mnogostrukost koja nije nesvod	iva je S1×S2. Xtavixe,
jedina zatvorena orijentabilna mnogostrukost takva da je π1(M) = Z je S1 × S2.

(4) Ako je π2(M) 6= 0 onda postoji ulo�ena sfera S2 ↪→ M koja je predstavnik nekog
netrivijalnog elementa od π2(M).

(5) Proizvo	na 3-mnogostrukost M mo�e biti zapisana kao

M = M1# . . .#Mk

gde je proizvo	na Mj prosta. Xtavixe M je orijentabilna akko je svaka Mj ori-
jentabilna. Dekompozicija na proste mnogostrukosti je jedinstvena do na per-
mutaciju.

Dokaz: Pogledati [11].

Stav 2.5.8. Neka je M zatvorena nesvod	iva 3-mnogostrukost. Tada va�i slede�e.

(1) Ako je π = π1(M) beskonaqna, tada je M = K(π, 1).
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(2) Ako je π = π1(M) konaqna, tada je univerzalno natkriva�e od M homotopska
3−sfera.

Dokaz: Ako je π2(M) 6= 0 onda iz prethodne teoreme pod (4) sledi da postoji ulo�ena
sfera S2 ↪→ M koja je predstavnik nekog netrivijalnog elementa od π2(M). Kako
je M nesvod	iva sledi da S2 ograniqava ulo�en disk. Zbog toga element od π2(M)
predstav	en sa S2 ↪→ M je trivijalan xto je kontradikcija. Odatle sledi da je
π2(M) = 0.

Doka�imo sada (1). Pretpostavimo sada da je π1(M) beskonaqna. Odatle je univerzalno

natkriva�e M̃ nekompaktno pa je H3(M) = 0. Odavde sledi da je π3(M) = π3(M̃) =

H3(M̃) iz Hurevi�eve teoreme (M̃ je prosto povezan i π2(M) = 0). Ovo onda implicira

da je π3(M) = 0. Hurevi�eva teorema mo�e biti prime�ena na π4(M) = π4(M̃) =

H4(M̃) = 0 jer je dim(M̃) = 3. Sliqno zak	uqujemo da je πj(M) = 0 za j ≥ 2. Zbog toga
je M = K(π, 1) gde je π = π1(M).

Ostalo je jox da doka�emo (2). Neka je π1(M) konaqna. Tada je univerzalno natkriva�e

M̃ zatvorena prosto povezana 3-mnogostrukost. Odatle sledi da je M̃ orijentabilna
pa iz Poenkareove dualnosti imamo da je H1(M̃) = H2(M̃) = 0. Iz Hurevi�eve teoreme

imamo da je π3(M̃) = Z = H3(M̃). Odatle mo�emo zak	uqiti da preslikava�e stepena

1 S3 → M̃ indukuje izomorfizam na H3. Kako su S3 i M̃ prosto povezane ovo implicira
da je M̃ ' S3.

Posledica 2.5.9. Neka je M zatvorena nesvod	iva 3-mnogostrukost takva da je
π1(M) 6= {1} i neka je f : M → K(π1(M), 1) = K(π, 1) klasifikaciono preslikava�e
univerzalnog natkriva�a. Onda je

f ∗ : H3(K(π, 1);A)→ H3(M ;A)

netrivijalno za neke koeficijente u A. Posebno ni jedna nesvod	iva mnogostrukost
M ne mo�e imati slobodnu grupu za fundamentalnu grupu.

Dokaz: pogledati [11].

Napomena 2.5.10. Prethodna posledica ka�e da postoji u ∈ H3(M ;A) takvo da
je f ∗(u) 6= 0. Iz stava 2.4.10. sledi da je cat(M) ≥ wgt(u) = 3. Osim toga va�i
cat(M) ≤ dim(M) = 3, pa imamo da je cat(M) = 3.

Stav 2.5.11. Neka je M zatvorena nesvod	iva 3-mnogostrukost takva da je π1(M) 6=
{1}. Tada je cat(M) = 2 akko je π1(M) slobodna grupa.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da π1(M) nije slobodna. Iz dekompozicije M na proste
mnogostrukosti (Teorema 2.5.7.) imamo da je

M = M1# . . .#Mk.
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Iz Van Kampenove teoreme imamo da je

π1(M) = π1(M1) ∗ · · · ∗ π1(Mk).

Odatle kako π1(M) nije slobodna sledi da za neko j, πj = π1(Mj) jeste netrivijalna i
nije Z. Zbog toga je Mj nesvod	iva pored toga xto je prosta mnogostrukost (Teorema
2.5.7.). Odatle iz posledice 2.5.9 f ∗ : H3(K(πj, 1);A) → H3(M ;A) je netrivijalno za
neke koeficijente A. Posmatrajmo sada komutativan dijagram

M = M1# . . .#Mk M1 ∨ · · · ∨Mk Mj

K(π1(M), 1) K(π1 ∗ · · · ∗ πk, 1) K(πj, 1)

K(π1, 1) ∨ · · · ∨K(πk, 1)

'

.

Gor�e horizontalno presliva�e je preslikava�e stepena 1 koje indukuje injekciju u
kohomologiji sa proizvo	nim koeficijentima. Specijalno

H3(Mj;A)→ H3(M1# . . .#Mk;A)

je injektivno. Komponuju�i ovo sa f ∗ vidimo da je H3(K(π1(M), 1);A) → H3(M ;A)
netrivijalno. Kako i u prethodnoj napomeni iz stava 2.4.10. zak	uqujemo da je cat(M) ≥
3.

Dokaz druge implikacije pogledati u [11].

Dokaz teoreme 2.5.4: (orijentabilan sluqaj): Ako je π1(M) = {0} onda je M ' S3

pa je cat(M) = 1. Iz stava 2.5.11 je cat(M) = 2 akko je π1(M) slobodna. Ako je
cat(M) = 1 i π1(M) 6= {0} onda iz stava 2.3.13 sledi da je π1(M) slobodna grupa
xto je kontradikcija. Odatle zak	uqujemo da je cat(M) = 1 ekvivalentno tome da je
π1(M) = {0}. Preostaje jox sluqaj kada je cat(M) = 3 a to je ekvivalentno tome da
π1(M) nije trivijalna niti slobodna.

Primer 2.5.12. Neka jeM = S3/Ĩ Poenkareova homoloxka sfera (Ĩ je binarna ikosae-

dralna grupa). Kako je π1(M) = Ĩ konaqna netrivijalna grupa sledi da nije slobodna
pa mo�emo zak	uqiti da je cat(M) = 3.
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3 Kritiqne taqke funkcija i topologija mnogostr-

ukosti

Definicija 3.1. Ka�emo da je funkcija f : M → R minimalna ako svaka druga
glatka funkcija ima barem toliko kritiqnih taqaka koliko i funkcija f .

Broj kritiqnih taqaka minimalne funkcije oznaqi�emo sa crit(M).

U prvom poglav	u smo videli da na zatvorenoj Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) nesta-
bilne mnogostrukostiW u(p) Morsove funkcije f mo�emo zadeb	ati uzimaju�i �ihove
cevaste okline tako da dobijemo otvorene kontraktibilne mnogostrukosti. Odatle smo
mogli zak	uqiti da je

c̃rit(M) ≥ 1 + cat(M).

Iako nestabilni skupovi W u(p) nisu nu�no mnogostrukosti ako su kritiqne taqke
funkcije f degenerisane oni i da	e jesu kontraktibilni i mo�emo ih dinamiqki
zadeb	ati do otvorenih kontraktibilnih skupova odakle iz Tomove dekompozicije
jasno da sledi da je

crit(M) ≥ 1 + cat(M).

Za ovu konstrukciju potreban nam je alat da kontrolixemo dinamiku.

3.1 Konlijev par

U ovom poglav	u �emo za definisan tok ϕ umesto oznake ϕt(x) koristiti oznaku ϕtx. U
ode	ku 1.5. smo za kritiqnu taqku p takvu da je f(p) = c i za ε > 0 i τ > 0 definisali
skup

N ε,τ
p = {x ∈M |f(x) ≤ c+ ε, f(ϕτx)) ≥ c− ε}p.

Kako vrednosti funkcije opadaju du� negativnih gradijentnih trajektorija mogli smo
zak	uqiti da kad trajetorija jednom iza�e iz ovog skupa vixe se nikad ne mo�e u �ega
vratiti.

Upravo za ove skupove koristi�emo zadeb	a�e nestabilnih (stabilnih) mnogostrukosti
i za to nam je potebna ve�a kontrola izlaza iz skupa te �emo definisati skup

Lε,τp = {x ∈ N ε,τ
p |f(ϕ2τx) ≤ c− ε}.

Definicija 3.1.1. Neka je ϕ = {ϕt} neprekidan tok na topoloxkom prostoru X.
Konlijev par (N,L) za izolovanu fiksnu taqku p toka ϕ sastoji se od para kompaktnih
potprostora (N,L) koji zadovo	avaju slede�e osobine:

(i) p ∈ int(N)\L

(ii) N ∩ Fix(ϕ) = p
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(iii) x ∈ L i ϕ[0,t]x ⊂ N =⇒ ϕt(x) ∈ L

(iv) x ∈ N i ϕT (x) /∈ N =⇒ ∃t ∈ [0, T ), ϕt(x) ∈ L.

Napomena 3.1.2. Skup N iz definicije nazivamo Konlijev blok. Osobine (i) i (ii)
nam ka�u da je N zatvorena okolina od p koja ne sadr�i druge fiksne taqke toka ϕ. Iz
osobine (iii) vidimo da ako taqka x u�e u L mora ostati u �emu dokle god ne iza�e iz
N . Dodatno iz (iv) mo�emo zak	uqiti da je jedini naqin da taqka iza�e iz N prolazak
kroz L. Zbog toga L nazivamo izlaznim skupom od N .

Teorema 3.1.3. Neka je f : M → R glatka funkcija na Rimanovoj mnogostrukosti
(M, g), i neka je c jedina kritiqna vrednost u [a, b] (a < c < b), pri qemu je f−1([a, b])
kompaktan. Ako je p ∈ crit(f) ∩ f−1(c) izolovana kritiqna taqka, onda je za dovo	no
malo ε > 0 i za dovo	no malo τ ≥ 1 par

(N,L) = (N ε,τ
p , Lε,τp )

Konlijev par.

Dokaz:

(i) Kako je p ∈ crit(f) i f(p) = c zak	uqujemo da je p fiksna taqka toka ϕ te je odatle
p ∈ N . Kako su f i f ◦ϕτ neprekidne mo�emo zak	uqiti dodatno da je p ∈ int(N).
Pored toga f(ϕ2τp) = f(p) = c pa p /∈ L

(ii) Kako je p izolovana kritiqna taqka mo�emo na�i �enu okolinu U koja ne sadr�i
druge kritiqne taqke. Iz leme 1.5.3 mo�emo zak	uqiti da je za dovo	no malo
ε > 0 i dovo	no veliko τ ≥ 1 va�i

N = N ε,τ
p ⊂ U.

(iii) Kako funkcija f opada du� toka pretpostavka u (iii) je ekvivalentna tome da je

p ∈ L, ϕt(p) ∈ N

za neko t ≥ 0. Iz iste premise imamo i da je

f(ϕ2τϕtp) ≤ f(ϕ2τp) ≤ c− ε.

(iv) Neka je x ∈ N i ϕTx /∈ N za neko T > 0. Ako je x ∈ T mo�emo samo uzeti t = 0 pa
�emo zbog toga pretpostaviti da x /∈ L.

Dakle x pripada N\L. Iz (ii) dobijamo da je p jedina kritiqna taqka u N , kako
x ne mo�e biti ne mo�e biti kritiqna taqka f jer posle nekog vremena izlazi
iz N , i kako je N putno povezan mo�emo zak	uqiti da postoji put od p do x u N .
Pored toga imamo da va�i

f(x) ≤ c+ ε, f(ϕ2τx) > c− ε, f(ϕτ+Tp) < c− ε. (1)
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Sada �emo pokazati da postoji jedinstveno vreme α > 0 do kog se trajektorija
nalazi u N\L i jedinstveno vreme β ∈ (α, T ) nakon koga trajektorija napuxta N
zauvek. Tada bilo koje t iz [α, β] zadovo	ava uslov (iv).

Trajektorija koja sadr�i p ne sadr�i kritiqne taqke (jedinstvenost rexe�a
diferencijalnih jednaqina) pa funkcija f strogo opada du� te trajektorije.
Odatle i iz druge dve nejednakosti u (1) dobijamo da postoji jedinstveno vreme
T∗ ∈ (2τ, τ + T ) za koje je f(ϕT∗x) = c− ε. Kako α > 0 treba biti najranije vreme
za koje se trajektorija nalazi u L zak	uqujemo da treba biti f(ϕ2τϕα) = c− ε pa
je

α =: T∗ − 2τ > 0.

Sa druge strane β je posled�i trenutak u kome se trajektorija koja poqi�e u x
nalazi u N pa zak	uqujemo da treba biti

f(ϕτ+βx) = f(ϕτϕβx) = c− ε.

Odatle dobijamo T∗ = 2τ + α = τ + β te je

β := α + τ.

Poka�imo prvo da ϕsx ∈ N za s ≥ 0 akko s ∈ [0, β].

Neka je s ∈ [o, β] proizvo	no. Tada je f(ϕsx) ≤ f(x) ≤ c + ε poxto je x iz N .
Dodatno τ + s ≤ τ + β = T∗ pa je f(ϕτϕsx) ≥ f(ϕT∗x) = c − ε. Kako je x povezano
putem sa p unutar N i kako du� puta t 7→ ϕt(x) va�i za svako t ∈ [0, s]

f(ϕtx) ≤ f(x) ≤ c+ ε, f(ϕτϕtx) ≥ f(ϕτϕsx) ≥ c− ε.

zak	uqujemo da ϕsx pripada istoj komponenti putne povezanosti skupa

{x ∈M |f(x) ≤ c+ ε, f(ϕτ (x)) ≥ c− ε}.

kao i p pa je ϕsx ∈ N .

Sa druge strane ako je s > β onda je s + τ > β + τ = T∗ pa kako funkcija strogo
opada du� trajektorije mo�emo zak	uqiti da je

f(ϕτϕsx) = f(ϕs+τx) < f(ϕT∗x) = c− ε.

pa dobijamo da ϕsx /∈ N .

Doka�imo sada da za s ≥ 0, ϕsx ∈ L akko s ∈ [α, β].

Ako s ∈ [α, β] iz prethodnog zak	uqka znamo da je ϕsx ∈ N jer je α > 0. Dodatno
imamo da je

f(ϕ2τϕs(x)) ≤ f(ϕ2τϕαx) = f(ϕ2τϕT∗−2τx) = f(ϕT∗x) = c− ε
57



pa ϕsx ∈ L.
Ako je ϕsx ∈ L tada ne mo�e biti s > β jer tada ϕsx ne pripada ni N . Sa druge
strane ako s ∈ [0, α) dobijamo da je

f(ϕ2τϕsx) > f(ϕ2τϕαx) = c− ε

pa ϕsx /∈ L.

Uzimaju�i neko t ∈ [α, β] dobijamo da za (N,L) va�i osobina (iv).

3.2 �usternik-Xnire	manova teorema

Sada smo spremni da poka�emo da se nestabilni skupovi mogu zadeb	ati do otvorenih
kontraktibilnih skupova. Pre toga uvex�emo dodatnu notaciju koja �e nam omogu�iti
jednostavniju interpretaciju predstoje�eg rezultata.

Neka je N = N ε,τ
p . Sa N �emo oznaqiti unutraxnost skupa N . Primetimo tako�e da se

topoloxka granica ovog skupa mo�e videti kao disjunktna unija tri skupa

∂N = N+ ∪N− ∪N0

gde je

• N+ = {x ∈M |f(x) = c+ ε, f(ϕτx) > c− ε}N - mesto ulaska u N

• N− = {x ∈M |f(x) < c+ ε, f(ϕτx) = c− ε}N - mesto izlaska iz N

• N0 = {x ∈M |f(x) = c+ ε, f(ϕτx) = c− ε}N - mesto odbija�a od N

pri tome smo sa {. . . }N oznaqili uniju komponenti povezanosti datog skupa sad�rane
u N . Jasno je da su N+ i N− nekompaktne hiperpovrxi u M a N0 je zatvorena podmno-
gostrukost u M kodimenzije 2.

Teorema 3.2.1. Neka je f glatka funkcija na zatvorenoj Rimanovoj mnogostrukosti
M koja ima izolovane kritiqne taqke, a samim tim konaqno mnogo �ih. Oznaqimo
ih sa p1, . . . , pl. Tada postoji otvoreno pokriva�e {W1, . . . ,Wl} od M zadeb	a�ima
nestabilnih skupova kontraktibilnih u M , odnosno va�i da su skupovi Wj otvoreni
pri qemu je

Wj ⊃W u(pj ), iWi ' cpj , j ∈ {1 , . . . , l}.

Dokaz: Primetimo da kako je M lokalno kontrakitibilan Hausdorfov prostor i kako
kritiqnih taqaka ima konaqno mnogo postoje otvoreni skupovi Vi takvi da je svaki Vi
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kontraktibilan uM . Xtavixe mo�emo u nekoj karti izabrati dovo	no malu otvorenu
loptu oko kritiqne taqke pi, a �u mo�emo radijalno kontrahovati u pi.

Na osnovu teoreme 3.1.3 i leme 1.3.3 mo�emo na�i Konlijeve parove

(Ni, Li) = (N εi,τi
p , Lεi,τip ), i ∈ {1, . . . , l}

takve da je Ni ⊂ Vi. Definiximo sada zadeb	a�a:

Wi = ϕ[0,+∞)Ni =
⋃
t≥0

ϕtNi, i ∈ {1, . . . , l}.

Kako su ϕt : M → M difeomorfizmi i kako su Ni = int(Ni) otvoreni sledi da i
skupovi W1, . . . ,Wl moraju biti otvoreni. Pored toga

Ni = {x ∈M |f(x) < c+ εi, f(ϕτix) > c− εi}pi .

pa ako x pripada W u(pi) iz qi�enice da trajektorija γx poqi�e u pi te postoji neko
t ≤ 0 takvo da je f(ϕtx) > c− εi. Tada va�i da je

f(ϕt−τix) ≤ f(pi) = c < c+ εi, f(ϕτ iϕt−τix) = f(ϕt) > c− εi.

odakle mo�emo zak	uqiti da ϕt−τix ∈ Ni jer je ϕt−τix povezan trajektorijom γx sa pi.
Kako je t− τ < 0 dobijamo da je

x = ϕτ−t(ϕt−τix) ∈ ϕτ−tNi ⊂ Wi

pa je W u(pi) ⊂ Wi za i ∈ {1, . . . , l}.

Ostalo je jox da poka�emo da su skupovi Wi kontraktibilni.

Neka je x ∈ Wi\Ni. Kako je trajektorija γx u nekom trenutku t < 0 bila u Ni a u
trenutku t = 0 je van tog skupa mo�emo zak	uqiti da postoji jedinstveno Ti(x) < 0
za koje je f(ϕτϕTi(x)x) = c− ε (f monotono opada du� nekonstantnih trajektorija). Iz
osobina za Konlijeve parove znamo da trajektorija mora iza�i kroz Li te mora biti da
je ϕTi(x)x ∈ Li. Dodatno kako trajektorija γx zapravo dolazi iz Ni mo�emo zak	uqiti
da je f(ϕTi(x)x) < c− ε. Odatle sledi da ϕTi(x)x ∈ N−i .

Posmatrajmo sada jednaqinu

f(ϕtx) = c− ε, x ∈ Wi\Ni, t ∈ R.

Iz qi�enice da je d
dt

(f(ϕtx)) = −‖∇f(ϕtx)‖2 < 0 jer je c−ε regularna vrednost mo�emo
zak	uqiti da je funkcija Ti glatka na Wi\Ni.

Neka je sada

Hi :Wi × I →Wi, Hi(x, t) =

{
x, x ∈ Wi ∩Ni

ϕtT (x)x, x ∈ Wi\Ni
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Poxto je Wi ∩ Ni = Ni ∪ N−i mo�emo zak	uqiti da kada se x ∈ Wi\Ni pribli�ava
Wi ∩Ni da se ustvari pribli�ava skupu N

−
i . Odatle, iz qi�enice da je Ti neprekidna

i da
Ti(x)→ 0, x→ y, y ∈ N−i , x ∈ Wi\Ni

sledi da je funkcija Hi neprekidna. Zbog ovoga dobijamo da je inkluzija iWi
= Hi(·, 0)

homotopna preslikava�u ri = Hi(·, 1). Primetimo da je ri ustvari retrakcija Wi na
Wi ∩Ni pa je Wi ∩Ni jaki deformacioni retrakt od Wi. Kako je Wi ∩Ni sadr�an u Vi
a on se mo�e kontrahovati u taqku pi zak	uqujemo da tvr�e�e va�i.

Teorema 3.2.2. (�usternikXnire	manova teorema) Neka jeM zatvorena mnogostrukost.
Tada va�i

cat(M) + 1 ≤ crit(M)

Dokaz: Izaberimo proizvo	nu Rimanovu metriku g na M . Neka je f neka glatka
funkcija. Ako kritiqne taqke ove funkcije nisu izolovane tada nejednakost

cat(M) + 1 ≤ #crit(f)

svakako va�i. Ako su kritiqne taqke izolovane primenom prethodne teoreme dobijamo
da je broj kritiqnih taqaka ve�i od kategorije pa zak	uqujemo da va�i tvr�e�e.

Primeri 3.2.3.

(1) crit(Sn) = 2

Funkcija
h : Sn → R, h(x1, . . . , xn) = xn

je funkcija visine na sferi. Kritiqne taqke funkcije visine su taqke u kojima
je tangentna hiperravan normalna na xn-osu, odnosno u ovom sluqaju najni�a i
najvixa taqka sfere. Odatle je crit(Sn) ≤ #crit(h) ≤ 2. Poxto ve� znamo da je
cat(Sn) = 1 dobijamo tra�eni rezultat.

(2) crit(T2) = 3

Funkcija

f : T2 = R2/Z2 → R, f(x, y) = sin(πx) · sin(πy) · sin(π(x+ y))

ima 3 kritiqne taqke. To nije texko videti poxto je koliqniqko preslikava�e
R2 → R2/Z2 lokalni difeomorfizam pa je dovo	no prebrojati kritiqne taqke ove
funkcije definisane na R2 na skupu [0, 1)× [0, 1). Jednostavnim raqunom dobijamo
da su to taqke (0, 0), (1/3, 1/3) i (2/3, 2/3).
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Odatle dobijamo da je

3 = 1 + cat(T2) ≤ crit(T2) ≤ #crit(f) = 3

pa je crit(T2) = 3.

(3) crit(CP n) = n+ 1

Posmatrajmo funkciju

f([z0 : · · · : zn]) =
n∑
i=0

ci|zi|2/
n∑
i=0

|zi|2

gde su c0 < c1 < · · · < cn realni brojevi. Ovo je Morsova funkcija qije su kritiqne
takqke koordinatne ose L0 = [1 : 0 : · · · : 0], . . . , Ln = [0 : · · · : 0 : 1].

Odatle je crit(CP n) ≤ n+ 1 pa iz �uxternik Xnire	manove teoreme kako znamo
da je cat(CP n) = n dobijamo �e	eni rezultat.

Napomena 3.2.4. Argument u primeru (1) da je crit(M) ≥ 2 mo�e do�i i iz qi�enice
da neprekidna funkcija na kompaktnom skupu mora dostizati minimum i maksimum
tako da se �uxternik Xnire	manova teorema mo�e shvatiti kao generalizacija Va-
jextrasove teoreme na zatvorenim glatkim mnogostrukostima.

Napomena 3.2.5. Iz ova prethodna tri primera se mo�e primetiti da je ocena broja
kritiqnih taqaka minimalne funkcije kategorijom najbo	a mogu�a u opxtem sluqaju.
Tako�e kako je funkcija visine na T2 Morsova funkcija sa 4 kritiqne taqke a suma
Betijevih brojeva u Z je tako�e 4 mo�e se zak	uqiti da je c̃rit(T2) = 4. Odatle i iz

primera (2) imamo da je c̃rit(T2) > crit(T2).

3.3 Birhofov minimaks princip

U proxlom ode	ku smo videli da kategorija daje jedno do�e ograniqe�e za broj kri-
tiqnih taqaka funkcija. Me�utim odatle ne mo�emo nixta vixe re�i o tim taqkama,
za razliku od Morsovih funkcija gde nam k−ti Betijev broj daje informaciju o
kritiqnim taqkama indeksa k. Ovo se na izvestan naqin mo�e popraviti u sluqaju
funkcija sa izolovanim kritiqnim taqkama.

Stav 3.3.1. Ako su regularne vrednosti a < b takve da su Ma i M b razliqitog homo-
topskog tipa pri qemu je f−1[a, b] kompaktan, onda postoji kritiqna vrednost k ∈ (a, b).

Dokaz: Ovo je samo kontrapozicija teoreme 1.3.2.
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Sada kada smo konstatovali da pod uslovima prethodnog stava postoji kritiqna vred-
nost c, potrebno je na�i naqin da se ona detektuje. Kako su Ma i M b razliqitog ho-
motopskog tipa mo�e se desiti da tu promenu topologije registruju razne homotopske
invarijante.

Ovde �emo prvo izlo�iti najopxtiji sluqaj. Neka je M Rimanova mnogostrukost bez
granice (pogledati 3.5) i neka je F familija podskupova od M . Ka�emo da je F
invarijantna u odnosu na izotopiju ako za svaka izotopija ϕ : M × I → M prenosi
elemente od F u druge elemente od F , odnosno ako va�i

F ∈ F =⇒ ϕ1(F ) ∈ F .

Ovde pod izotopijom smatramo da je ϕ0 = idM i da je za svako t, ϕt difeomorfizam
od M . Ako je f : M → R glatka funkcija i F familija invarijantna u odnosu na
izotopiju definiximo

minimax(f,F) = inf{a ∈ R | ∃F ∈ F , F ⊆Ma}.
Naziv minimaks dolazi iz ekvivalentne definicije

minimax(f,F) = inf
F∈F

sup{f(x) | x ∈ F}.

Stav 3.3.2. Neka par (M, f) zadovo	ava uslov P-S (pogledati definiciju 3.5.5). Tada
je minimax(f,F) kritiqna vrednost od f .

Dokaz: Pretpostavimo da je c = minimax(f,F) regularna vrednost. Tada iz Defor-
macione teoreme (Teorema 3.5.12) sledi da postoji izotopija ϕt i dovo	no malo ε > 0
takvo da je ϕ1(Mc+ε) ⊆Mc−ε. Iz definicije minimaksa imamo da postoji F ∈ F takvo
da je F ⊆Mc+ε. Odatle je ϕ1(F ) ⊆Mc−ε pa je

sup{f(x) | x ∈ F} ≤ c− ε < c = minimax(f,F)

te dobijamo kontradikciju.

Napomena 3.3.3. Uslov P-S je uvek ispu�en u sluqaju da je mnogostrukostM konaqne
dimenzije. Ako P-S nije ispu�en tada minimax(f,F) ne mora biti kritiqna vrednost
ve� mo�e biti samo limes niza {cn} kritiqnih vrednosti.

Definicija 3.3.4. Neka je A ⊂ X. catX(A) = n akko je n najma�i broj takav da
postoji n+ 1 skupova kontraktibilnih u X koji pokrivaju A.

Primeri 3.3.5. Neka je f : M → R. Sada �emo navesti dve znaqajne familije
invarijantne u odnosu na izotopiju.

(1) Fm = {F ⊆M | catM(F ) ≥ m− 1}, cm(f) := minimax(f,Fm)

(2) c ∈ H∗(M b,Ma)\{0},Fc = {imσ ∩ f−1[a, b] | [σ] = c}, K(f, c) := minimax(f,Fc).
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Dokaz:

(1) ϕ1 je difeomorfizam ako je ϕ izotopija. Odatle sledi da ϕ1 prenosi skupove
kontraktibilne uM u skupove kontraktibilne uM dodatno jasno je da se pokrivaq
od F preslikava u pokrivaq od ϕ1(F ). Odavde sledi da je Fm invarijantna u odnosu
na izotopiju.

(2) Kako izotopija jeste i homotopija sledi da je [(ϕ1)∗σ] = [σ].

Kohomoloxka du�ina i kritiqne vrednosti funkcija

Sada �emo malo dub	e izuqiti prirodu K(f, c). Neka je data netrivijalna homoloxka
klasa

c ∈ H∗(Ma,M b).

Primetimo da za s koje je dovo	no blizu b mora biti da je M s deformacioni retrakt
odM b jer je skup regularnih vrednosti otvoren (Skup crit(f)∩f−1[a, b] je zatvoren skup
u kompaktnom pa je i sam kompaktan. Odatle sledi da je skup kritiqnih vrednosti
kompaktan). Sledi da je u tom sluqaju H∗(M

b,M s) = 0. Tada inkluzija js : (M b,Ma)→
(M b,M s) takva da indukuje preslikava�e

js∗ : H∗(M
b,Ma)→ H∗(M

b,M s)

za koje je js∗c = 0. Sa druge strane za s koje je blizu a mora biti da jeMa deformacioni
retrakt od M s pa je H∗(M

s,Ma) = 0. Neka je sa

is : (M s,Ma)→ (M b,Ma)

oznaqena odgovaraju�a inkluzija. Iz dugog taqnog niza za trojku Ma ⊆M s ⊆M b

. . . −→ H∗(M
s,Ma)

is∗−→ H∗(M
b,Ma)

js∗−→ H∗(M
b,M s) −→ . . .

sledi da je za s koje je dovo	no blizu a js∗ izomorfizam te je js∗c 6= 0. Odatle je
K = inf{s ∈ [a, b]|js∗c = 0} ∈ (a, b). Jasno je da je K vrednost u kojoj se me�a homotopski
tip. Potrebno je jox pokazati da je K = K(f, c). Iz stava 3.3.2 i primera 3.3.5 (2) onda
dobijamo da je K kritiqna vrednost. Pre toga dokaza�emo jednu lemu.

Lema 3.3.6. Neka su a i b regularne vrednosti takve da je a < b i takve da suMa iM b

razliqitog homotopskog tipa pri qemu je f−1[a, b] kompaktan. Ako je c ∈ Hk(M
b,Ma)

tada je

Ic = {s ∈ [a, b] | j∗sc = 0} = {s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma)), is∗c
′ = c}

interval oblika (s0, b] ili [s0, b] za neko s0 > a.

Dokaz: Iz dugog taqnog niza

. . . −→ Hk(M
s,Ma)

is∗−→ Hk(M
b,Ma)

js∗−→ Hk(M
b,M s) −→ . . .
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mo�emo zak	uqiti da je

{s ∈ [a, b] | js∗c = 0} = {s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma), is∗c
′ = c}.

Neka je sad t ∈ Ic takvo da je jt∗c = 0 i neka je s takvo da je t < s < b. Definiximo
inkluziju jts : (M b,M t) → (M b,M s). Primetimo da va�i js = jts ◦ jt. Odatle sledi
da je js∗ = jts∗ ◦ jtt pa je js∗c = 0, odnosno s ∈ Ic. Kombinuju�i to sa ranije izvedenim
zak	uqkom da je inf{s ∈ [a, b] | js∗c = 0} ∈ (a, b) zak	uqujemo da je Ic interval.

Teorema 3.3.7. Neka su regularne vrednosti a < b funkcije f takve da su Ma i M b

razliqitog homotopskog tipa pri qemu je f−1[a, b] kompaktan. Tada svaka netrivijalna
homoloxka klasa c ∈ Hk(M

b,Ma)\{0} indukuje kritiqnu vrednost od f . Preciznije
va�i da je

K = K(c, f) = inf{s ∈ [a, b] | js∗c = 0}
= inf{s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma)), is∗c

′ = c}
= inf

σ∈c
max f |imσ∩f−1[a,b] ∈ (a, b).

kritiqna vrednost od f odnosno postoji p ∈ crit(f) ∩ f−1[a, b] takvo da je f(p) = K.
Xtavixe ako je f Morsova na f−1[a, b] onda se p mo�e izabrati tako da je indf (p) = k.

Dokaz: Iz prethodne leme znamo da je

Ic = {s ∈ [a, b] | js∗c = 0} = {s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma)), is∗c
′ = c}

pa je
inf{s ∈ [a, b] | js∗c = 0} = inf{s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma)), is∗c

′ = c}.

Neka je sad σ ∈ c proizvo	no. Oznaqimo za s′ maksimum funkcije f na crit(f)∩f−1[a, b].
Jasno je da granica od σ pripada Ma ([σ] ∈ Hk(M

b,Ma)), a pored toga je imσ ⊂M s′ pa
c dolazi iz Hk(M

s′,Ma). Odatle zak	uqujemo da je

s′ ≥ inf{s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma)), is∗c
′ = c}.

Uzimaju�i infimumum po σ ∈ c dobijamo da je

inf
σ∈c

max f |imσ∩f−1[a,b] ≥ inf{s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma), is∗c
′ = c}.

Sa druge strane ako je s takvo da c dolazi iz Hk(M
s,Ma) zak	uqujemo da postoji σ′

takvo da je imσ ⊂M s i [σ′] = c. Odatle je

inf
σ∈c

max f |imσ∩f−1[a,b] ≤ max f |imσ′∩f−1[a,b] ≤ s.

Uzimaju�i infimum po s takvim da c dolazi iz Hk(M
s,Ma) zak	uqujemo da je

inf
σ∈c

max f |imσ∩f−1[a,b] ≤ inf{s ∈ [a, b] | (∃c′ ∈ H∗(M s,Ma)), is∗c
′ = c}.
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Iz svega ovoga dobijamo da je

K = inf
σ∈c

max f |imσ∩f−1[a,b] = K(f, c).

Iz stava 3.3.2 i primera 3.3.5 (2) je jasno da je K kritiqna vrednost.

Zak	uqak da ako je f Morsova postoji p ∈ crit(f) takvo da je f(p) = K i indf (p) = k
sledi iz Morsovih nejednakosti.

Prethodna teorema nije kvantitativnog karaktera, odnosno ne mo�emo nixta re�i o
tome koliko kritiqnih taqaka odgovara vrednosti K kao ni da li razliqite klase
indukuju razliqite kritiqne vrednosti.

Neka jeX topoloxki prostor sa konaqnom kohomologijom (npr. kompaktna mnogostrukost)
i neka je R komutativan prsten. Tada imamo definisan cap proizvod:

∩ : Hp(X;R)×Hm(X;R)→ Hm−p(X;R), (ω, b)→ ω ∩ b.

Nada	e ne�emo koristiti oznaku za prsten zarad jednostavnijeg zapisa. Podrazumeva-
�emo da su homologija i kohomologija sa koeficijentima u R.

Definicija 3.3.8. Ka�emo da je netrivijalna homoloxka klasa b1 ∈ H∗(X)\{0}
podre�ena homoloxkoj klasi b2 (u oznaci b1 < b2) ako postoji klasa ω ∈ Hp>0(X) takva
da je

b1 = ω ∩ b2.

Odavde mo�emo zak	uqiti da je b2 netrivijalna klasa vixeg stepena od b1. Tako�e nije
texko zak	uqiti da je relacija < tranzitivna jer imamo da va�i (α∪β)∩c = α∩(β∩c).

Definicija 3.3.9. R-broj podre�e�a (u oznaci subR(X) je najve�i broj k ∈ N0 takav
da postoji lanac podre�enih homoloxkih klasa u H∗(X,R) takvih da je

b1 < b2 < · · · < bk < bk+1.

Pri tome je subR(X) = 0 ako nema podre�enih klasa.

Stav 3.3.10. Neka je X topoloxki prostor sa konaqnom kohomologijom i neka je R
komutativan prsten. Tada je

cupR(X) = subR(X).

Dokaz: Sledi iz formule (α ∪ β) ∩ c = α ∩ (β ∩ c).

Napomena 3.3.11. Neka je data ekscizivna trojka (X;A1, A2) (Pogledati [17]). Tada
imamo definisan cap proizvod

∩ : Hp(X,A2)×Hm(X,A1 ∪ A2)→ Hm−p(X,A1).
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Teorema 3.3.12. Neka su regularne vrednosti a < b funkcije f takve da je f−1[a, b]
kompaktan. Neka je dat par podre�enih relativnih homoloxkih klasa c < d ∈ H∗(M b,Ma;R)
za neki komutativan prsten R. Tada je

K(c, f) ≤ K(d, f).

Dodatno ako su sve kritiqne taqke funkcije f izolovane onda va�i

K(c, f) < K(d, f)

pa su odgovaraju�e kritiqne vrednosti razliqite.

Dokaz: Neka je c = ω∩d za neko ω ∈ Hp>0(M b). Iz funktorijalnog svojstva relativnog
cap prozvoda za inkluziju trojki

js : (M b;Ma, ∅)→ (M b;M s, ∅)

imamo da je
js∗(c) = js∗(ω ∩ d) = js∗(j

s∗ω ∩ d) = ω ∩ js∗(d)

pri qemu jednakost js∗ω = ω va�i jer je

js(M b, ∅)→ (M b, ∅)

identiteta. Odatle imamo da ako je js∗d = 0 onda je js∗c = 0 pa mo�emo zak	uqiti da je

K(c, f) ≤ K(d, f).

Pretpostavimo sada da su kritiqne taqke funkcije f izolovane u f−1[a, b]. Kako je
f−1[a, b] sledi da ih ima konaqno mnogo pa samim tim kritiqnih vrednosti u [a, b] ima
konaqno mnogo.

Neka je c = K(c, f). Iz prethodnog mo�emo zak	uqiti da postoji ε > 0 tako da interval
[c−ε, c+ε] ne sadr�i druge kritiqne vrednosti osim c. Neka je sad C = K(d, f). Klasu
d mo�emo projektovati

d+ := jc+ε∗ (d) ∈ H∗(M b,M c+ε).

Ako je d+ 6= 0 iz funktorijalnosti

js∗j
c+ε
∗ = (jsjc+ε)∗ = js∗, s ≥ c+ ε

mo�emo zak	uqiti da je js∗d
+ = 0 akko js∗d = 0 za s ≥ c + ε. Dodatno imamo da je

d+ ∈ H∗(M b,M c+ε) pa je K(d+, f) ∈ (c+ ε, b). Iz ovoga sledi da je za neko s′ ∈ (c+ ε, b)
js
′
∗ d+ 6= 0 a samim tim va�i i js

′
∗ d 6= 0. Odatle je iz leme 3.3.2. Id ⊂ [c + ε, b] pa iz

prethodno dokazane relacije js∗d
+ = 0 akko js∗d = 0 za s ≥ c + ε mo�emo zak	uqiti da

je Id = Id+ pa samim tim va�i

C = K(d, f) = K(d+, f) ∈ (c+ ε, b)
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te je c < C.

Dakle potrebno je jox pokazati da je d+ 6= 0. Kako su kritiqne taqke pi na nivou c
izolovane mo�emo prona�i zadeb	a�a nestabilnih mnogostrukostiWi (Teorema 3.2.1.)
takva da su ova zadeb	a�a disjunktna u parovima. Neka je

⋃
iWi. Posmatrajmo inkluz-

ije

(W , ∅) I−→ (M b, ∅) J−→ (M b,W).

Kako je W kontraktibilan mora biti da je I∗ω = 0 (c = ω ∩d, ω ∈ Hp>0(M b)). Odatle
iz kohomoloxkog dugog taqnog niza indukovanog ovim inkluzijama sledi da postoji
Ω ∈ Hp(M b,W) takvo da je ω = J∗Ω.

Posmatrajmo preslikava�e izme�u ekscizivnih trojki dato sa

f : (M b;Ma, ∅)→ (M b;M c+ε,W)

i primetimo da je f ∗Ω = J∗Ω = ω (Napomena 3.3.11.). Pored toga jasno je da se f∗ :
H∗(M

b,Ma)→ H∗(M
b,M c+ε) poklapa sa jc+ε∗ . Iz svega ovoga imamo

jc+ε∗ c = f∗c = f∗(ω ∩ d) = f∗(f
∗Ω ∩ d) = Ω ∩ f∗d = Ω ∩ d+.

Pri tome je posled�i cap proizvod

Hp(M b,W)×H∗(M b,W ∪M c−ε︸ ︷︷ ︸
'Mc+ε

)
∩−→ H∗(M

b,M c−ε)

definisan za ekscizivnu trojku (M b;W ,M c−ε). Homotopija W ∪M c−ε ' M c+ε proiz-
ilazi iz qi�enice da je W ∪M c−ε deformacioni retrakt od M c+ε. Ovo va�i jer je
W pozitivno invarijantan u odnosu na gradijentni tok i da ujednaqavaju�i brzinu
,,spuxta�a" mo�emo analagno kao u Deformacionoj teoremi (teorema 3.5.12) dobiti
tra�eni rezultat.

Pretpostavimo sada da je d+ = 0. Iz prethodnog sledi da je projekcija jc+ε∗ c trivijalna
ve� u H∗(M

b,M c−ε), odnosno va�i da je jc−ε∗ c = 0 pa iz leme 3.3.6 sledi da je c =
K(c, f) ≤ c− ε xto je kontradikcija.

Posledica 3.3.13. Neka jeM zatvorena mnogostrukost i neka je f : M → R funkcija
sa izolovanim kritiqnim taqkama. Tada va�i

#crit(f) ≥ #f(crit(f)) ≥ 1 + subR(M) = 1 + cupR(M).

Dokaz: Neka je subR(M) = cupR(M) = k. Tada postoji lanac podre�enih homoloxkih
klasa

b1 < · · · < bk+1.

Kako f dosti�e minimum i maksimum jer jeM kompaktan sledi da postoje a, b ∈ R tako
da je Ma = ∅ i M b = M . Zbog toga iz prethodne teoreme imamo odgovaraju�e kritiqne
vrednosti

c1 < · · · < ck+1
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funkcije f .

Napomena 3.3.13. Primetimo da odavde sledi da je crit(M) ≥ 1 + sub(M) me�utim
jasno je da je subF(M) + 1 ≤ dimH∗(M ;F) kako su sve homoloxke klase u podre�enom
lancu netrivijalne i razliqite. Tako�e ve� smo pokazali da je subR(M) = cupR(M) ≤
cat(M), tako da i Morsova i �usternik Xnire	manova teorija daju bo	u ocenu za
broj kritiqnih taqaka od subR(M).

3.4 Dimenzija mnogostukosti i broj kritiqnih taqaka mini-

malne funkcije

U ovom ode	ku �emo pokazati da na kompaktnoj povezanoj mnogostrukosti Mn mo�emo
prona�i glatku funkciju koja ima najvixe n+ 1 (n ako je ∂M 6= ∅) kritiqnih taqaka.
Za to �e nam biti potreban slede�i rezultat.

Lema 3.4.1. Neka je f : M → R neprekidna funkcija koja je glatka na M\{p},
p ∈ int(M). Pri tome neka postoji neka probuxena okolina p na kojoj f nema kritiqnih

taqaka. Tada za svaku okolinu U = U(p) postoji podokolina Ũ ⊂ U i glatka funkcija
F : M → R takva da je F |M\Ũ = f |M\Ũ i crit(F ) ∩ Ũ = {p}.

Dokaz: Kako mo�emo na�i kartu (Ũ , ϕ) takvu da je Ũ ⊂ U pri qemu f nema kri-

tiqnih taqaka na Ũ\{0} ϕ(p) = 0 i ϕ(Ũ) = Rn sledi da je dovo	no da poka�emo da za
neprekidnu funkciju f : Rn → R koja je glatka i nema kritiqnih taqaka na Rn\{0}
postoji F ∈ C∞(Rn) pri qemu je 0 jedina kritiqna taqka od F , a F se razlikuje od f
na kompaktnoj okolini 0. Dodatno bez gub	e�a na opxtosti mo�emo pretpostaviti da
je f(0) = 0.

Neka jeN otvorena okolina 0 u f−1(0) koja je ograniqena u Rn. Oznaqimo sa U(N, ε) skup
svih taqaka x takvih da je |f(x)| < ε i takvih da trajektorija γx gradijentnog vektoskog
po	a ∇f ili seqe N ili ima koordinaqni poqetak kao graniqnu taqku (limes). Jasno
je da svaka nedegenerisana trajektorija samo u jednom trenutku mo�e prese�i f−1(0)
(f strogo raste du� nedegenerisanih gradijentnih trajektorija). Odatle imamo dobro
definisanu glatku retrakciju

r : U(N, ε)→ N

gde svakoj taqki x koja ne pripada N dodelimo mesto preseka sa M ili 0 ukoliko je 0
limes trajektorije γx.

Neka je ε > 0 dovo	no malo tako da je funkcija f ograniqena na U(N, ε). Konstru-
isa�emo F tako da se razlikuje od f na U(N, ε). Za to nam je dovo	no da konstruixemo
funkcije λ : R→ R i H : N → [0, 1] koje zadovo	vaju slede�a svojstva.

(1) λ ◦ f ∈ C∞
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(2) λ(t) = t ako je |t| ≥ 1
2
ε

(3) λ′(t) > 0, t 6= 0

(1′) H ◦ r ∈ C∞, Dk(H ◦ r)(0) = 0, k ≥ 0

(2′) Za neko W ⊂ W ⊂ N,H(N\W ) = 1

(3′) H(0) = 0 i H(N\{0}) = (0, 1]

Onda mo�emo definisati funkciju F na slede�i naqin

F (x) =

{
f(x), x /∈ U(N, ε)

(1−H ◦ r(x)) · λ(f(x)) +H ◦ r(x) · f(x), x ∈ U(N, ε)
.

Iz osobine (1′) i uslova teoreme sledi da je funkcijaH◦r(x)·f(x) glatka na U(N, ε)\{0}.
Pored toga imamo da je

lim
x→0

H ◦ r(x) · f(x)

‖x‖n
= lim

x→0

H ◦ r(x)

‖x‖n
· f(x) = 0 · f(0) = 0

jer je Dk(H ◦ r)(0) = 0, k ≥ 0 i f neprekidna funkcija pa to da	e implicira da je
Dk(H ◦ r · f)(0) = 0. Iz svega ovoga dobijamo da je H ◦ r(x) · f(x) glatka na U(N, ε).
Dodatno iz osobina (1) i (1′) imamo da su λ ◦ f i H ◦ r glatke na U(N, ε) pa je i
F ∈ C∞(U(N, ε)). Osobine (2) i (2′) nam daju da je F (x) = f(x) na okolini granice
U(N, ε) te sledi da F ∈ C∞(Rn).

Primetimo da kombinuju�i to da je d((1−H ◦ r) · λ ◦ f)|x = −(λ ◦ f)|x · d(H ◦ r)|x + (1−
(H ◦ r)|x)d(λ ◦ f)|x, qi�enicu da je (H ◦ r)(0) = 0, d(H ◦ r)(0) = 0 i prethodno dobijen
rezultat d(H ◦ r · f)(0) = 0 mo�emo zak	uqiti i da je 0 kritiqna taqka funkcije F .

Neka je x ∈ U(N, ε)\{0}

(i) H ◦r je konsatntno du� trajektorija ∇f pa je (H ◦r)′∇f(x)(x) = d(H ◦r)|x(∇f(x)) =
0.

(ii) f strogo raste du� nekonstantnih trajektorija pa je f ′∇f(x)(x) > 0.

(iii) d(λ ◦ f)|x = λ′(f(x))df |x pa je iz osobine (3) za x /∈M d(λ ◦ f)|x(∇f(x)) > 0. Kako
je

M\{0} ⊂ U(N, ε)\{0}

dobijamo da je (λ ◦ f)′∇f(x)(x) ≥ 0.

Kako va�i

dF |x = −(λ ◦ f)|x · d(H ◦ r)|x + (1− (H ◦ r)|x)d(λ ◦ f)|x + d(H ◦ r)|x · f |x + (H ◦ r)|x · df |x
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iz (i), (ii) i (iii) mo�emo zak	uqiti da je F ′∇f(x)(x) > 0, a samim tim je i dF (x) 6= 0 na

U(N, ε)\{0}. Zbog ovoga i qi�enice da je F (x) = f(x) na U(N, ε)c mo�emo zak	uqiti
da je 0 jedina kritiqna taqka funkcije F .

U(N, ε) je kompaktan (U(N, ε) je ograniqen) te treba jox pokazati da funkcije λ i H
postoje.

Neka je (λi : R→ R)i∈N niz glatkih funkcija takvih da je

• λi(t) = t, |t| ≥ ε
2i

• λi(t) = 0, |t| ≤ ε
2(i+1)

• λ′i(t) ≥ 0, t ∈ R.

Za svako i λi(f(x)) = 0 u okolini nule pa je λi ◦ f glatka na U(N, ε). Ako su γi =

max{|d
|α|(λi◦f)
dxα

(x)| |α| ≤ i, x ∈ U(N, ε)}, βi = 2−i

1+γi
, β =

∑∞
i=1 βi, i αi = βi

β
imamo da je

λ(x) =
∞∑
i=1

αiλi(x)

tra�ena funkcija. Primetimo da je αi|d
|α|(λi◦f)
dxα

(x)| ≤ 2−i

β
ako je |α| ≤ i pa imamo da red

∞∑
i=1

αi
d|α|(λi ◦ f)

dxα
(x)

apsolutno konvergira na U(N, ε) odakle je λ ◦ f glatka u 0. Pored toga jasno je da je λ
glatka pa kako znamo da je f glatka na R\{0} nije texko zak	uqiti da va�i (1). Iz
definicije imamo da je λi(t) = t za |t| ≥ 1

2ε
pa poxto je

∑
i αi = 1 dobijamo da va�i

(2). Tako�e za dovo	no veliko i va�i da je λ′i(t0) = 1 (t0 6= 0) a osim toga je αi > 0 pa
kombinuju�i ovo sa qi�enicom da je λ′i(t) ≥ 0 dobijamo da va�i (3).

Neka je sada W neka okolina 0 u N takva da je W ⊂ W ⊂ N . Izaberimo familiju
{U i+1 ⊂ Ui} otvorenih okolina nule u N takvu da je U i+1 ⊂ Ui i

⋂
i Ui = {0}. Ovo nam

omogu�ava da konstruixemo familiju (hi : N → [0, 1]) takvu da je

U i+1 ⊂ h−1
i (0) ⊂ Ui, N\W ⊂ h−1

i (1)

pri qemu je hi|N\U i+2
klase C∞ (N\U i+2 je mnogostrukost jer sadr�i samo regularne

vrednosti f u f−1(0)). Primetimo da je hi ◦ r ∈ C∞ (hi je 0 u okolini 0). Sliqno kao
i za λ izborom odgovaraju�ih pozitivnih brojeva ai takvih da je

∑∞
i=1 ai = 1 dobijamo

tra�enu funkciju

H =
∞∑
i=1

aihi.
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Posledica 3.4.2. Neka jeMn kompaktna mnogostrukost i neka je f : M → Rn Morsova
funkcija koja ima jedan minimum i pri qemu je maksimalna konstantna i regularna na
∂M . Ako f ima k kritiqnih vrednosti takvih da je f−1(c) povezan za svaku kritiqnu
vrednost c onda postoji glatka funkcija h : M → R koja ima k kritiqnih taqaka.

Dokaz: Neka je c proizvo	na kritiqna vrednost. Ispitajmo prvo geometriju f−1(c).
Jasno je da je u okolini regularnih taqaka f−1(c) mnogostrukost. Kako je f Morsova
i M kompaktna postoji konaqno mnogo kritiqnih taqaka koje odgovaraju naxoj kri-
tiqnoj vrednosti i u �ima se mo�e naruxiti glatkost (qak i sama lokalna struktura)
mnogostrukosti. U Morsovoj karti proizvo	ne kritiqne taqke p ∈ f−1(c) indeksa λ
imamo da je

f(t1, . . . , tn) = c− t21 − · · · − t2λ + t2λ+1 + · · ·+ t2n,

pa u toj karti imamo da je

f(t1, . . . , tn) = c⇔ t21 + · · ·+ t2λ = t2λ+1 + · · ·+ t2n.

Jasno je da je proizvo	na prava koja sadr�i neku taqku iz f(t1, . . . , tn) = c i (0, . . . , 0)
sadr�ana u f(t1, . . . , tn) = c.

Kako je f−1(c) povezan iz svega prethodnog mo�emo zak	uqiti da se dve proizvo	ne
kritiqne taqke mogu spojiti glatkim putem koji je sadr�an u f−1(c). Odavde sledi
da postoji deo-po-deo gladak put γ : [0, 1] → M koji nema samopreseke takav da je
γ([0, 1]) ⊂ f−1(c) i povezuje sve kritiqne taqke na kritiqnom nivou c.

M\γ([0, 1]) je difeomorfno sa M\{p} za neku taqku p ∈ int(M). Xtavixe mo�emo
izabrati difeomorfizam

ψ : M\γ([0, 1])→M\{p}

tako da je identiteta na komplementu proizvo	no male okoline od f−1(c).
Posmatrajmo sada funkciju g = f ◦ ψ−1. Ona se razlikuje od f na komplementu proi-
izvo	no male okoline od f−1(c).

Neka je pn niz u M\{p} takav da je limn→∞ pn = p. Pretpostavimo da limn→∞ f ◦
ψ−1(pn) 6= c. Tada postoji podniz od pn (zadr�a�emo istu oznaku) takav da je |f ◦
ψ−1(pn)−c| ≥ ε za neko ε > 0. Zbog kompaktnosti prostoraM imamo podniz od pn (opet
�emo zadr�ati istu oznaku) takav da ψ−1(pn) konvergira ka nekom q ∈ M . Pritom je
c′ = f(q) = limn→∞ f ◦ ψ−1(pn) = c′ i mora biti da je c 6= c′. Ali ovo onda znaqi da je
q ∈M\γ([0, 1]). Kako je ψ difeomorfizam odavde dobijamo da je

ψ(q) = ψ( lim
n→∞

ψ−1(pn)) = lim
n→∞

pn = p

xto je nemogu�e.

Odavde zak	uqujemo da je g = f ◦ ψ−1 glatka funkcija koja se mo�e neprekidno pro-
du�iti u p. Dodatno g nema kritiqnih taqaka na dovo	no maloj probuxenoj okolini
p. Prime�uju�i prethodnu lemu dobijamo funkciju F koja se razlikuje od f na maloj
okolini od f−1(c) i ima jednu kritiqnu taqku na toj okolini.
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Ponav	aju�i ovaj postupak za svaku kritiqnu vrednost dobijamo tra�eno h.

Proizvo	nu Morsovu funkciju mo�emo modifikovati na naqin da ne promenimo broj
kritiqnih taqaka proizvo	nog indeksa a da sve kritiqne taqke istog indeksa odgo-
varaju istoj kritiqnoj vrednosti (pogledati [18]).

Definicija 3.4.3. Morsova funkcija f : M → R je samoindeksiraju�a ako za svaku
kritiqnu taqku p indeksa k va�i f(p) = k.

Teorema 3.4.4. Neka je Mn kompaktna mnogostrukost. Postoji samoindeksiraju�a
Morsova funkcija koja je regularna konstantna i maksimalna na ∂M takva da je za
indeks k, f−1(k) povezan.

Napomena 3.4.5. Primetimo da ovakva funkcija mora imati taqno jednu taqku min-
imuma (i jednu taqku maksimuma ukoliko je ∂M = ∅, u suprotnom nema taqaka indeksa
n) jer iz qi�enice f mora dosti�i minimum na int(M) (M je kompaktan a f je mak-
simalna na ∂M) sledi da taqke u kojima se dosti�e minimum moraju biti kritiqne
taqke indeksa 0. Kako je f samoindeksiraju�a zak	uqujemo je 0 globalni minimum.
Odatle je f−1(0) skup izolovanih kritiqnih taqaka. Kako je f−1(0) povezan mora biti
i jednoqlan.

Posledica 3.4.6. Neka je M kompaktna povezana mnogostrukost. Tada je

crit(M) ≤ dim(M) + 1

ako je ∂M = ∅ i
crit(M) ≤ dim(M)

ako je ∂M 6= ∅.

Dokaz: Neka je f funkcija iz Teoreme 3.4.4. Ona ima k kritiqnih vrednosti pri qemu
je k ≤ dim(M) + 1 (∂M = ∅) ili k ≤ dim(M) (∂M 6= ∅). Iz svojstava ove funkcije
i napomene 3.4.5. sledi da ona zadovo	ava uslove teoreme 3.4.2, pa postoji glatka
funkcija h : M → R takva da je #crit(h) = k.

Primeri 3.4.7.

• crit(Tn) = n+ 1

• crit(RPn) = n+ 1

• crit(Mg) =

{
2, g = 0

3, g = 1

• crit(Nh) = 3

• crit(M) = 4, M Poenkareova homoloxka sfera
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• crit(M) = 2n+ 1, M2n Asferiqna simplektiqka mnogostrukost

Dokaz: u svim primerima osim za M0 = S2 (ve� smo izraqunali crit(S2) u prethodnom
ode	ku) koristimo qi�enicu da va�i cat(M) = dim(M) i nejednakosti

cat(M) + 1 ≤ crit(M) ≤ dim(M) + 1.

Kao i u sluqaju kategorije i za crit(M) mo�emo dati homoloxku ocenu za broj kri-
tiqnih taqaka minimalne funkcije.

Teorema 3.4.8. Neka je M p-povezana mnogostrukost (p ≥ 6) dimenzije n ≥ 6. Neka je
r(M) ⊂ Z skup svih i ∈ Z takvih da je Hi(M ;Z) 6= 0 ili H i(M ;Z) 6= 0. Ako se r(M)
mo�e pokriti unijom s zatvorenih intervala du�ine p tada je

crit(M) ≤ s.

Dokaz: pogledati [20].

3.5 �usternik-Xnire	manova teorema na beskonaqnodimen-

zionim mnogostrukostima

Definicija 3.5.1. Neka je E Banahov prostor i neka je M Hauzdorfov topoloxki
prostor. Ako za svako p ∈M postoji otvorena okolina U 3 p takva da je

U ≈ Ũ

gde je Ũ otvoren podskup od E ka�emo da je M topoloxka Banahova mnogostrukost
modelovana na E.

Ukoliko mnogostrukost M mo�emo pokriti familijom saglasnih karata onda na M
imamo i glatku strukturu.

Definicija 3.5.2. Neka je E Banahov prostor, M Hausdorfov topoloxki prostor,
i r takvo da je 1 ≤ r ≤ +∞. Ako je familija A = {(Ui, ϕi)}i takva da zadovo	ava

• {Ui} - Otvoren pokrivaq od M

• (∀i) ϕi : Ui → ϕ(Ui) homeomorfizam na otvoren podskup Banahovog prostora E

• (∀i, j) ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj)→ ϕi(Ui ∩ Uj) je preslikava�e klase Cr.
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familiju A nazivamo Cr atlasom na M a ka�emo da je (M,A) Cr Banahova mno-
gostrukost modelovana na E.

Napomena 3.5.3. Pod Cr strukturom na M najqex�e podrazumevamo maksimalan Cr

atlas (u smislu inkluzije) A′ takav da je A′ ⊇ A.

Napomena 3.5.4. Ukoliko je E Hilbertov prostor ka�emo da je M Hilbertova mno-
gostrukost. Na separabilnoj Hilbertovoj mnogostrukosti uvek mo�emo definisati
Rimanovu metriku.

Neka je (M, 〈·, ·〉) povezana Rimanova mnogostrukost bez granice modelovana na separa-
bilnom Hilbertovom prostoru. Neka je p ∈ M i Xp ∈ TpM . Tada imamo definisanu
normu ‖Xp‖ =

√
〈Xp, Xp〉. Ako su p, q ∈M definiximo

ρ(p, q) = inf
σ

1∫
0

‖σ′(t)‖dt

gde se infimum uzima po svim C1 putevima σ koji povezuju p i q. Ispostav	a se da
je ovo metrika na mnogostrukosti M koja je konzistentna sa topologijom na M . Uko-
liko je (M,ρ) kompletan metriqki prostor ka�emo da je (M, 〈·, ·〉) kompletna Rimanova
mnogostrukost.

Neka je f : M → R funkcija na Rimanovoj mnogostrukosti. Poxto naM imamo defin-
isan gradijent, to nam omogu�ava da �usternik Xnire	manovu teoriju uopxtimo na
Hilbertove prostore. Ipak kako Hilbertove mnogostrukosti nisu lokalno kompaktne
potrebno je da par (M, f) zadovo	ava odgovaraju�i uslov kompaktnosti koji nazivamo
Pales-Smejlov uslov (skra�eno P-S).

Definicija 3.5.5. (Uslov P-S) Neka je M Rimanova mnogostrukost bez granice
modelovana na Hilbertovom prostoru i neka je f : M → R funkcija na �oj. Ka�emo
da par (M, f) zadovo	ava uslov P-S ako:

(a) M je kompletna Rimanova mnogostrukost.

(b) Ako je {pn} ⊆ M niz taqaka takav da je f(pn) ograniqen i ∇f(pn) konvergira ka
nuli, onda {pn} sadr�i konvergentan podniz.

Sada �emo navesti nekoliko tvr�e�a iz teorije diferencijalnih jednaqina (pogledati
[3]).

Lema 3.5.6. Neka je X C1 vektorsko po	e na M . Za svako p ∈ M postoji rexe�e γp
diferencijalne jednaqine

d

dt
γ(t) = X(γ(t)), γ(0) = p

takvo da je svako drugo rexe�e koje poqi�e u p restrikcija od γp.
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Ovo rexe�e se naziva maksimalno rexe�e diferencijalne jednaqine

d

dt
γp(t) = X(γp(t))

sa poqetnim uslovom γ(0) = p. Definiximo l−(p) < 0 i l+(p) > 0 tako da je (l−(p), l+(p))
domen od γp.

Lema 3.5.7. Ako je l−(p) < s < l+(p) i q = γp(s), tada je γq(t) = γp(t + s) i l−(q) =
l−(p)− s (l+(q) = l+(p)− s).

Lema 3.5.8. Funkcija l− (l+) je poluneprekidna odozdo (odozgo). Ako je l−(p) > −∞
(l+(p) < +∞) onda ne postoji limes od γp(t) kada t te�i −∞ (+∞).

Lema 3.5.9. Neka je M Ck+1 mnogostrukost i neka je X Ck vektorsko po	e. Tada je
preslikava�e (p, t) 7→ γp(t) klase C

k.

Ovo nam daje mogu�nost da definixemo tok ϕt(p) = γp(t). Iz leme 3.5.7. je jasno da
va�i ϕs+t(p) = ϕs(ϕt(p)) kada su obe strane jednaqine definisane.

Nada	e �emo pretpostaviti da par (M, f) zadovo	ava uslov P-S.

Lema 3.5.10. Neka je α ∈ C∞[0,∞) definisana za sve t ≥ 0 tako da α(t) = 1 za
0 ≤ t ≤ 1, tako da je t2α(t) monotono raste za t ≥ 0 i t2α(t) = 2 za t ≥ 2. Neka je
V (p) = −α(‖∇f(p)‖)∇f(p). Neka je ϕ tok koji odgovara vektorskom po	u V . Tada je
taj tok globalno definisan.

Dokaz: Iz definicije funkcije α jasno je da je vektorsko po	e V uniformno ograniqeno.
Oznaqimo to ograniqe�e sa K. Kako je d

dt
ϕt(p) = V (ϕt(p)) iz definicije metrike ρ

imamo da je
ρ(ϕt(p), ϕs(p)) ≤ K|s− t|, l−(p) < s, t < l+(p).

Ako je l+(p) < +∞ kako je funkcija ϕ·(p) : (R, | · |) → (M,ρ) Lipxicova sledi da
se mo�e neprekidno produ�iti u l+(p) xto je kontradikcija zbog leme 3.5.8. pa je
l+(p) = +∞. Iz istog argumenta sledi da je l+(p) = −∞.

Lema 3.5.11. Neka je ϕ kao u prethodnoj lemi i neka je c ∈ R. Oznaqimo sa

Kc = {p ∈M |f(p) = c,∇f(p) = 0}

skup kritiqnih taqaka od f koje odgovaraju kritiqnoj vrednosti c. Tada je

(1) Kc kompaktan

(2) Nδ = {p ∈M ||f(p)− c| < δ, |∇f(ϕt(p))| < δ, 0 ≤ t ≤ 1}
Za svaku okolinu U od Kc postoji okolina Nδ od Kc sadr�ana u �oj.
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Dokaz: Iz uslova P-S je jasno da je Kc kompaktan pa trebamo dokazati samo (2). Pret-
postavimo da postoji okolina U takva da ne va�i (2). Tada postoji niz pn ∈M\{U} i
niz brojeva 0 ≤ tn ≤ 1 takav da je f(pn)→ c i ∇f(ϕtn(pn))→ 0 kada n→∞. Prelaze�i
na podniz mo�emo pretpostaviti bez gub	e�a na opxtosti da tn → t∗, n→∞. Tako�e
imamo da je

d

dt
f(ϕt(p)) = −α(‖∇f(ϕt(p))‖)‖∇f(ϕt(p))‖2.

Odavde je jasno da je ‖ d
dt
f(ϕt(p))‖ uniformno ograniqena za sve p ∈M i sve t ∈ R. Zbog

toga postoji konstanta K > 0 takva da je

|f(ϕt(p))− f(p)| ≤ K|t|.

Poxto f(pn) → c sledi da je f(ϕtn(pn)) uniformno ograniqen. Iz uslova P-S sledi
da f(ϕtn(pn)) ima konvergentan podniz. Zadr�avaju�i istu notaciju neka ϕtn(pn)→ q.
Kako ∇f(ϕtn(pn))→ 0 jasno je da je q kritiqna taqka od f . Odatle imamo

pn = ϕ−tn(ϕtn(pn))→ ϕ−t∗(q) = q.

Kako je q ∈ Kc limes niza {pn} a va�i da pn /∈ U dobijamo kontradikciju.

Teorema 3.5.12. (Deformaciona teorema) Neka par (M, f) zadovo	ava uslov P-S i
neka je ϕ iz prethodne leme. Tada za svaku okolinu U od Kc postoji ε > 0 tako da je
ϕ1(Mc+ε\{U}) ⊂Mc−ε. Posebno ako je c regularna vrednost tada je ϕ1(Mc+ε) ⊂Mc−ε.

Dokaz: Neka je δ > 0 takvo da je Nδ sadr�ano u U i neka je ε = δ2

2
. Uzmimo p ∈ Mε

proizvo	no tako da p /∈ U . Tada je p /∈ Nδ pa ako je |f(p) − c| ≥ δ trivijalno va�i da
je ϕ1(p) ≤ c− ε. U suprotnom ‖∇f(ϕt(p))‖ ≥ δ za 0 ≤ t ≤ 1. Kako je

f(ϕ1(p))− f(p) = −
1∫

0

α(‖∇f(ϕt(p))‖)‖∇f(ϕt(p))‖2dt

i t2α(t) monotono rastu�a mo�emo zak	uqiti da je

f(ϕ1(p))− f(p) ≤ −δ2

pa odatle sledi da je f(ϕ1(p)) ≤ c+ δ2

2
− δ2 ≤ c− δ2

2
= c− ε.

Ako je c regularna vrednost tvr�e�e va�i zbog uslova P-S.

U ode	ku 3.3. smo videli da je

cm(f) = inf{a ∈ R|catM(Ma) ≥ m− 1}

kritiqna vrednost za svakom ∈ N. Da bismo ovo iskoristili da doka�emo�usternik-
Xnire	manovu teoremu treba�e nam slede�a dva tvr�e�a (za dokaz pogledati [11] i
[21]).

Lema 3.5.13. Neka je X topoloxki prostor. Tada

76



1. A ⊇ B =⇒ catX(A) ≥ catX(B)

2. catX(A1 ∪ A2) ≤ catX(A1) + catX(A2) + 1

3. catX(A) ≤ dim(A)

4. Ako je preslikava�e τ : A → N homotopno inkluziji i : A → N , onda je
catX(τ(A)) ≥ catX(A).

Lema 3.5.14. Neka je A kompaktan podskup od M i neka je catX(A) ≤ k. Tada postoji
okolina U od A takva da je catX(U) ≤ k.

Teorema 3.5.15. Neka (M, f) zadovo	ava P-S uslov i neka je m ≤ n pri qemu je
−∞ < c = cm(f) = cn(f) < +∞. Tada je cat(Kc) ≥ n −m. Posebno ako je m = n skup
Kc je neprazan.

Dokaz: Neka je c = cm = · · · = cn. Iz prethodne leme postoji otvorena okolina U takva
da je catM(U) = catM(U) = catM(Kc). Iz teoreme 3.5.12. i leme 3.5.13. imamo da za
dovo	no malo ε > 0 imamo

catM(Mc−ε) ≥ catM(ϕ1(Mc+ε\U)) ≥ catM(Mc+ε\U).

Kombinuju�i ovo i lemu 3.5.13. sledi da je

catM(Mc+ε) = catM((Mc+ε\U) ∪ U) ≤ catM((Mc+ε) + catM(U) + 1

≤ catM(ϕ1(Mc+ε\U)) + catM(Kc) + 1 ≤ catM(Mc−ε) + catM(Kc) + 1.

Odnosno imamo da je

catM(Kc) ≥ catM(Mc+ε)− catM(Mc−ε)− 1.

Kako je c = cn(f) jasno je iz definicije da je catM(Mc+ε) ≥ n − 1. Sa druge strane
c = cm implicira da je catM(Mc−ε) ≤ m− 2. Kombinuju�i sve ovo imamo da je

catM(Kc) ≥ catM(Mc+ε)− catM(Mc−ε)− 1

≥ (n− 1)− (m− 2)− 1 = n−m.
Ako je m = n u ode	ku 3.3. smo ve� pokazali da je cm(f) = cn(f) = c kritiqna vrednost
pa Kc mora biti neprazan.

Posledica 3.5.16. Neka su zadovo	eni uslovi prethodne teoreme. Tada je dim(Kc) ≥
n−m.

Lema 3.5.17. Neka (M, f) zadovo	ava uslov P-S, i neka je neka od konstanti cm(f) =
+∞. Tada f uzima proizvo	no velike vrednosti na skupu kritiqnih taqaka, pa ih
poslediqno ima beskonaqno mnogo.
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Neka postoji konstanta L < +∞ takva da nema kri-
tiqnih vrednosti koje su ve�e ili jednake od L. Odatle sledi iz teoreme o implicitnoj
funkciji da je skup

N = {p|f(p) = L}

regularno ulo�ena mnogostrukost od M . Neka je W (p) C1 tangentno vektorsko po	e
definisano na M\K formulom

W (p) =
∇f(p)

‖∇f(p)‖2
.

Ono nam daje tok φt. Jasno je da je

d

dt
f(φ(p)) = 1

pa dobijamo da je
f(φt(p)) = f(p) + t.

Neka je p taqka takva da je l+(p) < +∞. Poxto je M kompletan iz leme 3.5.8. sledi da
φt(p)→ l+(p) ili da je

l+(p)∫
0

‖w(φt(p))‖dt =

l+(p)∫
0

‖∇f(φt(p))‖−1dt = +∞.

U oba sluqaja sledi da postoji niz tn → l+∞(p) tako da je ∇f(φt(p)) → 0. Kako je niz
{f(φtn(p))} ograniqen sledi iz P-S uslova da niz {φt(p)} ima konvergentan podniz koji
konvergira ka nekoj kritiqnoj taqki q. Ako je p ∈ N to ne mo�e da se desi pa mo�emo
zak	uqiti da je l+(p) = +∞.

Iz sliqnog argumenta ako je l−1(p) > −∞ postoji niz tn → l−(p) takav da φt(p) konver-
gira ka kritiqnoj taqki. Zbog toga za svako p ∈ M takvo da je f(p) ≥ L postoji neko
t > l−1(p) takvo da je f(φt(p)) = L. Neka je

X : [0,+∞]×N → {p ∈M |f(p ≥ L)}, X(t, p) = φt(p).

X je neprekidno a jasno je i da je surjektivno iz prethodne argumentacije. Tako�e

q 7→ [f(q)− L, φL−f(q)(q)]

je neprekidno inverzno preslikava�e od X pa mo�emo zak	uqiti da je X homeomor-
fizam.

Zbog egzistencije X mo�emo zak	uqiti da postoji homotopija ϕt takva da je ϕ0 iden-
titeta a ϕt(M) = {f(p) ≤ L + 1}. Zbog ovoga iz leme 3.5.13. mo�emo zak	uqiti da je
catM(ML+1) ≥ cat(M). Ovo onda implicira iz definicije cm(f) da je cm(f) ≤ L + 1
za m ≤ cat(M) + 1.
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Odavde jednostavno indukcijom mo�emo zak	uqiti da va�i slede�a teorema.

Teorema 3.5.18. Neka (M, f) zadovo	ava uslov P-S i neka je funkcija f ograniqena
odozdo. Tada va�i

cat(M) + 1 ≤ crit(f).

3.6 Pore�e�e Morsove i �usternik-Xnire	manove teorije

i neka nerexena pita�a

Topologija mnogostrukosti u mnogo ve�oj meri uslov	ava osobine Morsovih funkcija
nego funkcija koje imaju degenerisane kritiqne taqke. Ilustrujmo to na slede�i
naqin.

Neka je funkcija f : M → R takva da je #crit(f) = crit(M). Iz leme 3.4.1. jasno je da
ovu funkciju mo�emo modifikovati u okolini proizvo	ne regularne taqke tako da
dodamo taqno jednu kritiqnu taqku. Odatle je jasno da va�i slede�i stav.

Stav 3.6.1. Neka je M zatvorena mnogostrukost i neka je k ≥ crit(M) proizvo	no.
Tada postoji funkcija g : M → R takva da #crit(g) = k.

Sa druge strane videli smo da ako je M neparne dimenzije mora biti da je χ(M) = 0.
Iz formule za Ojlerovu karakteristiku (Jake Morsove nejednakosti) onda sledi da
proizvo	na Morsova funkcija na M mora imati paran broj taqaka. Dakle ve� i sama
dimenzija mnogostrukosti ima implikacije na osobine Morsovih funkcija.

Tako�e slabe Morsove nejednakosti daju do�e ograniqe�e za broj kritiqnih taqaka
proizvo	nog indeksa Morsove funkcije xto nije sluqaj za funkcije sa degenerisanim
kritiqnim taqkama.

Dualno Morsove funkcije odre�uju homotopski tip mnogostrukosti xto ih qini pogod-
nim za probleme klasifikacije, dok funkcije sa degenerisanim kritiqnim taqkama
jako malo govore o topologiji. Ilustrujmo to jednim primerom.

Neka je M orijentabilna zatvorena povrx bez granice. Jasno da ako postavimo povrx
M uspravno (ako je ulo�imo na odgovaraju� naqin) funkcija visine h : M → R �e
biti Morsova funkcija. Dodatno ako je M = Mg imamo da je #crit(h) = 2g+ 2 pa kako
znamo da je

β(M ;Z) ≤ c̃rit(M) ≤ #crit(h)

zak	uqujemo da va�i da je c̃rit(M) = 2g + 2, pa je g = c̃rit(M)−2
2

. Odnosno c̃rit(M)
u potpunosti odre�uje na kojoj se orijentabilnoj povrxi nalazimo kao xto i suma
Betijevih brojeva β(M ;Z) to qini.

Sa druge strane cat(Mg) = 2 i crit(Mg) = 3 za g ≥ 1 a cat(M0) = 1 i crit(M0) = 2 pa
cat(M) i crit(M) samo mogu re�i da li se nalazimo na sferi ili ne.
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Razlog zaxto nam ovde Morsova teorija daje mnogo vixe informacija le�i u qi�enici
da su cat(M) i crit(M) ograniqeni dimenzijom mnogostrukosti dok c̃rit(M) i β(M ;Z)
nisu.

Upravo Morsova teorija se mo�e koristiti za dokaziva�e poznate klasifikacije
zatvorenih povrxi bez granice.

Ipak u nekim situacijama za ma�e vrednosti kategorije mo�e se pokazati da odnos
cat(M) i crit(M) dosta govori o mnogostrukosti. Na primer u kategoriji homotopskih
sfera S jednakost

crit(S) = cat(S) + 1

ekvivalentna je Poenkareovoj hipotezi (pogledati [11]).

Ovo govori u prilog netrivijalnosti odnosa cat(M) i crit(M). Naime, jox uvek nije
utvr�eno da li je crit(M) invarijanta homeomorfizma, homotopska invarijanta ili
samo invarijanta difeomorfizma.

Osim toga, jako je texko odvojiti crit(M) od cat(M). Poznati su primeri pros-
tora za koje va�i crit(M) = cat(M) + 2. Ovo se dobija konstrukcijom ballcat(M)
kategorije gde mnogostrukost pokrivamo zatvorenim diskovima. Jasno je da imamo
cat(M) ≤ ballcat(M) a ispostav	a se da va�i i

ballcat(M) + 1 ≤ crit(M).

U pomenutim primerima imamo da je cat(M) = ballcat(M)−1 i ballcat(M)+1 = crit(M)
odakle jasno sledi zak	uqak. Ipak imamo slede�i otvoren problem.

Otvoren problem 3.6.2. Na�i zatvorenu mnogostrukost M takvu da je

crit(M) > cat(M) + 2.

Sa druge strane pita�e da li je c̃rit(M) homotopska invarijanta je tako�e netrivijalno,

premda c̃rit(M) i β(M) mo�emo vixe odvojiti. Na primer u sluqaju Poenkareove

homoloxke sfere c̃rit(M) = 6 dok je β(M) = 2.

Ipak Rebova teorema se mo�e modifikovati za dimenziju n ≤ 6 tako da ako je c̃rit(M) =

2 va�i da je M difeomorfno n-sferi. Odatle ako bi c̃rit(M) bila homotopska invar-
ijanta ili qak invarijanta homeomorfizma sledilo bi da na S4 imamo jedinstvenu
glatku strukturu, a pita�e egzistencije egzotiqne strukture na S4 jox uvek nije
rexeno.

Iz primera Poenkareove homoloxke sfereM sledi da je cat(M)+1 = 4 > 2 = β(M) pa
se ne mo�e re�i da Morsova teorija u opxtem sluqaju daje bo	u ocenu od �usternik
Xnire	manove teorije.

Ipak, ukoliko je M prosto povezana imamo homoloxku ocenu

cat(M) ≤ H(M),
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pa ako M nema torziju u homoloxkim grupama mo�emo zak	uqiti da va�i

cat(M) + 1 ≤ β(M ;Z).
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4 Primene �usternik-Xnire	manove teorije

U ovom ode	ku izlo�i�emo neke primene �-X teorije u Rimanovoj i simplektiqkoj
geometriji.

4.1 Rimanova geometrija

Motivacija za nastanak �uxternik Xnire	manove teorije se upravo nalazi u Ri-
manovoj geometriji. �enim korix�e�em se mo�e pokazati da svaka sfera S2 ima
barem 3 zatvorene geodezijske krive. Mi �emo u ovom ode	ku dokazati dva poznata
rezultata za prosto povezane kompaktne mnogostrukosti.

Lema 4.1.1. Neka je N prosto povezana kompaktna n−dimenziona mnogostrukost.
Tada:

(1) Sve kohomoloxke grupe sa realnim koeficijentima Hk(ΩN ;R) su konaqnodimen-
zione

(2) Ako je dim(N) = n tada ne postoji n uzastopnih pozitivnih celih brojeva takvih
da je Hk(ΩN ;R) = 0.

(3) Kohomoloxka algebraH∗(ΩN ;R) =
⊕
k≥0

Hk(ΩN ;R) je Kronekerov proizvod spo	ax�e

algebre generisane sa odre�enim kociklima neparne dimenzije i polinomijalne al-
gebre generisane odre�enim kociklima parne dimenzije.

Dokaz: Pogledti [22].

Posledica 4.1.2. Neka jeN prosto povezana kompaktna n−dimenziona mnogostrukost.
Tada je

cupR(ΩN) =∞.

Dokaz: Pretpostavimo da ovo ne va�i. Tada iz tvr�e�a (3) prethodne leme imamo da
je H∗(ΩN ;R) konaqne dimenzije xto je kontradikcija zbog tvr�e�a (2).

Lema 4.1.3. Neka je N prosto povezana kompaktna C∞ Rimanova mnogostrukost i
neka su p, q ∈ N (p 6= q). Oznaqimo sa Ω(p, q) = Ω(N ; p, q) prostor svih apsolutno
neprekidnih funkcija σ : [0, 1]→ N koje poqi�u u p a zavrxavaju se u q pri qemu je

J(σ) =
1

2

1∫
0

‖σ′(t)‖2dt <∞.

Tada va�i:
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(1) Mnogostrukost N mo�e biti ulo�ena izometriqno u Rm dovo	no velike dimenz-
ije. Ako posmatramo N kao podskup od Rm tada je Ω(N ; p, q) zatvorena regularna
C∞ podmnogostrukost Hilbertovog prostora Ω(Rm; p, q) i zbog toga je kompletna
povezana C∞ Rimanova mnogostrukost modelovana na Hilbertovom prostoru.

(2) Par (Ω(p, q), J) zadovo	ava uslov P-S.

(3) Kritiqne taqke σ funkcionala J su geodezijske odN koje povezuju p i q, parametri-
zovane proporcionalno du�ini. Za takve geodezijske J(σ) je polovina du�ine od
σ.

(4) Mnogostrukost Ω(p, q) ima isti homotopski tip kao prostor pet	i ΩN .

Dokaz: Pogledati [23].

Teorema 4.1.4. Neka je N prosto povezana Rimanova mnogostrukost i neka su p i q
dve razliqite taqke od N . Tada su p i q povezane geodezijskim krivama sa beskonaqno
mnogo razliqitih du�ina.

Dokaz: Iz prethodne leme imamo da su Ω(p, q) i ΩN istog homotopskog tipa pa odatle
i iz posledice 4.1.2. imamo da je cupR(Ω(p, q)) = ∞ pa samim tim i cat(Ω(p, q)) = ∞.
Iz prethodne leme tako�e imamo da par (Ω(p, q), J) zadovo	ava uslov P-S pri qemu je
funkcional J takav da su �egove kritiqne taqke su geodezijske krive koje spajaju p i
q.

Pretpostavimo sada da tvr�e�e ne va�i. Iz leme 3.5.17. mo�emo zak	uqiti da je
cm(J) < +∞ za svako m. Kako je skup svih geodezijskih koje poqi�u u p homeomorfan
sa prostorom svih tangentnih vektora na N u p, mo�emo zak	uqiti da je ovaj skup
najvixe n-dimenzion. Iz posledice 3.5.16. onda dobijamo da je beskonaqno mnogo
konstanti cm(J) razliqito pa iz teoreme 3.5.15. dobijamo kontradikciju.

Poznat je rezultat da ukoliko zatvorena Rimanova mnogostrukostM nije prosto povezana
svaka netrivijalna klasa fundamentalne grupe ima za predstavnika zatvorenu geodez-
ijsku krivu. Komplikovaniji sluqaj je da se poka�e da na prosto povezanoj zatvorenoj
Rimanovoj mnogostrukosti imamo zatvorenu geodezijsku krivu (za deta	nije izlaga�e
pogledati [11]).

Neka je
Pn(M) = {(x1, . . . , xn)|d(x1, x2)2 + · · ·+ d(xn, x1)2 ≤ ε}

gde je d(x, y) rastoja�e od x do y na M pri qemu je 0 ≤ ε ≤ ε(M). Ovde je ε(M) broj
dode	en M tako da za svako x i y u M takvo da je d(x, y) ≤ ε(M), postoji minimalna
geodezijska koja povezuje x i y. Jasno je da je Pn(M) kompaktna i da svaka taqka od
Pn(M) predstav	a zatvoren geodezijski n-tagon sa �oxkovima u xi. Zbog ovoga mo�emo
posmatrati inkluziju

j : Pn(M) ↪→ LM,
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gde je LM prostor slobodnih pet	i. Pritom n-tagone parametrizujemo du�inom luka.
Botova teorema nam daje da za fiksirano r i sve k ≤ r postoji nr tako da za sve n ≥ nr

j∗ : πk(Pn(M))
∼=−→ πk(LM).

Ovo zapravo znaqi da iz ugla homotopske teorije Pn(M) sve bo	e i bo	e aproksimira
LM kada n→∞.
Definiximo sada funkcional

E : Pn(M)→ R, E(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

d(xi, xi+1)2

gde je xn+1 = x1. Ovo diskretizuje uobiqajan funkcional energije na prostoru slobod-
nih pet	i. Mo�e da se poka�e da kritiqna taqka ovog funkcionala indukuje poligon
bez �oxkova gde su sve strane jednake, odnosno daje zatvorenu geodezijsku. Prime-
timo da seqe�a s : M → Pn(M) ⊆ LM ula�u M kao ,,trivijalne" kritiqne taqke za
koje se dosti�e minimalna vrednost funkcionala E (E = 0). Naravno nama trebaju
netrivijalne kritiqne taqke pa u kontekstu toga imamo slede�u teoremu.

Teorema 4.1.5. Na svakoj kompaktnoj prosto povezanoj Rimanovoj mnogostrukosti
postoji netrivijalna zatvorena geodezijska.

Dokaz: pogledati [11].

4.2 Simplektiqka topologija

U ovom ode	ku �emo navesti va�na tvr�e�a i definicije. Pogledati deta	e u [2] i
[11].

Definicija 5.2.1. Par (M,ω) je simplektiqka mnogostrukost ako je ω ∈ Ω2(M)
zatvorena nedegenerisana forma.

Stav 5.2.2. Ako M dopuxta simplektiqku stukruturu tada je dim(M) = 2n ili
dim(M) =∞.

Stav 5.2.3. (Darbuova teorema) Neka je (M2n, ω) simplektiqka mnogostrukost. Tada
u okolini proizvo	ne taqke postoje lokalne koordinate (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) takve da
je

ω =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

Motivacija za simplektiqku geometriju dolazi iz Hamiltonove mehanike, odnosno
drugim reqima simplektiqka geometrija je prirodan ambijent za Hamiltonovu mehaniku.

Neka je data funkcija H : M → R (Hamiltonijan) i neka je XH jedinstveno vektorsko
po	e na M odre�eno relacijom

iXHω = dH.
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U Darbuovim koordinatama prethodna relacija nam daje Hamiltonove jednaqine

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

.

Drugaqije ove jednaqine mo�emo zapisati u obliku

ẋ(t) = J∇H(x(t))

gde je

J =

[
0 id
−id 0

]
a

∇H =

(
∂H

∂qi
,
∂H

∂pi

)
.

Matrica J ima osobinu da je J2 = −id, pa lokalno daje kompleksnu strukturu na
tangentnim prostorima.

Stav 5.2.4. Svaka simplektiqka mnogostrukost (M,ω) ima skoro kompleksnu struk-
turu J koja je kompatibilna sa �om. Odnosno va�i J2 = −id pri qemu je ω(·, J ·)
Rimanova metrika.

Na sliqan naqin ako imamo vremenski zavisan Hamiltonijan

H : M × R→ R

imamo familiju vektorskih po	a Xt takvu da je

iXtω = dHt.

Ova familija vektorskih po	a definixe tok ϕ.

Definicija 5.2.5. Difeomorfizam φ : M →M se naziva Hamiltonovim difeomor-
fizmom ako postoji vremenski zavisan Hamiltonijan Ht takav da generixe tok ϕ i
va�i φ = ϕ1.

Iz Kartanove formule jednostavno sledi slede�e tvr�e�e.

Stav 5.2.6. Svaki Hamiltonov difeomorfizam je simplektomorfizam (quva sim-
plektiqku formu).

Hamiltonovi difeomorfizmi su prirodna generalizacija onoga xto je Arnold nazi-
vao difeomorfizmima torusa koji quvaju centar gravitacije (pogledati [24]). Ovi
torusni difeomorfizmi imaju barem 3 razliqite fiksne taqke jer dolaze iz takoz-
vanih ,,generixu�ih funkcija" koje za koje znamo da prema�uxternikXnire	manovoj
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teoremi moraju imati barem 3 kritiqne taqke. U opxtem sluqaju Hamiltonovi difeo-
morfizmi ne moraju imati generixu�e funkcije, ali je Arnold svejedno pretpostavio
slede�e.

Hipoteza 5.2.7. (Arnoldova Hipoteza) Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mno-
gostrukost. Ako je φ : M → M Hamiltonov difeomorfizam i Fix(φ) broj fiksnih
taqaka od φ onda je

Fix(φ) ≥ Crit(M).

Napomena 5.2.8. Ve� nam je poznato da va�i

crit(M) ≥ 1 + cat(M) ≥ 1 + cup(M).

Nakon nekog vremena usvojena je 1 + cup(M) za ograniqe�e u hipotezi, i to je verzija
Hipoteze koju je dokazao Flor i �egovi naslednici. Mi �emo se ovde dr�ati origi-
nalne hipoteze.

Napomena 5.2.9. Treba jox re�i da postoji nedegenerisana verzija Arnoldove hipoteze.
Ka�emo da je p ∈ Fix(φ) nedegenerisana kritiqna taqka ako Dφ(p) nema 1 za sopstvenu
vrednost. Ako je φ nedegenerisan Hamiltonov difeomorfizam tada se sve mo�e staviti
u okvire Morsove teorije odnosno ocena iz Arnoldove hipoteze je

Fix(φ) ≥
2n∑
i=0

βi(M).

Stav 5.2.9. Neka je φ Hamiltonov difeomorfizam na M . Tada φ dolazi iz 1-
periodiqnog Hamiltonijana.

Znaqaj prethodnog tvr�e�a je slede�i. Zbog ugra�ene periodiqnosti Hamiltonijana
fiksne taqke od φ odgovaraju 1-periodiqnim rexe�ima (orbitama) jednaqine

ż = Xt(z)

i sada problem nala�e�a fiksnih taqaka postaje dinamiqki problem nala�e�a odre-
�enih zatvorenih orbita u toku. Dodatno ako je Hamiltonijan H C1 mali tada su i
1-periodiqne orbite male odnosno kontraktibilne. Upravo ove orbite se mogu detek-
tovati putem topoloxkih invarijanti.

Na simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) imamo skoro kompleksnu strukturu J koja je
saglasna sa ω odnosno daje nam metriku ω(·, J ·).

Neka je H 1-periodiqan Hamiltonijan na (M,ω) sa odgovaraju�om Hamiltonovom jed-
naqinom

u̇(t) = Xt(u(t)).

1-periodiqna rexe�a ovog sistema su u bijektivnoj korespodenciji sa fiksnim taqkama
odgovaraju�eg Hamiltonovog difeomorfizma. Pored toga neka je

contract(M) ⊂ C∞(S1,M)
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prostor glatkih, kontraktibilnih, slobodnih pet	i. Na ovom prostoru mo�emo defin-
isati funkcional dejstva AH na slede�i naqin

AH(u) = −
∫
D2

ũ∗ω −
∫
S1

Ht(u(t))dt

gde je ũ : D2 → M produ�e�e na D2 pet	e u : S1 → M koje postoji zbog kontraktibil-
nosti u. Ovaj funkcional nije dobro definisan u opxtem sluqaju. Ipak za sluqaj
asferiqnih simplektiqkih mnogostrukosti (pogledati 2.4.) zbog uslova∫

S2

g∗ω = 0

vrednost funkcionala ne zavisi od izbora produ�e�a.

Teorema 5.2.10. Kritiqne taqke funkcionala dejstva AH su rexe�a Hamiltonovog
sistema.

Kako imamo definisanu metriku ω(·, J ·) integralnim usred�ava�em mo�emo dobiti
metriku na prostoru pet	i. Odatle kako nas zanimaju kritiqne taqke funkcionala de-
jstva mo�emo posmatrati trajektorije koje ih spajaju. Trajektorija u prostoru pet	i
definisana je obiqnom diferencijalnom jednaqinom pa nam to daje parcijalnu difer-
encijalnu jednaqinu na mnogostrukosti qime dobijamo slede�i prostor.

Definicija 5.2.11. Prostor ograniqenih orbita X∞ je definisan na slede�i naqin

X∞ =

{
u ∈ C∞(R× S1,M),

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+∇H(t, u) = 0, u(s) ∈ contract(M)

}
pri qemu je (AH(u(s)))s∈R ograniqen u R.

Sada mo�emo definisati evaluaciju

τ : X∞ → R, τ(u) = u(0, 0).

Definicija 5.2.12. Tok ψ na X je pseudogradijentan tok ako postoji funkcija
G : X → R klase C1 koja strogo opada du� nekonstantnih orbita. Taqnije za t > s
va�i

G(ψt(x)) < G(ψs(x))

ili
ψt(x) = x.

Ovakvu funkciju G nazivamo �apunov	eva funkcija. Taqka x ∈ X je taqka odmora od
ψ (x ∈ Rest(ψ)) akko je orbita koja prolazi kroz x konstantna, odnosno akko x ∈ crit(G).
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Mo�emo definisati tok ψ na X∞ na slede�i naqin

ψr(u)(s, t) = u(r + s, t).

Ovaj tok je pseudogradijentan u odnosu na funkciju

G(u) = AH(u(0)).

Teorema 5.2.13. Neka je (M,ω) simplektiqka asferiqna mnogostrukost i neka je
H : M × R→ R 1-periodiqan Hamiltonijan. Tada va�i

(1) X∞ je kompaktan metriqki prostor sa odgovaraju�om topologijom

(2) Pseudogradijentan tok ψ na X∞ je takav da je Rest(ψ) ma�i ili jednak od broja
kontraktibilnih 1-periodiqnih orbita toka φ pridru�enog H

(3) Evaluacija τ : X∞ → M indukuje injekciju u kohomologiji sa proizvo	nim ko-
eficijentima.

Odavde imamo slede�i zak	uqak

Stav 5.2.14. Fix(φ) je ve�i ili jednak od broja kontraktibilnih 1-periodiqnih or-
bita, a broj kontraktibilnih 1-periodiqnih orbita je ve�i ili jednak od Rest(ψ).

Kombinuju�i ovo sa narednim tvr�e�em mo�emo zak	uqiti da va�i Arnoldova hipoteza
za asferiqne simplektiqke mnogostrukosti.

Stav 5.2.15. Rest(ψ) ≥ cat(M) + 1.

Teorema 5.2.16. Neka je (M,ω) zatvorena asferiqna simplektiqka mnogostrukost.
Ako je φ : M → M Hamiltonov difeomorfizam i Fix(φ) broj fiksnih taqaka od φ
onda je

Fix(φ) ≥ Crit(M).

Dokaz: Kako ve� znamo da je Fix(φ) ≥ cat(M) + 1 a pokazali smo da je cat(M) + 1 =
2n+ 1 = crit(M) mo�emo zak	uqiti da va�i tvr�e�e.

Simplektiqko dejstvo grupe

Definicija 5.2.17. Dejstvo grupe G×X → X je efektivno ako ne postoje trivijalna
dejstva odnosno ako ne postoji element grupeG (osim jediniqnog elementa) koji ostav	a
sve taqke fiksiranim.

Neka S1 deluje glatko na simplektiqkoj mnogostrukosti (M2n, ω). Onda je generator
ovog dejstva vektorsko po	e X na M koje se naziva fundamentalno vektorsko po	e
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du� orbita ovog dejstva. Ako je svako g ∈ S1 takvo da je g∗(ω) = ω onda se ka�e da je
ovo dejstvo simplektiqko i forma iXω je zatvorena. Ako je ova forma i taqna onda se
ovo dejstvo naziva Hamiltonovim dejstvom.

Teorema 5.2.18. Neka je G kompaktna povezana Lijeva grupa koja deluje neprekidno
na topoloxku mnogostrukost M tako da je inkluzija svake orbite O ↪→M homotopski
trivijalna. Tada je

cat(M) ≤ dim(M/G).

Stav 5.2.19. Ako je (M2n, ω) simplektiqka mnogostrukost takva da je cat(M) =
dim(M) tada ni jedno efektivno simplektiqko dejstvo kru�nice (bilo slobodno ili
ne) nema kontraktibilne orbite.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Iz prethodne teoreme dobijamo da je

cat(M) ≤ dim(M/S1) < dim(M) = cat(M)

xto je kontradikcija.

Kako znamo da va�i cat(M) = dim(M) u sluqaju asferiqnih simplektiqkih mno-
gostrukosti jasno je da se prethodni stav mo�e primeniti na �ih.
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A. Fibracije i Kofibracije

Definicija A.1. Neprekidno preslikava�e p : E → B je fibracija ako za proizvo-
	an prostor X, preslikava�e f : Z → E i homotopiju H : Z × I → B, takve da je
p ◦ f = H(·, 0), postoji preslikava�e H̃ : Z× I → E takvo da je f = H̃(·, 0) i p ◦ H̃ = H,
odnosno takvo da dijagram

Z × {0} E

Z × I B

f

i p

H

H̃

komutira. Za b ∈ B skup F := p−1(b) nazivamo sloj (fibra) fibracije p nad taqkom b.

Prostor B nazivamo baznim a E totalnim prostorom, a svojstvo opisano u prethodnoj
definiciji nazivamo svojstvo podiza�a homotopije.

Napomena A.2. Poznato je da svako fibra rasloje�e zadovo	ava svojstvo podiza�a
homotopije, ukoliko je bazni prostor parakompaktan. Ekstrapoliraju�i ovu va�nu
topoloxku karakteristiku dobijamo fibracije. Razlika izme�u ova dva koncepta
le�i u tome xto ako je B putno povezan prostor sve fibre od fibra rasloje�a su
homeomorfne. Kod fibracija ovo ne mora da va�i. Ipak ukoliko je B putno povezan
fibre moraju imati isti homotopski tip te ima smisla pisati

F ↪→ B → E

u homotopskoj kategoriji.

Homotopija Hz = H(z, ·) se mo�e shvatiti i kao neprekidno preslikava�e iz Z u
BI = C(I, B), gde na BI imamo kompaktno otvorenu topologiju. Ovo motivixe slede�u
ekvivalentnu definiciju fibracije.

Definicija A.3. Neprekidno preslikava�e p : E → B je fibracija ako za prozvo	an
komutativan dijagram punih strelica

Z

EI BI

E B

G

f

G′

pI

e0 e0

p

postoji taqkasta strelica tako da dijagram i da	e komutira. Sa e0 : Y I → Y je
oznaqena evaluacija u nuli, odnosno e0(ω) = ω(0), a pI je preslikava�e indukovano
preslikava�em p na slede�i naqin pI(ω) = p ◦ ω.
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Kofibracija je dualan objekat fibracije, a svojstvo dualno svojstvu podiza�a homo-
topije je svojstvo proxire�a homotopije.

Definicija A.4. Neprekidno preslikava�e i : A → X se naziva kofibracija ako
zadovo	ava svojstvo proxire�a homotopije odnosno ako za svaki prostor Y , pres-
likava�e f : X → Y i homotopiju H : A × I → Y takve da je H(a, 0) = f(a) za

sve a ∈ A, postoji H̃ : X × I → Y takvo da je H̃|A×I = H i H̃(x, 0) = f(x) za svako
x ∈ X.

Kofibraciju mo�emo razumeti i na slede�i naqin.

Definicija A.5. Neprekidno preslikava�e i : A→ X se naziva kofibracija ako za
prozvo	an komutativan dijagram punih strelica

Z

X × I X

A× I A

H̃

f

i0

i×id
H

i

i0

postoji taqkasta strelica tako da dijagram i da	e komutira. Pritom je i0 : Y → Y × I
inkluzija prostora Y na nulti nivo odnosno i0(y) = (y, 0).

Iz ove definicije i definicije A.3. je jasno da su kofibracija i fibracija dualni
objekti u smislu teorije kategorija jer su dijagrami identiqni sa razlikom da su
smerovi svih strelica suprotni.

Stav A.6. Svaka kofibracija je utapa�e.

Stav A.7. Utapa�e i : A ↪→ X je kofibracija akko par (X, i(A)) zadovo	ava svojstvo
proxire�a homotopije.

Definicija A.8. Neka je i : A ↪→ X kofibracija. Tada se F = X/i(A) naziva
kofibrom kofibracije i.

Ako je A deformacioni retrakt prostora X tada je inkluzija i : A ↪→ X kofibracija.

Stav A.9. Neka je j : A ↪→ X zatvorena kofibracija (j je zatvoreno preslikava�e) i
neka je X lokalno kompaktan. Tada je za svaki prostor Y preslikava�e

j∗ : C(X, Y )→ C(A, Y ), j∗(f) = f ◦ j
kofibracija.

Primeri A.10. Neka je X topoloxki prostor. Tada je:

1) za svako t ∈ [0, 1] evaluacija et : XI → X, et(ω) = ω(t) fibracija.
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2) preslikava�e e0,1 : XI → X ×X, e0,1(ω) = (ω(0), ω(1)) fibracija.

Dokaz:

1) it : ∗ → I, it(∗) = t je zatvorena kofibracija a I je lokalno kompaktan pa prime�uju�i
prethodni stav za Y = X dobijamo rezultat.

2) Inkluzija i : ∂I → I je tako�e zatvorena kofibracija pa kao i u prethodnom primeru
dobijamo tra�eni rezultat.

A.1. pullback fibracije i homotopski pullback

Definicija A.1.1. Neka su p : E → B fibracija i f : X → B proizvo	no pres-
likava�e. Dodatno neka je

E ×f X = {(e, x)|p(e) = f(x)}

fibra proizvod sa nasle�enom topologijom iz E×X. Tada imamo komutativan dijagram

E ×f X E

X B
f

a prirodna projekcija E ×f X → X se naziva pullback-om fibracije p inudkovanim
preslikava�em f

Stav A.1.2. pullback fibracije je fibracija.

Neka je x0 bazna taqka prostora X. Oznaqimo sa PX sve puteve koji poqi�u u x0, a sa
ΩX prostor pet	i u x0 (svi putevi koji poqi�u i zavrxavaju se u x0).

Primer A.1.3. Neka je X topoloxki prostor. Preslikava�e e1 : PX → X je fi-
bracija sa fibrom ΩX.

Dokaz: e1 : PX → X je pullback fibracije e0,1 xto se vidi iz slede�eg dijagrama

PX XI

X X ×X

e1 e0,1

f

Pri tome je f = (c(x0,x0), idX ).
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Primer A.1.4. Neka je f : A → X neprekidno preslikava�e i neka je Ef = {(a, γ) ∈
A × BI |γ(0) = f(a)}. Konverzija preslikava�a f u fibraciju je pf : Ef → B, pf (γ) =
γ(1).

Dokaz: pf : Ef → B je pullback fibracije e0,1 xto se vidi iz slede�eg dijagrama

Ef XI

X X ×X

pf e0,1

(f,idX)

.

Napomena A.1.5. Prostor A iz prethodne teoreme mo�emo videtiti kao potprostor
od Ef koji se sastoji od elemenata (a, γ) sa konstantnim putevima u f(a). Mo�e se
pokazati da je ovo deformacioni retrakt od Ef . Zbog toga se preslikava�e f : A→ B
faktorixe kao kompozicija

A ↪→ Ef → B

homotopske ekvivalencije i fibracije.

Definicija A.1.6. Neka su data dva preslikava�a f : X → W i g : Y → W .
Homotopski pullback dijagrama preslikava�a

X

Y W

f

g

je prostor

P (f, g) = {(θ, x, y) ∈ W I ×X × Y |f(x) = θ(0), g(y) = θ(1)}.

Stav A.1.7. Prirodna projekcija P (f, g)→ X × Y je fibracija.

Dokaz: Primetimo da va�i da je W I ×(f,g) X × Y = P (f, g). Odatle imamo

P (f, g) W I

X × Y W ×W

e0,1

(f,g)

pa je P (f, g)→ X × Y pullback fibracije e0,1.

Kako su X × Y → X i X × Y → Y fibracije mo�emo zak	uqiti da su prirodne
projekcije P (f, g)→ X i P (f, g)→ Y fibracije kao kompozicije fibracija. Dodatno
dijagram
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P (f, g) Y

X W

PY

PX g

f

komutira u homotopskoj kategoriji. Homotopiju ostvaruje preslikava�eH((θ, x, y), t) =
θ(t). Xtavixe va�i slede�e tvr�e�e.

Stav A.1.8. Neka je Z proizvo	an topoloxki prostor i neka dijagram

Z Y

X W

h

k g

f

komutira u homotopskoj kategoriji. Tada postoji preslikava�e ω : Z → P (f, g) tako
da je h ' PY ◦ ω i k ' PX ◦ ω odnosno takvo da dijagram

Z

P (f, g) Y

X W

h

k

ω

pY

pX g

f

komutira u homotopskoj kategoriji.

Preslikava�e ω ne mora biti jedinstveno qak ni do na relaciju homotopije.
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