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Sta sve racunari mogu? Kako odgovoriti na to pitanje?
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Da bi dali odgovor moramo znati 3ta je to algoritam.
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Definicija algoritma

Neformalna definicija
Algoritam je precizan opis postupka za resavanje nekog problema
u kona¢nom broju koraka.

Neformalno jer: sta moze biti korak; koji koracu su dopusteni, a koji

nisu; neki koraci se ponavljaju, a neki granaju...



Svaki racunarski program je konkretna implementacija nekog
algoritma u nekom konkretnom programskom jeziku, na primer, u
jeziku Java, C ili C++ i koju raCunar moze da izvrsi.
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Svaki racunarski program je konkretna implementacija nekog
algoritma u nekom konkretnom programskom jeziku, na primer, u
jeziku Java, C ili C++ i koju raCunar moze da izvrsi.

Posto se svi podaci digitalizacijom mogu zapisati brojevima
dovoljno je razmatrati algoritme za izracunavanje funkcija ciji
su i argumenti i rezultujuée vrednosti prirodni brojevi.

Primeri funkcija: sabiranje, mnozenje, racunanje determinante,
racunanje sledbenika...



Zasnivanje pojma algoritma



Algoritam mozemo opisati kao bilo koji postupak koji moze
da se izvrsi na racunaru, preciznije na njegovom procesoru.



Zasnivanje pojma algoritma

UR masine



UR masina je apstraktna masina koja ne postoji u fizickom
obliku ali predstavlja matematicku idealizaciju racunara i omo-
gucava zasnivanje pojma algoritma.



UR masina je apstraktna masina koja ne postoji u fizickom
obliku ali predstavlja matematicku idealizaciju racunara i omo-
gucava zasnivanje pojma algoritma.

Algoritam je onaj i samo onaj postupak koji moze da se opise
kao program za UR masinu.
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UR masine — svojstva

Raspolaze beskonaénim skupom memorijskih lokacija —

registara.
e Registri su oznaceni prirodnim brojevima: 1,2,3,. ...

Svaki od njih u svakom trenutku sadrzi neki prirodan broj.

Stanje registara u nekom trenutku zovemo konfiguracija

‘rl‘rg‘@‘...




UR masine - operacije

‘ oznaka ‘ naziv efekat
Z(m) nula—instrukcija rm:=0
S(m) instrukcija sledbenik | rp = ry +1
T(m,n) instrukcija prenosa | rp = rp
J(m, n, p) | instrukcija skoka ako je rm = ry, idi na p-tu;
inace idi na sledecu instrukciju

Tabela 1: Tabela URM instrukcija



URM program

[ URM program P je konaan numerisan niz URM instrukcija. ]

e Instrukcije se izrsavaju redom (pocevsi od prve), osim u slucaju
instrukcije skoka.
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prvih n registara.



URM program

[ URM program P je konaan numerisan niz URM instrukcija. ]

e Instrukcije se izrsavaju redom (pocevsi od prve), osim u slucaju
instrukcije skoka.

e IzvrSavanje programa se zaustavlja onda kada ne postoji
instrukcija koju treba izvrsiti.

e Pocetnu konfiguraciju Cini niz prirodnih brojeva ap, as, ... koji
su upisani u registre od pocetnog redom.

Ako je funkcija koju treba izracunati f(xi, x2,...,x,), onda se
podrazumeva da su vrednosti xi, xo, .. ., X, redom smeStene u
prvih n registara.

e Na kraju rada programa, rezultat treba da bude smesten u prvi
registar.



URM program

Ako URM program P za pocetnu konfiguraciju ai, a, ..., an
ne staje sa radom, onda pisemo FP(a;,as, ..., an) T
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URM program

Ako URM program P za pocetnu konfiguraciju ai, a, ..., an
ne staje sa radom, onda pisemo FP(a;,as, ..., an) T.

Ako program staje sa radom i u prvom registru je, kao rezultat,

vrednost b, onda pisemo P(ai, as. . ... an) 4 b.
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URM izracunljivost

URM izracunljivost
Funkcija je URM- izracunljiva ako postoji URM program koji je

izracunava.
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URM program — primerl

f(x,y) =x+y

x+y=x+1+1+4---41
—————
y
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—————
y
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URM program — primerl
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URM program — primerl

J(1,1,2)
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URM program — primer2
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URM program — primer2
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URM program — primer3

e Kako izraGunati /27
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URM program — primer3

e Kako izraGunati /27
e Zahtev:izracunati njegovu k-tu cifru.

e Na osnovu n = [y/x] & n? < x < (n+ 1)2 moze se pokazati
da je izracunljiva naredna funkcija:

f(x) = [VA]

18



URM program — primer3

Kako izracunati v/27?

Zahtev:izracunati njegovu k-tu cifru.

Na osnovu n = [\/x] < n? < x < (n+ 1)? moze se pokazati
da je izracunljiva naredna funkcija:

F(x) = [VX]

Izraunljiva je i funkcija g(k) = [10% - /2]
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URM program — primer4

f(x):{o , ako je x =10

nedefinisano , inace
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URM program — primer4

f(x):{o ,akojex=0

nedefinisano , inace

1. Z(2)
2. J(1,2,100)
3. J(1,1,2)



Zasnivanje pojma algoritma

Enumeracija URM programa



Enumeracija URM programa

e Koliko uopste ima razlicitih URM program?
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Enumeracija URM programa

e Koliko uopste ima razlicitih URM program?
e Ima ih beskonacno, ali postoje razne vrste beskonacnosti.
Za dva skupa kaze se da imaju istu kardinalnost ako i

samo ako je izmedu njih moguce uspostaviti bijektivno
preslikavanje.

Za skupove koji imaju istu kardinalnost kao skup prirod-
nih brojeva kaze se da su prebrojivi.

Primeri: parni, neparni brojevi itd...
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Enumeracija URM programa

e U zapisu URM programa koriste samo slede¢i simboli: Z, S, T,
J, (. ), , i deset cifara za zapis brojeva.
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Enumeracija URM programa

e U zapisu URM programa koriste samo slede¢i simboli: Z, S, T,
J, (. ), , i deset cifara za zapis brojeva.

e Moze se napisati samo konacno mnogo programa koji imaju
ukupno k simbola, k =1,2,3,....

e Mozemo u niz poredati sve URM programe: najpre sve one
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takav da program P; izracunava tu funkciju.

. .. . . . . 21
e Na slican naéin moze se pokazati da i na bilo kom



Zasnivanje pojma algoritma

Drugi pristupi zasnivanju pojma algoritma



Drugi pristupi zasnivanju pojma algoritma

e Tjuringove masine (Tjuring)

e rekurzivne funkcije (Gedel i Klini)

e \-racun (Cerg)

e Blok dijagrami (poluformalni nacin opisa algoritma)
Za sistem izracunavanja koji je dovoljno mocan da izvrsi sva
izracunavanja koja moze da izvrsi Tjuringova masina kaze se da je

Tjuring potpun (engl. Turing complete).

22



Drugi pristupi zasnivanju pojma algoritma

Moze se rigorozno dokazati da su klase izracunljivih funkcija
identicne za sve navedene formalizme.

Drugim recima, svi navedeni formalizmi su Tjuring potpuni i
ekvivalentni.

Algoritam je svaki postupak kojim se izracunava neka izracunljiva
funkcija.

23



Zasnivanje pojma algoritma
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Savremeni racunari i izracunljivost

Da li savremeni racunari mogu da izvrse svaki algoritam, Sto bi bilo
ocekivano?
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Da li savremeni racunari mogu da izvrse svaki algoritam, Sto bi bilo
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izraCunljive funkcije.
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Savremeni racunari i izracunljivost

Da li savremeni rac¢unari mogu da izvrse svaki algoritam, sto bi bilo
ocekivano?

Savremeni racunari (tj. savremeni procesori koji su centralni
deo racunara) o€igledno mogu da izvrse sve instrukcije koje
ima UR masina, pa mogu da izracunaju sve funkcije koje mogu
da izraCunaju nabrojani formalizmi za izraCunavanje, tj. sve
izracunljive funkcije.

Ne mogu da izraunaju nista 5to ne mogu ti formalizmi!

Njihova moé¢ je i manja: svi navedeni formalizmi za izraCunavanje
podrazumevaju beskonaénu raspolozivu memoriju. Zbog toga
savremeni racunari (koji raspolazu konaénom memorijom) nisu

24
Tjuring potpuni, mada mogu da izrse sve URM programe koji ne
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Savremeni programski jezici i
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Savremeni programski jezici i izracunljivost

Za veliku vec¢inu savremenih programskih jezika vazi da su

Tjuring-kompletni.
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Savremeni programski jezici i izracunljivost

Za veliku vec¢inu savremenih programskih jezika vazi da su

Tjuring-kompletni.
Razlike:

e Nabrojani formalizmi teze da budu sto jednostavniji.

e Savremeni programski jezici teze da budu sto udobniji za
programiranje te ukljucuju veliki broj operacija.
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Cerc-Tjuringova teza

Ceré-Tjuringova teza
Klasa intuitivno izra€unljivih funkcija identi€na je sa klasom
formalno izracunljivih funkcija.

e Da li covek zaista moze efektivno izvrsiti sva izracunavanja
definisana nekom od formalizacija izracunljivosti?

e Da li sva izracunavanja koja Covek intuitivho ume da izvrsi
zaista mogu da budu opisana koris¢enjem bilo kog od precizno

definisanih formalizama izracunavanja?
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Cerc-Tjuringova teza

Cerc-Tjuringova teza

Klasa intuitivno izra€unljivih funkcija identi€na je sa klasom
formalno izracunljivih funkcija.

e Da li covek zaista moze efektivno izvrsiti sva izracunavanja
definisana nekom od formalizacija izracunljivosti?

e Da li sva izraCunavanja koja Covek intuitivno ume da izvrsi
zaista mogu da budu opisana koris¢enjem bilo kog od precizno

definisanih formalizama izracunavanja?

Skup funkcija koje moze da izracuna ¢ovek == Skup funkci-
ja koje moze da izvrsi bilo koji savremeni racunar == Skup

funkcija koje moze da izvrsi UR masina.
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Zasnivanje pojma algoritma

Neizracunljivost i neodlucivost



Neizracunljivost i neodlucivost

Da li postoje funkcije nad brojevima koje su jasno definisane i
totalne, a nisu izracunljive?
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Neizracunljivost i neodlucivost

Da li postoje funkcije nad brojevima koje su jasno definisane i
totalne, a nisu izracunljive?

Drugim reCima, postoje li problemi koji ne mogu da se rese
algoritamski?
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Neizracunljivost i neodlucivost

Zasto nam je bitno izu€avanje ovakvih problema?
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Algoritamski neresivi ili neodlucivi — primerl

e Da li postoji algoritam kojim se mogu dokazati sve
matematicke teoreme?
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Algoritamski neresivi ili neodlucivi — primer2

e Data je jednaéina p(xi,...,x,) = 0 gde je p polinom sa
celobrojnim koeficijentima.
Zadatak: Konstruisati opsti algoritam kojim se odreduje da li
proizvoljna zadata diofantska jednacina ima racionalnih resenja.
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Algoritamski neresivi ili neodlucivi — primer3

e Neka su data dva konacna skupa reci.

Pitanje je da li je moguée nadovezati nekoliko reci prvog skupa
i, nezavisno, nekoliko reci drugog skupa tako da se dobije ista
rec.

{a, ab, bba} i {baa, aa, bb}: bba-ab-bba-a = bb-aa- bb- baa.
{ab, bba} i {aa, bb}: ne postoji.

Zadatak: konstruisati opsti algoritam koji za proizvoljna
dva zadata skupa reci odreduje da li trazena nadoveziva-

nja postoje.
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Algoritamski neresivi ili neodlucivi — primer4

Halting problem

Konstruisati opsti algoritam koji proverava da li se proizvoljni zadati
program P zaustavlja za date ulazne parametre.

32



Zaustavljanje programa i halting
problem




Zaustavljanje programa i halting problem

e Da li se neki program zaustavlja za neku ulaznu vrednost?
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Zaustavljanje programa i halting problem

e Da li se neki program zaustavlja za neku ulaznu vrednost?

e Da li postoji ulazna vrednost za koju se program zaustavlja?

88



Zaustavljanje programa i halting problem

Da li postoji URM program koji na ulazu dobija drugi URM
program P i neki broj y i ispituje da li se program P zaustavlja za

ulazni parametar y?

34



Zaustavljanje programa i halting problem

Neodlucivost halting problema

Neka je funkcija h definisana na sledeéi nacin:

1, ako se program P, zaustavlja za ulaz y
h(x,y) =

0, inace.

Ne postoji program koji izracunava funkciju h, tj. ne postoji
program koji za proizvoljne zadate vrednosti x i y moze da proveri
da li se program P, zaustavlja za ulazni argument y.

BH



Neodlucivost halting problema — dokaz

e Neka program H izracunava funkciju h.
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Neodlucivost halting problema — dokaz

e Neka program H izracunava funkciju h.

e H'(x) = H(x,x) izratunava h(x, x).

e H'(x) =0 ako se Py ne zaustavlja za ulaz x.
H'(x) = 1 ako se Py se zaustavlja za x.

o Neka je Q(x) program takav da:
Q(x) = 0 ako se Py se zaustavlja za x

Q(x) se ne zaustavlja (beskonacna petlja) ako se Py

zaustavlja za x

Q(x) 1 0 ako je Py(x) T
Qx) 1+ ako je Py(x)

36



Neodlucivost halting problema — dokaz

Q se nalazi u nizu svih programa.

P(x) L 0 ako je Px(x)?

Pr(x) 1 ako je Py(x) |

37



Neodlucivost halting problema — dokaz

Sta ako je k = x?

Pi(k) 1.0 ako je Pi(k) 1

P(k) T ako je Pi(K) |

Kontradikcija.
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Zaustavljanje programa i halting problem

e Halting problem je neodluciv, tj. ne postoji opsti postupak
kojim se za proizvoljni zadati program moze utvrditi da li se on

zaustavlja za zadate vrednosti argumenata.
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Zaustavljanje programa i halting problem

e Halting problem je neodluciv, tj. ne postoji opsti postupak
kojim se za proizvoljni zadati program moze utvrditi da li se on
zaustavlja za zadate vrednosti argumenata.

e Za mnoge konkretne programe, moze se utvrditi da li se
zaustavljaju ili ne.

e Zaustavljanje svakog programa mora se ispitivati zasebno i
koriste¢i specificnosti tog programa.

e U programima u kojima su petlje jedine naredbe koje mogu
dovesti do nezaustavljanja potrebno je dokazati zaustavljanje

svake pojedinacne petlje.
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Algoritmika i vremenska i
prostorna slozenost izracunavanja




Algoritmika i vremenska i prostorna slozenost izracunavanja

Koliko izvrsavanje programa zahteva vremena i prostora
(memorije)?

Najcesce se slozenost algoritma odreduje tako da ukazuje na
to koliko on moze utrositi vremena i prostora u najgorem

slucaju.
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Efikasno i neefikasno resenje — poredenje

Mepeibe spemena Meperse spemera

o 3000

g 1500

T milion 2miona 3 miliona. amilona 5 millona.
vt
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Efikasno i neefikasno resenje — poredenje

Mepetbe BpeMeHa

4.0 1 —8— 1: UHKpemeHTanHo (jegHa neTna)
—8— 2: MN03uBe (hyHKUMje 'zbir' y neT/sn
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BpeaHOCTU N
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Efikasno i neefikasno resenje — poredenje

Na 1000 puta sporijem racunaru se izvrsava efikasnije resenje.

Meper.e BpeMeHa

4.0 1 —8— 1: MukpemeHTanHo 1000 nyTa cnopuje
—8— 2:Mo3nB yHKUMje 'suma' y NeTmsu

speme [cekyHpe)

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
BpeaAHOCTH N
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