
Zadaci iz Algebarske topologije

1. (Lema o leptiru) Ako su na doǌem komutativnom dijagramu Abelovih grupa i homomorfizama nizovi
po dijagonalama taqni, dokazati da je im g/ im f ∼= im q/ im p.
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2. Neka je dat taqan niz Abelovih grupa i homomorfizama A
f

−→ B
g

−→ C.

(a) Ako su grupe A i C konaqne, dokazati da je onda i B konaqna.
(b) Ako su grupe A i C konaqno generisane, dokazati da je onda i B konaqno generisana.

3. (Xestougaona lema) Neka je dat komutativan dijagram Abelovih grupa i homomorfizama pri qemu su
c1 i e1 izomorfizmi (kao xto je i naznaqeno na dijagramu odgovaraju�im strelicama) i sve kompozicije
po dijagonalama g3a2, g2c2 i g1e2 jednake nuli.
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Ako je jox bar jedan od dva niza po ,,popreqnim” dijagonalama taqan, tj. ako vaжi ker g2 = im c2 ili
ker g1 = im e2, dokazati da je

c3c
−1
1 a1 + e3e

−1
1 a3 = 0.

4. (3×3 lema) Dat je komutativan dijagram Abelovih grupa i homomorfizama takav da su sva tri
vodoravna kratka niza taqna.

0 A// A B// B C// C 0//

0 D// D E// E F// F 0//

0 G// G H// H I// I 0//
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(a) Ako su levi i sredǌi uspravni niz taqni, dokazati da je onda taqan i desni.
(b) Ako su sredǌi i desni uspravni niz taqni, dokazati da je onda taqan i levi.
(v) Ako su levi i desni uspravni niz taqni i kompozicija B → E → H jednaka nuli, dokazati da je

onda i sredǌi uspravni niz taqan.
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5. Neka su A,B,C Abelove grupe i f : A→ B i g : B → C homomorfizmi. Dokazati da postoji taqan niz
oblika

0 ker f// ker f ker(g ◦ f)// ker(g ◦ f) ker g// ker g coker f// coker f coker(g ◦ f)// coker(g ◦ f) coker g// coker g 0.//

6. Neka su slede�i nizovi Abelovih grupa i homomorfizama taqni.

A B// B C// C 0// 0 C// C D// D E//

Dokazati da postoji taqan niz oblika

A B// B D// D E.//

7. Neka je p prost broj i

0 A// A B// B C// C 0//

kratak taqan niz, gde su A, B i C konaqne Abelove grupe. Dokazati da grupa B nema elemenata qiji je
red deǉiv brojem p ako i samo ako grupe A i C nemaju takvih elemenata.

8. Dat je komutativan dijagram Abelovih grupa i homomorfizama

Cn+1
// Cn+1 An+1

// An+1 Bn
// Bn Cn

// Cn An
// An Bn−1

// Bn−1
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pri qemu su vodoravni nizovi taqni i α = αn : An → A′
n izomorfizmi (za sve n). Dokazati da postoji

dug taqan niz slede�eg oblika:

· · · −→ En+1 −→ Bn −→ Cn ⊕Dn −→ En −→ Bn−1 −→ · · ·

9. Dat je komutativan dijagram Abelovih grupa i homomorfizama, pri qemu su vrste taqni nizovi.

A1 A2
α1 // A2 A3

α2 //

B1 B2
β1 // B2 B3

β2 //
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Dokazati da ϕ2 indukuje izomorfizam ker(ϕ3 ◦ α2)/(kerα2 + kerϕ2) −→ (imϕ2 ∩ imβ1)/ im(ϕ2 ◦ α1).

10. Dat je trougao Abelovih grupa i homomorfizama koji je taqan na sva tri mesta (tada se kaжe da
grupe D i E zajedno sa homomorfizmima α, β i γ qine taqan par).
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(a) Dokazati da je im(β ◦ γ) ⊆ ker(β ◦ γ).

Neka je E1 := ker(β ◦ γ)/ im(β ◦ γ) i D1 := imα.
Neka je α1 : D1 → D1 homomorfizam indukovan sa α (za d ∈ D1, α1(d) := α(d)).

(b) Dokazati da je na slede�i naqin dobro definisan homomorfizam β1 : D1 → E1: za d ∈ D1,

β1(d) := [β(d̃)], gde je d̃ ∈ D proizvoǉan element takav da je α(d̃) = d.

(v) Dokazati da je sa γ1([e]) := γ(e), e ∈ ker(β ◦ γ), dobro definisan homomorfizam γ1 : E1 → D1.

(g) Dokazati da je slede�i trougao taqan na sva tri mesta (ovaj taqan par se naziva parom izvedenim

iz gorǌeg taqnog para).
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11. Neka je F : Ab → Ab kovarijantan funktor iz kategorije Abelovih grupa u istu kategoriju, takav da

prevodi kratke taqne nizove u kratke taqne nizove; preciznije, vaжi da, ako je 0 → A
i

−→ B
j

−→ C → 0

kratak taqan niz Abelovih grupa i homomorfizama, onda je i niz 0 → F (A)
F (i)
−→ F (B)

F (j)
−→ F (C) → 0 taqan.

Dokazati da F prevodi svaki taqan niz u taqan niz. (Za ovakav funktor F kaжe se da je taqan.)

12. Neka je X prosto povezan prostor i A ǌegov potprostor koji ima konaqno mnogo komponenata putne
povezanosti (oznaqimo broj tih komponenata sa a). Dokazati da je relativna homoloxka grupa H1(X,A)
slobodna i da je ǌen rang a− 1.

13. Neka je X topoloxki prostor i f : X → X neprekidno preslikavaǌe homotopno sa 1X . Dokazati da
za svako n ∈ Z vaжi Hn(im f) ∼= Hn(X)⊕Hn+1(X, im f).

14. Neka su f, g : (X,A) → (Y,B) preslikavaǌa parova. Kaжemo da su f i g homotopna kroz preslikavaǌa

parova (ili homotopna u kategoriji Top2) ako postoji (neprekidno) H : X × I → Y takvo da je H(x, 0) =
f(x), H(x, 1) = g(x) za sve x ∈ X i H(A× I) ⊆ B.

Preslikavaǌe ϕ : (X,A) → (Y,B) je homotopska ekvivalencija parova ako postoji ψ : (Y,B) → (X,A)
takvo da su kompozicije ψ ◦ϕ i ϕ ◦ψ homotopne identiqkim preslikavaǌima kroz preslikavaǌa parova.

(a) Koriste�i qiǌenicu da ako su preslikavaǌa f i g (f, g : (X,A) → (Y,B)) homotopna kroz preslika-
vaǌa parova, onda je (za sve k ∈ Z) f∗ = g∗ (f∗, g∗ : Hk(X,A) → Hk(Y,B)), dokazati da homotopska
ekvivalencija parova ϕ : (X,A) → (Y,B) indukuje izomorfizme ϕ∗ : Hk(X,A) → Hk(Y,B) za sve
k ∈ Z.

(b) Dokazati da za n ∈ N inkluzija parova i : (Dn, Sn−1) →֒ (Dn, Dn \ {0}) nije homotopska ekvivalen-
cija parova, ali da je ipak i∗ : Hk(D

n, Sn−1) → Hk(D
n, Dn \ {0}) izomorfizam za svako k ∈ Z.

15. Neka su A,B ⊆ X, pri qemu je intA ∪ intB = X.

(a) Dokazati da inkluzija (X,A ∩B) →֒ (X,A) indukuje epimorfizam Hn(X,A ∩B) ։ Hn(X,A) za sve
n ∈ Z.

(b) Dokazati da je Hn(X,A ∩B) ∼= Hn(X,A)⊕Hn(X,B) za sve n ∈ Z.

16. U prostoru R3 su date kruжnice αk = {(x, y, 0) ∈ R3 | (x − 2k)2 + y2 = 1}, za k = 1, 2016. Neka je

X = R3 \

(
{(0, 0, 0)} ∪

2016⋃

k=1

αk

)
. Odrediti relativne homoloxke grupe Hn(R3, X), n ∈ Z.

17. Ako je X prostor sa poznatim homoloxkim grupama, odrediti homoloxke grupe koliqniqkog pros-
tora Y koji je dobijen od n disjunktnih konusa CX identifikovaǌem svih ,,doǌih” nivoa (n ∈ N).

18. Neka su f1, f2, . . . , fn : Rn → R neprekidne ograniqene funkcije. Dokazati da sistem jednaqina

f1(x1, x2, . . . , xn) = x1

f2(x1, x2, . . . , xn) = x2
...

fn(x1, x2, . . . , xn) = xn

ima rexeǌe.

19. Neka je Kn = [−1, 1]n ⊂ Rn n-dimenziona kocka i ∂Kn =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn : |xi| = 1 za bar jedno i

}

ǌena granica.

(a) Dokazati da je neprekidno preslikavaǌe f : ∂Kn → Y (Y je proizvoǉan topoloxki prostor)
homotopski trivijalno ako i samo ako se moжe proxiriti na Kn, tj. ako i samo ako postoji
neprekidno f : Kn → Y takvo da je f |∂Kn

= f . (Moжe se, bez dokazivaǌa, koristiti qiǌenica da
postoji (kanonski) homeomorfizam h : Kn → Dn, h(∂Kn) = Sn−1.)

(b) Dokazati da inkluzija ∂Kn →֒ Rn \ {0} nije homotopski trivijalno preslikavaǌe.

Za skupove A,B,C ⊆ Kn kaжemo da skup B razdvaja skupove A i C ako postoji diskoneksija {U, V }
prostora Kn \B takva da je A ⊆ U i C ⊆ V .



Oznaqimo sa C+
i = {x ∈ Kn | xi = 1} i C−

i = {x ∈ Kn | xi = −1}, i = 1, n, (n− 1)-dimenzione strane kocke
Kn. Neka su B1, B2, . . . , Bn ⊆ Kn zatvoreni skupovi takvi da Bi razdvaja C

+
i i C−

i , i = 1, n.

(v) Konstruisati neprekidne funkcije fi : Kn → R sa svojstvima f−1
i

(
{0}
)
= Bi, fi(C

+
i ) ⊆ (0,+∞) i

fi(C
−
i ) ⊆ (−∞, 0), i = 1, n.

(g) Dokazati da je
n⋂

i=1

Bi 6= ∅.

20. Neka je M n-dimenziona mnogostrukost i K konaqan podskup od M .

(a) Odrediti relativne homoloxke grupe Hi(M,M \K), i ∈ Z.
(b) Dokazati da je Hi(M \K) ∼= Hi(M) za sve i ∈ Z \ {n− 1, n}.

21. Neka je n ∈ N, Sn ⊂ Rn+1 n-dimenziona sfera, Sn
+ = {x ∈ Sn | xn+1 > 0} gorǌa polusfera, Sn

− =
{x ∈ Sn | xn+1 6 0} doǌa polusfera i Sn−1 = {x ∈ Sn | xn+1 = 0} ekvatorijalna (n − 1)-dimenziona
sfera. Neka je jox i f : Sn → Sn neprekidno preslikavaǌe takvo da je f(Sn

+) ⊆ Sn
+ i f(Sn

−) ⊆ Sn
−. Ako je

f̃ : Sn−1 → Sn−1 restrikcija preslikavaǌa f na Sn−1, dokazati da je deg f̃ = deg f .

22. (a) Neka je f : Sn−1 → Sn−1 neprekidno preslikavaǌe takvo da je | deg f | 6= 1. Dokazati da postoje
taqke x, y ∈ Sn−1 takve da je f(x) = x i f(y) = −y.

(b) Ako je
−→
F : Dn → Rn \ {0} (neprekidno) nenulto vektorsko poǉe na disku Dn, dokazati da postoji

taqka x ∈ ∂Dn takva da su vektori
−→
Ox i

−→
F (x) kolinearni i isto usmereni, kao i da postoji taqka y ∈ ∂Dn

takva da su vektori
−→
Oy i

−→
F (y) kolinearni i suprotno usmereni.

23. Neka je f : Sn → Sn neprekidno preslikavaǌe neparnog stepena. Dokazati da postoji taqka x ∈ Sn

za koju vaжi f(−x) = −f(x).

24. Neka je C kompleksna ravan i S1 ⊂ C jediniqna kruжnica.

(a) Za z0 ∈ C \ S1 definixemo preslikavaǌe f0 : S1 → S1 sa f0(z) :=
z−z0
|z−z0|

. Ako je |z0| > 1, dokazati

da je f0 ≃ const, a ako je |z0| < 1, dokazati da je f0 ≃ 1S1 .
(b) Ako je q : C → C polinom (polinomijalno preslikavaǌe) qije su sve nule modula maǌeg od 1 i

f : S1 → S1 preslikavaǌe definisano sa f(z) = q(z)
|q(z)| , dokazati da je f ≃ ϕn, gde je ϕn : S1 → S1

dato sa ϕn(z) = zn, a n stepen polinoma q.

Neka je p : C → C polinomijalno preslikavaǌe.

(v) Dokazati da postoji jedinstveno (neprekidno) produжeǌe p : C∪ {∞} → C ∪ {∞} preslikavaǌa p,
gde je C∪{∞} Aleksandrovǉeva kompaktifikacija (kompaktifikacija jednom taqkom) kompleksne
ravni.

Ako je h : S2 ≈
−→ C∪{∞} homeomorfizam, definixemo preslikavaǌe p̂ : S2 → S2 kao slede�u kompoziciju:

S2 h
−→ C ∪ {∞}

p
−→ C ∪ {∞}

h−1

−→ S2.

(g) Dokazati da deg p̂ ne zavisi od izbora homeomorfizma h.
(d) Ako je r > 0 takav da p nema nula na kruжnici Sr := {z ∈ C : |z| = r}, dokazati da homomorfizam

p∗ : H1(Sr) → H1(C\{0}), indukovan restrikcijom preslikavaǌa p na Sr, generator grupe H1(Sr) ∼=
Z slika u kσ, gde je σ generator grupe H1(C \ {0}) ∼= Z, a k ∈ N0 broj nula (raqunaju�i i
vixestrukost) polinoma p unutar kruжnice Sr.

(�) Dokazati da je deg p̂ = deg p (deg p̂ je stepen preslikavaǌa u topoloxkom smislu, a deg p stepen
polinoma p).

25. Neka je 〈·, ·〉 : R2n+1 × R2n+1 → R standardni (euklidski) skalarni proizvod na R2n+1. Ako su
−→
F ,

−→
G : S2n → R2n+1 dva vektorska poǉa na sferi S2n takva da je 〈x,

−→
F (x)〉 = 〈x,

−→
G(x)〉 za sve x ∈ S2n,

dokazati da postoji x0 ∈ S2n takvo da je
−→
F (x0) =

−→
G(x0).

26. Neka je n neparan prirodan broj, n > 1, i neka su g1, g2, . . . , gn : Sn−1 → R neprekidne funkcije.
Dokazati da postoji λ ∈ R takvo da sistem jednaqina

gi(x1, x2, . . . , xn) = λxi, i = 1, n,

ima rexeǌe (x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn−1.



27. Neka je n > 2. Dokazati da ne postoji retrakt A od RPn takav da je A ≈ RPn−1 (dakle, ni RPn−1,
prirodno utopǉen u RPn, nije retrakt od RPn).

28. Neka je X topoloxki prostor i A ǌegov potprostor. Kaжemo da je A kontraktibilan u X ako je
inkluzija i : A →֒ X homotopski trivijalno preslikavaǌe.

(a) Ako je A kontraktibilan ili X kontraktibilan, dokazati da je A kontraktibilan u X.

Definiximo ǈusternik–Xnirelmanovu kategoriju prostora X, u oznaci catX, na slede�i naqin:

catX := min{k ∈ N | postoji pokrivaǌe prostora X sa k otvorenih podskupova kontraktibilnih u X}.

(b) Dokazati da je catRP2 = 3.

29. Neka su A, B i C otvoreni kontraktibilni podskupovi projektivne ravni RP2. Ako je A∪B∪C = RP2,
dokazati da je A ∩B ∩ C 6= ∅.

30. Prostor X je zadat kao koliqnik torusa (v. sliku).

X : αα

(a) Odrediti homoloxke grupe prostora X.
(b) Da li je kruжnica α (deformacioni) retrakt prostora X?

31. Prostor X je nastao od tetraedra (povrxi tetraedra) identifikacijom ivica opisanom na slici,
a A ⊂ X je ,,baza” tetraedra sa nasle�enom identifikacijom.

β

γ
α

β

γ

α

γ

α

β

X :
A :

(a) Odrediti homoloxke grupe prostora X.
(b) Odrediti relativne homoloxke grupe Hn(X,A), n ∈ N0.
(v) Da li je A retrakt prostora X?

32. Dat je prostor X (v. sliku).

α α

α

X :

(a) Na�i neku CW-dekompoziciju prostora X sa taqno jednom 2-�elijom.
(b) Odrediti homoloxke grupe Hn(X), n ∈ N0.
(v) Ako je X1 1-skelet prostora X (req je o CW-dekompoziciji dobijenoj pod (a)), p : X ։ X/X1

prirodna surjekcija, h : X/X1 ≈
−→ S2 neki homeomorfizam i f : S2 → X proizvoǉno (neprekidno)

preslikavaǌe, odrediti deg(h ◦ p ◦ f).

33. Prostor X je nastao od kruжnice S1 lepǉeǌem dve 2-�elije pomo�u preslikavaǌa stepena 2 i 3
(redom).

(a) Odrediti homoloxke grupe Hn(X), n ∈ N0.
(b) Da li je (polazna) kruжnica S1 retrakt prostora X?
(v) Da li je X ≃ S2?



34. Neka su k, n ∈ N i k < n. Izraqunati homoloxke grupe prostora X koji se dobije od sfere Sn

antipodalnom identifikacijom taqaka sfere Sk dimenzije k (prirodno utopǉene u Sn).

35. Neka su n ∈ N, X CW-kompleks i A ǌegov potkompleks koji sadrжi sve �elije u X dimenzije ve�e
od n. Dokazati da inkluzija i : A →֒ X indukuje monomorfizam i∗ : Hn(A)  Hn(X), kao i da je i∗(Hn(A))
direktan sabirak u Hn(X) (da postoji podgrupa G grupe Hn(X) takva da je Hn(X) = i∗(Hn(A)) ⊕G).

36. Neka su K i L (konaqni) simplicijalni kompleksi takvi da je dimK < dimL.

(a) Da li moжe postojati neprekidna surjekcija f : |K| → |L|?
(b) Dokazati da je svako (neprekidno) preslikavaǌe f : |K| → |L| homotopno nekom koje nije ,,na”.
(v) Ako je n < m, dokazati da je svako (neprekidno) preslikavaǌe f : Sn → Sm homotopski trivijalno.

37. Odrediti simplicijalne homoloxke grupe simplicijalnog kompleksa K (v. sliku).

K :

38. Ako je f : RP3 → RP3 neprekidno preslikavaǌe bez fiksnih taqaka, dokazati da je za svako i ∈ Z
homomorfizam f∗ : Hi(RP3) → Hi(RP3) jednak identiteti na Hi(RP3).

39. Konstruisati �elijske komplekse X i Y koji nisu me�usobno homeomorfni, a da vaжi:

Hi(X) ∼= Hi(Y ) ∼=





Z, i = 0

Z2 ⊕ Z4, i = 1

0, i 6= 0, 1

.

Da li je mogu�e odabrati X i Y tako da jedan od ǌih ima, a drugi nema svojstvo fiksne taqke?

40. Neka je k ∈ N i f : C2k → C2k funkcija data sa f(z1, z2, . . . , z2k−1, z2k) = (−z2, z1,−z4, z3, . . . ,−z2k, z2k−1).
(a) Dokazati da za svako z ∈ C2k i za svako λ ∈ C vaжi f(λz) = λf(z), kao i da je f−1

(
{0}
)
= {0}.

(b) Dokazati da f indukuje neprekidno preslikavaǌe f̄ : CP2k−1 → CP2k−1.
(v) Da li CP2k−1 ima svojstvo fiksne taqke?
(g) Dokazati da je za bar jedno j ∈ {1, 2, . . . , 2k − 1} homomorfizam f̄∗ : H2j(CP2k−1) → H2j(CP2k−1)

mnoжeǌe negativnim brojem.
(d) U sluqaju k = 1 odrediti deg f̄ (f̄ : CP1 → CP1, CP1 ≈ S2).

41. (a) Konstruisati prostor X takav da je Hn(X) ∼=





Z, n = 0, 4
Z4 ⊕ Z5, n = 1

0, inaqe
.

(b) Odrediti Hn(X ;Z5), n > 0.
(v) Odrediti H4(X × S3;Z2).

bb

α

α
α

X :

42. Prostor X je zadat kao koliqnik torusa (v. sliku desno).

(a) Odrediti Hn(X) za sve n ∈ N0.
(b) Odrediti Hn(X ;Z2) za sve n ∈ N0.

43. Neka je K Klajnova flaxa.

(a) Izraqunati Hk(K
2), k ∈ Z.

(b) Izraqunati H2(K
n), n ∈ N.

(v) Izraqunati H2(K
n;Zp), n ∈ N, gde je p prost broj.



44. (a) Za m > 2 dokazati da je Zm ⊗Q = 0 i Tor(Zm,Q) = 0.

Neka je X topoloxki prostor za koji je definisana Ojlerova karakteristika (sve grupe Hi(X), i ∈ N0,
jesu konaqno generisane, a Hi(X) = 0 za dovoǉno veliko i).

(b) Dokazati da za svako i ∈ N0 vaжi Hi(X ;Q) ∼= Qβi, gde je βi i-ti Betijev broj prostora X (dakle,
Hi(X ;Q) ima strukturu vektorskog prostora nad poǉem Q), kao i da je

χ(X) =

∞∑

i=0

(−1)i dimHi(X ;Q).

(v) Ako je p prost broj, dokazati da za svako i ∈ N0 vaжi Hi(X ;Zp) ∼= Zγi

p , za neko γi ∈ N0 (dakle,
Hi(X ;Zp) ima strukturu vektorskog prostora nad poǉem Zp), kao i da je

χ(X) =

∞∑

i=0

(−1)i dimHi(X ;Zp).

45. Da li je RP2 × RP6 ≈ RP4 × RP4?

46. Odrediti za koje m,n ∈ N je taqno naredno tvr�eǌe: ako je f : Dn → Rm neprekidno preslikavaǌe
takvo da za sve x ∈ ∂Dn vaжi f(−x) = −f(x), onda postoji taqka x0 ∈ Dn takva da je f(x0) = 0.

47. Stepen monoma xa1

1 x
a2

2 · · ·xan

n , ai ∈ N0, definixemo kao sumu a1 + a2 + · · ·+ an. Kaжemo da je polinom
p ∈ R[x1, x2, . . . , xn] homogen stepenam ako su svi monomi koji se u ǌemu javǉaju (sa nenula koeficijentom)
stepena m.

Neka su f1, f2, . . . , fn−1 ∈ R[x1, x2, . . . , xn] homogeni polinomi neparnog stepena (koje vidimo i kao poli-
nomijalne funkcije fi : Rn → R, i = 1, n− 1). Dokazati da postoji prava L ⊂ Rn koja prolazi kroz
koordinatni poqetak (jednodimenzioni potprostor vektorskog prostora Rn) takva da se svi polinomi
fi, i = 1, n− 1, anuliraju na L ((∀i) fi|L ≡ 0).

48. (a) Ako je {U1, U2, . . . , Un} otvoren pokrivaq normalnog prostora X, dokazati da postoji otvoren
pokrivaq {V1, V2, . . . , Vn} prostora X takav da je V i ⊆ Ui za sve i = 1, n.

(b) Dokazati da postoji n + 2 zatvorenih skupova F1, F2, . . . , Fn+2 na sferi Sn (n ∈ N0) takvih da je
n+2⋃

i=1

Fi = Sn i da nijedan od ǌih ne sadrжi par antipodalnih taqaka
(
{x,−x} * Fi za sve x ∈ Sn i sve

i = 1, n+ 2
)
.

(v) Dokazati da su za svako n ∈ N naredna qetiri tvr�eǌa me�usobno ekvivalentna.

(1) Za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn → Rn postoji taqka x ∈ Sn takva da je f(x) = f(−x)
(Borsuk–Ulamova teorema).

(2) Za svaki pokrivaq sfere Sn sa n+ 1 zatvorenih skupova F1, F2, . . . , Fn+1 postoji bar jedan od tih
skupova koji sadrжi par antipodalnih taqaka.

(3) Za svaki pokrivaq sfere Sn sa n+ 1 otvorenih skupova U1, U2, . . . , Un+1 postoji bar jedan od tih
skupova koji sadrжi par antipodalnih taqaka (ǈusternik–Xnirelmanova teorema).

(4) Za svaki pokrivaq sfere Sn sa n + 1 skupova A1, A2, . . . , An+1, od kojih je svaki otvoren ili
zatvoren, postoji bar jedan od tih skupova koji sadrжi par antipodalnih taqaka.

49. (a) Neka su A1, A2, . . . , An zatvoreni podskupovi sfere Sn takvi da je Ai ∩ (−Ai) = ∅ za sve i = 1, n.

Dokazati da je tada
n⋃

i=1

(
Ai ∪ (−Ai)

)
6= Sn.

(b) Dokazati Borsuk–Ulamovu teoremu pomo�u tvr�eǌa (a).


