
KOHOMOLOGIJA (zadaci za ispit)

1. Neka je R komutativan prsten (s jedinicom). Ako je M slobodan R-modul ranga 1 (tj. slobodan
cikliqan R-modul) i {m0} jedna ǌegova baza, onda pixemo M = R⟨m0⟩.

(a) Neka je M R-modul i m0 ∈ M . Dokazati da je M = R⟨m0⟩ ako i samo ako postoji izomorfizam
R-modula φ : R → M takav da je φ(1) = m0 (spoǉno mno�eǌe u R-modulu R definisano je pomo�u
unutraxǌeg mno�eǌa u prstenu R: rs := r · s, r, s ∈ R).

(b) Ako su M i N slobodni cikliqni R-moduli i f ∈ HomR(M,N), dokazati da su slede�a qetiri
uslova me�usobno ekvivalentna:
(1) f je epimorfizam;
(2) f je izomorfizam;
(3) ako je M = R⟨m0⟩, onda je N = R⟨f(m0)⟩;
(4) HomR(M,N) = R⟨f⟩.

2. Neka je X putno povezan prostor i R komutativan prsten takav da je gradirani R-modul H∗(X;R)
konaqnog tipa i slobodan u svim dimenzijama (Hn(X;R) je slobodan R-modul za sve n ∈ N0).

(a) Ako je i Y putno povezan prostor, i1 : X ↪→ X × Y utapaǌe dato sa i1(x) = (x, y0), x ∈ X (za neko
y0 ∈ Y ), i sliqno, i2 : Y ↪→ X × Y , i2(y) = (x0, y), y ∈ Y (za neko x0 ∈ X), dokazati da se svaka
pozitivno dimenzionalna klasa a ∈ H∗(X × Y ;R) mo�e predstaviti u obliku

a = i∗1(a)× 1 + 1× i∗2(a) +
∑
i

a′i × a′′i ,

gde su a′i ∈ H∗(X;R) i a′′i ∈ H∗(Y ;R) neke pozitivno dimenzionalne klase (suma u ovoj jednakosti
je konaqna, a mo�e biti i prazna, tj. jednaka nuli).

(b) Ako je X (slabi) H-prostor, uoqimo homomorfizam gradiranih R-algebri ∆ : H∗(X;R) →
H∗(X;R)⊗R H∗(X;R) dat kao kompozicija

H∗(X;R)
µ∗

// H∗(X ×X;R) oo×oooo H∗(X;R)⊗R H∗(X;R),

gde je µ : X × X → X operacija H-prostora, a × ,,kros” proizvod (koji je izomorfizam po
Kinetovoj formuli). Dokazati da za svaku pozitivno dimenzionalnu klasu α ∈ H∗(X;R) postoje
pozitivno dimenzionalne klase α′

i, α
′′
i ∈ H∗(X;R) takve da je

∆(α) = α⊗ 1 + 1⊗ α+
∑
i

α′
i ⊗ α′′

i .

Napomena: Tvr�eǌe (b) ovog zadatka zapravo kazuje da je, pod navedenim uslovima, H∗(X;R) jedna
(povezana) Hopfova algebra (otuda i slovo ,,H” u nazivu H-prostora).

3. (a) Neka su X i Y putno povezani prostori s baznim taqkama x0 ∈ X i y0 ∈ Y takvim da su parovi
(X,x0) i (Y, y0) dobri i neka je j : X ∨ Y ↪→ X × Y prirodno utapaǌe (j(X ∨ Y ) = X × {y0} ∪ {x0} × Y ).
Ako je R komutativan prsten (s jedinicom) takav da je bar jedan od gradiranih R-modula H∗(X;R) i
H∗(Y ;R) konaqnog tipa i slobodan u svim dimenzijama, i ako je H̃k(X;R) = 0 za sve k < m i H̃k(Y ;R) = 0
za sve k < n (m,n ∈ N), dokazati je j∗ : Hk(X × Y ;R) → Hk(X ∨ Y ;R) izomorfizam za sve k < m+ n.

(b) Za koje m,n ∈ N0 je Sm ∨ Sn retrakt od Sm × Sn?

4. Neka je X CW-kompleks i R komutativan prsten s jedinicom. Za p ∈ N0 definixemo

F pH∗ := ker
(
H∗(X;R) → H∗(Xp−1;R)

)
,

gde je Xp−1 (p− 1)-skelet od X (podrazumevamo da je X−1 = ∅), a morfizam u zagradi indukovan inklu-
zijom Xp−1 ↪→ X.

(a) Dokazati da je {F pH∗}p∈N0
jedna filtracija R-modula H∗(X;R), tj. da va�i

H∗(X;R) = F 0H∗ ⊇ F 1H∗ ⊇ F 2H∗ ⊇ · · · ⊇ F pH∗ ⊇ F p+1H∗ ⊇ · · · .
(b) Ako je za p, n ∈ N0, F pHn := F pH∗ ∩Hn(X;R), dokazati da je F pHn = 0 kad god je p > n.
(v) Ako su a ∈ F pH∗ i b ∈ F qH∗, dokazati da za ǌihov ,,kap” proizvod va�i a · b ∈ F p+qH∗.

Napomena: Svojstvo iz dela (v) ovog zadatka mo�e se i ovako formulisati: F pH∗ · F qH∗ ⊆ F p+qH∗ (za
sve p, q ∈ N0); a u toj situaciji se ka�e da je {F pH∗}p∈N0 jedna stabilna filtracija R-algebre H∗(X;R).

5. Ako se kratak taqan niz Abelovih grupa 0 → G → H → K → 0 cepa, dokazati da je odgovaraju�i
Bokxtajnov homomorfizam β : Hn(C;K) → Hn+1(C;G) trivijalan za sve lanqaste komplekse slobodnih
Abelovih grupa C i sve n ∈ Z.

6. Neka je M zatvorena mnogostrukost dimenzije n i R komutativan prsten s jedinicom.
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(a) Dokazati da M ima konaqno mnogo komponenata povezanosti i da je svaka od ǌih zatvorena
mnogostrukost dimenzije n.

(b) Dokazati da je M R-orijentabilna ako i samo ako je svaka ǌena komponenta R-orijentabilna.
(v) Neka je M R-orijentisana i neka su M1,M2, . . . ,Mk sve komponente povezanosti od M (R-orijenta-

cija mnogostrukosti M indukuje R-orijentacije svih komponenata M1,M2, . . . ,Mk). Ako su [M ] ∈
Hn(M ;R) i [Mj ] ∈ Hn(Mj ;R), j = 1, k, odgovaraju�e fundamentalne klase i ij : Mj ↪→ M , j = 1, k,
inkluzije, dokazati da je

[M ] = (i1)∗[M1] + (i2)∗[M2] + · · ·+ (ik)∗[Mk].

7. Ako je M zatvorena orijentabilna mnogostrukost dimenzije 2n (n ∈ N) i ako je grupa Hn−1(M)
torziono slobodna, dokazati da je onda i Hn(M) torziono slobodna.

8. (a) Ako je Mg orijentabilna povrx roda g ∈ N i R komutativan prsten, opisati kohomoloxku
algebru H∗(Mg;R). (Za uputstvo, videti 1. zadatak kod Heqera na strani 228.)

(b) Ako je Ng neorijentabilna povrx roda g ∈ N, opisati kohomoloxku algebru H∗(Ng;Z2).

(v) Odrediti ǈusternik–Xnirelmanove kategorije cat(Mg) i cat(Ng) za sve g ∈ N.

9. Da li je suspenzija zatvorene povezane povrxi mnogostrukost?

10. (a) Dokazati da je, kao gradirana Z-algebra, H∗(RP∞;Z) ∼= Z[α]/(2α), |α| = 2.

(b) Opisati kohomoloxke algebre H∗(RPn;Z), n ∈ N.
(v) Dokazati da su kohomoloxke algebre H∗(RP2k+1;Z) i H∗(RP2k ∨ S2k+1;Z) me�usobno izomorfne.

(g) Da li su za sve komutativne prstene R, kohomoloxke algebre H∗(RP2k+1;R) i H∗(RP2k ∨ S2k+1;R)
izomorfne?

(d) Da li je RP2k+1 ≃ RP2k ∨ S2k+1?

11. (a) Ako je k ∈ N i g : C2k → C2k preslikavaǌe dato sa

g(z1, z2, z3, z4, . . . , z2k−1, z2k) := (−z2, z1,−z4, z3, . . . ,−z2k, z2k−1),

dokazati da g indukuje (neprekidno) preslikavaǌe g : CP2k−1 → CP2k−1.

Neka je sad n ∈ N i f : CPn → CPn neprekidno preslikavaǌe.

(b) Dokazati da je
tr(f∗, Hk(CPn)) = tr(f∗, Hk(CPn;Z)), za sve k ∈ Z

(tr(f∗, Hk(CPn)) je trag homomorfizma f∗ : Hk(CPn) → Hk(CPn), a tr(f∗, Hk(CPn;Z)) trag homomorfizma
f∗ : Hk(CPn;Z) → Hk(CPn;Z)).

(v) Ako je m = tr(f∗, H2(CPn;Z)), dokazati da je tr(f∗, H2j(CPn;Z)) = mj za sve j ∈ {0, 1, 2, . . . , n}.
(g) Da li CPn ima svojstvo fiksne taqke?

(d) Da li kvaternionski projektivni prostor HPn ima svojstvo fiksne taqke?

Napomena: Za deo (d) ovog zadatka dozvoǉeno je koristiti 21. zadatak pod (�).

12. Dokazati da, za dato n ∈ N, postoji taqno jedna netrivijalna kohomoloxka operacija tipa
(Z2, n;Z2, n+ 1). Koja je to kohomoloxka operacija?

13. Ako je u proizvoǉna pozitivno dimenzionalna kohomoloxka klasa, dokazati da za sve n, k ∈ N0

va�i da je

Sqn
(
u2k

)
=


(
Sq

n

2k u
)2k

, 2k | n
0, 2k ∤ n

.

14. Ako je (X,A) topoloxki par i u ∈ H2(X,A;Z2) klasa takva da je Sq1u = 0, dokazati da za sve n ∈ N
i sve k ∈ N0 va�i

Sq2k(un) =

(
n

k

)
un+k i Sq2k+1(un) = 0.

15. Neka je M zatvorena povezana mnogostrukost dimenzije n. Dokazati da za svako k ∈ {0, 1, . . . , n}
postoji jedinstvena klasa vk ∈ Hk(M ;Z2) sa svojstvom da je

Sqkx = vk · x, za sve x ∈ Hn−k(M ;Z2),

gde je sa · oznaqen ,,kap” proizvod.



Napomena: Klasa vk iz ovog zadatka naziva se k-tom Vuovom klasom mnogostrukosti M .

16. Dokazati da u Stinrodovoj algebri A2 va�e slede�e relacije:
• Sq2m−1Sqm = 0 (m ⩾ 1);
• Sq2m−2Sqm = Sq2m−1Sqm−1 (m ⩾ 1);
• Sq2m−3Sqm = Sq2m−1Sqm−2 (m ⩾ 2);
• Sq2m−4Sqm = Sq2m−1Sqm−3 + Sq2m−2Sqm−2 (m ⩾ 3).

17. Neka je n ∈ N i M zatvorena povezana mnogostrukost dimenzije 2n takva da je Hi(M ;Z2) = 0 za
1 ⩽ i ⩽ n− 1 i Hn(M ;Z2) ∼= Z2. Dokazati da je n stepen dvojke.

18. Neka su topoloxki prostor X, m ∈ N i α ∈ Hm(X;Z) takvi da je, kao gradirana Z-algebra,
H∗(X;Z) ∼= Z[α] ili H∗(X;Z) ∼= Z[α]/(αn+1) za neko n ⩾ 2. Dokazati da je m = 2k za neko k ∈ N.

Napomena: Pod navedenim uslovima, sve homoloxke grupe prostora X moraju biti konaqno generisane
(propozicija 3F.12 kod Heqera, str. 318).

19. Neka je p : Sn → RPn poznato dvolisno natkrivaǌe (p(x) = [x], x ∈ Sn), tj. raslojeǌe sa slojem S0.
(a) Dokazati da je Ojlerova klasa (za Z2 koeficijente) ovog raslojeǌa netrivijalna.
(b) Odrediti homomorfizam Hn(Sn;Z2) → Hn(RPn;Z2) iz Gisinovog niza raslojeǌa p.

20. Neka je M mnogostrukost, n ∈ N i p : S2n+1 → M raslojeǌe sa slojem S1.

S1 S2n+1// S2n+1

M

p

��

(a) Dokazati da je mnogostrukost M prosto povezana.
(b) Dokazati da, za svaki komutativan prsten R, postoji izomorfizam gradiranih R-algebri:

H∗(M ;R) ∼= H∗(CPn;R).

Napomena: Kako gorǌe raslojeǌe svakako postoji u sluqaju M = CPn, to ovaj zadatak daje jox jedan
naqin odre�ivaǌa kohomoloxke algebre H∗(CPn;R) (na isti naqin mogu se odrediti i kohomoloxke
algebre H∗(RPn;Z2) i H∗(HPn;R)).

21. Neka je n ∈ N.
(a) Dokazati da identifikacija C2n+2 ∼= Hn+1 indukuje neprekidno preslikavaǌe p : CP2n+1 → HPn.

C2n+2 \ {0} Hn+1 \ {0}
∼= // Hn+1 \ {0}

HPn

����

C2n+2 \ {0}

CP2n+1

����
CP2n+1 HPnp //_____

(b) Dokazati da je p raslojeǌe sa slojem CP1 ≈ S2.

S2 CP2n+1// CP2n+1

HPn

p

��

(v) Dokazati da je p∗ : H4(HPn;Z3) → H4(CP2n+1;Z3) izomorfizam.
(g) Ako je n ⩾ 2, dokazati da je Stinrodov stepen P1 : H4(HPn;Z3) → H8(HPn;Z3) izomorfizam.
(d) Ako je n ⩾ 2 i w ∈ H4(HPn;Z3) generator, dokazati da ne postoji (neprekidno) preslikavaǌe

f : HPn → HPn takvo da je f∗(w) = −w.
(�) Ako je n ⩾ 2 i w ∈ H4(HPn;Z) generator, dokazati da ne postoji (neprekidno) preslikavaǌe

f : HPn → HPn takvo da je f∗(w) = −w.

22. Neka je n ∈ N i
Sn−1 E// E

B

p

��

raslojeǌe sa slojem Sn−1, pri qemu je H∗(B;Z2) konaqne dimenzije (kao vektorski prostor nad Z2). Neka
je p∗ : H∗(B;Z2) → H∗(E;Z2) indukovani morfizam kohomoloxkih algebri.



(a) Dokazati da je i dim
(
H∗(E;Z2)

)
konaqna.

(b) Dokazati da za svako k ∈ Z postoji kratak taqan niz oblika

0 → coker

(
p∗ : Hk+n−1(B;Z2) → Hk+n−1(E;Z2)

)
−→ Hk(B;Z2) −→ ker

(
p∗ : Hk+n(B;Z2) → Hk+n(E;Z2)

)
→ 0.

(v) Dokazati da postoji kratak taqan niz oblika

0 → coker p∗ −→ H∗(B;Z2) −→ ker p∗ → 0.

(g) Dokazati da je dim
(
H∗(E;Z2)

)
= 2 · dim(im p∗).


