KOXOMOJIOTMJA (3amauu 3a ucnur)

1. Heka je R romyrartmBan npcred (¢ jemuaunom). Ako je M caoboman R-momyn pamra 1 (Tj. croGoman
nukiandan R-monyn) u {my} jenna merosa 6a3za, onma numemo M = R(myg).

(a) Hera je M R-monmyn u mg € M. Ilokazaru na je M = R(mg) ako 1 caMO akO IOCTOJU M30MODPQU3aM
R-vonyna ¢ : R — M takaB na je p(1) = mg (cnomHo MHOMkEeme y R-monyny R meduuucano je momohy
YHyTpalliher MHOKEHmA y npcreny R: rs:=71-s, r,s € R).

(6) Axo cy M u N cnobomau nukanuan R-monymu u f € Homp(M, N), nokasatu ma cy caenelia yerupn
ycaoBa MehycoOHO eKBUBaJIEHTHA:

(1) f je enumopdusam;

(2) f je uzomopduszam;

(3) ako je M = R(my), ouzna je N = R(f(mo));
(4) Homp(M,N) = R(f).

2. Hera je X myTHO moBesaH IpOCTOp U R KOMyTATUBAH IPCTEH Takas na je rpamupanu R-monyn H*(X; R)
KOHAYHOT Tuna u caobonan y csum aumensujama (H™(X; R) je cnoboman R-momyun 3a cse n € Np).
(a) Ako je u Y myrtHO mosesan mpoctop, i1 : X — X X Y yraname maro ca i1(x) = (z,y0), * € X (3a Heko
Yo € Y), m camuno, iz : Y — X XY, is(y) = (x0,y), y € Y (3a HeKRO 9 € X), moKa3zaTh ma ce CBaKa
[O3UTUBHO AUMeH3MOoHaJHa kiaaca a € H*(X X Y; R) Moke IpencTaBUTH y OBIUKY

a=ij(a) x 1+1xi3(a) + > a} xal,
7

rae cy a; € H*(X; R) u a] € H*(Y; R) HeKe HO3UTUBHO AVMEH3MOHAJHE Kiace (CyMa y OBOj jeIHAKOCTH
je KoHauHAa, a MOKe OUTU W Ipa3Ha, Tj. jeQHAKA HYJIN).

(6) Ako je X (cnabu) H-upocrop, youmMo xomMoMop¢uszaMm rpamupanux R-amrebpu A : H*(X;R) —
H*(X;R)®p H*(X; R) maT Ka0 KOMIO3UIMja

*

H*(X;R) —2~ H*(X x X;R)

X

H*(X;R)®r H*(X; R),

rae je p @ X x X — X omepammja H-upocropa, a X ,kpoc” mpoussox (kKoju je m3omMopdusam IO
Kunerosoj ¢opmynu). Ilokazatu na 3a CBaKy NO3UTUBHO NUMEH3UOHAJHY kiaacy «a € H*(X; R) mocroje
[O3UTUBHO IUMEH3NOHAJHE Kuace o, o € H*(X; R) Takse na je

A(a):a@l—i—l@a—i-z:a;@a;'.
i

Hanomena: Tspbheme (6) oBor 3amaTka 3ampaBo kKa3dyje na je, moj HaBeneHuM ycuaosBuma, H*(X; R) jemna
(moeesana) Xongosea anzebpa (orynma u cnoso ,X” y maszuy H-upocropa).

3. (a) Herka cy X u Y nyrHO moBe3anu npocropu ¢ 6a3uuM taukama To € X 1 yo € Y TakBuUM Aa Cy HapOBU
(X,20) u (Y,yo) nobpu u mera je j: X VY — X x Y mpupommo yraname (j(X VYY) = X x {yo} U{xo} xY).
Axo je R romyTaTmBaH TpCTeH (C jeIMHMNOM) TakaB na je 6ap jeman on rpaampanux R-monmyna H*(X;R) m
H*(Y'; R) KoHauHOr Tuna 1 cI0604aH y CBUM IuMeH3mjaMa, 1 ako je HF(X;R) =03a cee k <mu H*(Y;R) =0
3a cee k < n (m,n € N), nokazaru je j*: H*(X x Y; R) — H*(X VY; R) usomopdusam 3a cse k < m + n.

(6) 3a xoje m,n € Ny je S™ V S™ perparr oxg S™ x S™?

4. Hera je X CW-kommiekc u R KoMyTaTuBaH IPCTEH ¢ jenuHUAnOM. 3a p € Ny mepunumemo
FPH* :=ker (H*(X;R) = H*(X*"'; R)),
rae je XP~! (p— 1)-crener on X (moapasymesamo ma je X! = (), a Mopdusam y 3arpaau UHIYKOBAH WHKIY-
smjom XP~1 — X,
(a) Horazaru nma je {FPH*},cn, jenna guampayuja R-monyna H*(X; R), 1j. na Baxu
H*(X;R)=F°H* D F'H*DF?H* D> ... D FPH* D FPT'H* D ...,
(6) Axo je 3a p,n € Ny, FPH" := FPH* N H"(X; R), nokazatu na je FPH™ =0 gan rox je p > n.
() Axo cy a € FPH* u b € FI1H*, nokasaTu Ja 3a BUXOB ,Kall’ TPOU3BOM BaXku a - b € FPTIH*.

Hanomena: CpojcTBo m3 mena (B) OBOr 3aJaTKa MO:Ke ce W OBako (popmymmcarm: FPH* - F1H* C FPTIH* (3a
cse p,q € Ny); ay Toj curyanuju ce kae na je {FPH"}pcn, jenna cmabuana punrpamuja R-anre6pe H*(X; R).

5. Ako ce kparak Ttavan Hn3 AGenosux rpymna 0 - G — H — K — 0 mena, mokasatu ma je omrosapajyhu
Bokmrajros xomomopdusam 3 : H™(C; K) — H"!(C;G) TpuBmjanam 3a cBe JaHJIacTe KOMIUIEKCE CJI0GOTHAX
AGenosux rpyna C u cse n € Z.

6. Heka je M 3aTBOpeHAa MHOTOCTPYKOCT AUMEH3HUje N U R KOMyTaTUBAH IPCTEH C j€TUHUIIOM.
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(a) Horazaru ma M rMa KOHAYHO MHOI'O KOMIIOHEHATA IIOBE3AHOCTU UM & je CBaKa O] BUX 3aTBODEHA
MHOTOCTPYKOCT OWUMEH3UjE 7.

(6) Horaszaru ma je M R-opujeHTAOMIHA aKO U CAMO aKO je CBaKa HeHa KOMIOHEeHTa R-opujeHtabuiHa.

(8) Hera je M R-opujentucana u uexa cy My, M, ..., M} cBe komnonenTe noseszanoctu on M (R-opujenra-
muja MHOrocrpykoctu M unnykyje R-opujenranuje cBux roMmmonenara My, Ma, ..., My). Axo cy [M] €

H,(M;R) u [Mj] € H,(M;; R), j = 1,k, onrosapajyhe ¢yrmamentamne knace u i; : M; — M, j =1k,

WHKJIy31j€e, TOKa3aT! 1a je

[M] = (i)« [M] + (i)« [Ma] + - -+ + (i)« [Mi]-

7. Axo je M sartBOopena opujeHTabuiana MHOrocrpykoct muMmensuje 2n (n € N) u ako je rpyna H,_1(M)
TOp3uOHO cioboana, nokazatu na je ouma u H, (M) Topsuono ciaobogua.

8. (a) Aro je M, opujerrabunza mospm poxa ¢ € N m R KOMyTaTUBaH IPCTEH, OMUCATH KOXOMOJIOIIKY
anrebpy H*(My; R). (3a ymyrcrBo, BumeTu 1. 3amarak kon Xedepa Ha cTpaHu 228.)

(6) Axo je N, meopujenrabuiana moBpm pona ¢ € N, onucaru koxomonomky anreopy H*(Ng;Zsz).

(8) Ompemuru Jbycrepuuk-ITaupenvanose kareropuje cat(M,y) u cat(Ny) 3a cBe g € N.
9. Jla nm je cycmeHsuja 3aTBOPEHE MOBE3aHE MOBPIIU MHOTOCTPYKOCT?!

10. (a) Hokasaru ga je, kao rpamupana Z-auare6pa, H*(RP*;Z) = Z[a]/(2a), |a] = 2.
(6) Omucaru xoxomouomke anre6pe H*(RP™;Z), n € N.
(B) Iokazatu ma cy xoxomosomke anre6pe H*(RP2+1:7) u H*(RP?* v §26+1, 7) mebycobuo msomoppue.

(r) Ila 7m cy 3a cBe KomyTaTuBHe mpcrere R, koxomosomke anrebpe H*(RP?AFL: R) u H*(RP?F v §2k+1: R)
n3omMopdue?

(n) Ia mu je RPZF+1 ~ RP2F v 526417

11. (a) Ako je k € Nu g: C?** — C?* mpecnaukasame mato ca
9(21, 22, 28, 245 -+« , 22k -1, 22k) = (=22, 21, —%4, %3, - - - , — 22k Z2k—1)5

NoKazaTu na ¢ uEAykyje (HempekmmHo) mpeciukasame g : CP2F—1 — CP2F—1,

Hera je cann € Nu f: CP" — CP" menperkumHo mpecinkaBame.

(6) Ilorazatu na je

tr(f., Hy(CP™)) = tr(f*, H*(CP"™;Z)), 3a cBe k€ Z

(tr(f., H,(CP™)) je Tpar xomomopdusma f. : Hy(CP™) — Hy(CP"), a tr(f*, H*(CP™;Z)) Tpar xomoMopdusma
f*: H*(CP™ Z) — H*(CP™; Z)).

(B) Axo je m = tr(f*, H*(CP™;Z)), mnokazatu na je tr(f*, H¥(CP";Z)) = m/ 3a cse j € {0,1,2,...,n}.

(r) Ia su CP™ umma cBojcTBO (uKCHE Tauke?

(m) Ha mum kBaTepHUOHCKN IpojekTusHU npocTtop HP™ mma cBojcTBO (ukcHe Tauke?

Hanomewna: 3a neo (x) oBOr 3amaTka HO3BOJLECHO je kopuctutu 21. 3anarak nox (b).

12. Jokasatu ma, 3a mato n € N, TOCTOju TAYHO jeqHA HETPUBHUjaJTHA KOXOMOJIOIIKA ONepaluja THUIa
(Za,n;Zs,n+1). Koja je To kKoxoMosomga omnepanuja?

13. Ako je u mMpoOM3BOJbHA MO3UTWBHO IVMMEH3MOHAJHA KOXOMOJIOIIKA Kiaca, MOKa3aTu ma 3a cse n,k € Ny

BaXKU 114 je
k

sq" () = (Sq;;f‘)z ! ;’;lz

14. Axo je (X, A) rononomkn map n v € H?(X, A; Zy) knaca Taksa na je Sqlu = 0, moxaszatu na 3a cee n € N

u cee k € Ny Basku
n

Sq%(u”) _ <k> un—i—k u Sq2k+1(un) =0.

15. Heka je M 3aTBOpeHa mOBe3aHa MHOrOCTPYyKOCT muMensuje n. IJlokaszaru na 3a csako k € {0,1,...,n}
nocToju jemuucTBeHa Kaaca vy € H¥(M;Z;) ca cBojctBOM ma je

S¢*r =wv -2, 3acme x € H"*(M;Zs),

rae je ca - O3HAYEH ,Kaml MTPOU3BO/I.



Hanomena: Kaaca vy m3 oBor 3amarka Has3uBa ce k-tom Byosom xaacom MHOTOCTPpYKOCTH M.

16. okazaru na y Crurponosoj aarebpu A, Baske cinenehe penamnuje:

o SIS =0 (m>1);
° Sq2mf2sqm — Sq2mflsqm71 (m > ]_)7
° Sq2m—35qm — Squ—ISqm—Q (m > 2)7
° Squ—4Sqm — Sq2m—1sqm—3 + Sq2m—25qm—2 (m > 3)

17. Hexra je n € N u M 3aTBOpeHa mOBe3aHA MHOTOCTDYKOCT muMeH3uje 2n Taksa ma je H'(M;Zo) = 0 3a
1<i<n—1u H*(M;Z3) 2 Z,. Iorazatu ma je n CTENEeH OBOJKE.

18. Hera cy romonomku npocrop X, m € N u a € H™(X;Z) raksBu na je, kao rpamupana Z-aureGpa,
H*(X;Z) = Z]a) wm H*(X;7Z) =2 Z[a]/(a™?) 3a mexo n > 2. Jokazatu na je m = 2F 3a mero k € N.

Hanomena: Tlon HaBe ieHUM yCI0BUMA, CBE XOMOJIOUIKE rpyne npoctopa X MOpajy OUTU KOHAUHO MeHEePUCAHE
(uponosunuja 3F.12 kon Xeuepa, cTp. 318).

19. Hexa je p: S™ — RP" nosnaro asosucuo HaTkpuBame (p(x) = [z], z € S™), Tj. pacaojeme ca ciojem S°.

a oka3aru na je OjunepoBa knaca (3a Zg Koe(UIUjeHTE) OBOT paciliojema HeTPUBU]AJIHA.
il ‘o O 7 . . .

IpequTy XOMOMOpP@pu3am 3 Li2) — ; Z2) n3 I'mcmHOBOT HU3a paciiojema P.
6) O H™(S™ Z H™(RP™; Z r J

20. Hexra je M mmorocrpyroct, n € N u p: S2"T1 — M pacuojeme ca cmojem S'.
Sl . S2n+1

P

M

(a) Hokasary na je MHOTOCTPYKOCT M mpOCTO moBesaHa.
(6) Iloraszatu ma, 3a CBAKM KOMYTATHUBAaH NpPCTeH R, mocroju mzomopdusam rpasupanux R-anreGpu:

H*(M;R) = H*(CP™; R).
Hanomena: Kako ropme paciojeme cBakako mocroju y cayuajy M = CP™, To oBaj 3amarak maje join jenasn

HaurH onpebuBama koxomomomke anareope H*(CP™; R) (Ha ucTM HAUMH MOTY C€ OOPEIUTH U KOXOMOJIOIIKE
anrebpe H*(RP";Zs) u H*(HP™; R)).

21. Heka je n € N.

(a) Iorazatu ma umentudurammja C2" T2 = H"H unnykyje menmpernmmo npecaukasame p : CP2n 1 — HP™,

C22\ {0} —— H"+1\ {0}

i i

cptl_ _ 2 _ . pgpn

(6) Ilokasatu ma je p paciojeme ca ciaojem CP! ~ 2.

529CP2n+1
lp
HP™
() Ilorazatu ma je p* : H*(HP"; Z3) — H*(CP?"*1; Z3) msomopduzam.
(r) Axo je n > 2, norkazatu ma je Ctunponos crenen P! : HA(HP";Z3) — H®(HP"; Z3) msomopduzam.
(n) Ako jen > 2 u w € H4(HP";Z3) reHepaTop, DOKA3ATU A& HEe MOCTOjU (HENPEKUAHO) NPEeCINKABaHe
f: HP™ — HP"™ rakxso na je f*(w)= —w.

(b) Ako je n > 2 mw w € H*(HP"™;Z) remeparop, NOKa3aTu Aa HE MOCTOju (HENPEKUIHO) HPECIUKABAHE
f: HP™ —» HP"™ rakso na je f*(w)= —w.

22. Heka je n € Nu
sl - E
P

B

pacmojeme ca caojem S" 1, mpu wemy je H*(B;Zsy) Konaune nuMensuje (Kao BEKTOPCKU mpocTop Hax Zp). Heka
je p* 1 H*(B;Zs) — H*(F;Z2) nanyroBann MOp(U3aM KOXOMOJIOMKAX aJreGpu.



(a) Horasaru na je u dim(H*(E;Zs)) konauna.
(6) Horaszaru ma 3a cBako k € Z MOCTOjU KPATAK TAdyaH HU3 OOJIUKA

0 — coker <p* : H¥=Y(B; Zy) — H* 1, Zg)> — H¥(B;Zy) — ker <p* : H¥(B; Zy) — HM(E; ZQ)> — 0.

(B) HorasaTm ma mOCTOju KpATak TadaH HU3 OOJIMKA
0 — cokerp* — H*(B;Zs) — kerp* — 0.
(r) Hoxrasatu ma je dim(H*(E;Zs)) = 2 - dim(imp*).



