Jomahwu 3amamu n3 OuursiemHe TonoJioruje

1. Heka je X Geckonauan ckyn u 7 tomosnoruja Ha X Koja caap:ku cBe HecKoHauHe moACKymoBe on X . Jlokazatu
na je 7 jemHaka DUCKpETHO] TomoJioruju Ha X.

2. Heka je X Tomosnomku npocrop u A C X.

(a) Hokaszaru ma je ckym A OTBODEH aKO U CAMO aKO He CaApP:KU HUjeIHY TadkKy ca CBoje rpasure (Tj. ako
u camo ako je ANJA = ().

(6) IHoraszatu na je ckym A 3aTBODEH aKO M CAMO aKO CAJADIKU LEJNy CBOjy rpaHumy (Tj. aKO U CaMO aKoO je
0A C A).

3. Heka je f: X — Y npecaukapame usmebhy romosomkux npocropa X u Y. Ilokasaru na je f HEOpEKUIHO
ako u camo ako 3a ceaku B CY sazu f~1(B) C f~1(B).

4. Hexka je f: R — R ¢yurumja nara ca:

x3—|—27, r<—3
flx) = 2, —-3<z<0
—Inx, x>0

(a) Crunuparu rpadpuk ¢pysruuje f.

(6) Hahwu orBopen ckyn V C R TakaB A2 f~1(V) muje orsopesn.
(8) Hahu cryn A C R rakas na f(A) € f(A).
(r)
(m)

Hahu ckyn B C R taxas na f~1(B) € f~1(B).
Ha au je f menpexkumua ¢GyHKITja?

5. Hera cy f,¢9 : R — R nse menperumne ¢pyurunuje taxse na je f(x) < g(x) 3a cee v € R. Ilokaszaru ma je
{(z,y) e R* | f(x) <y < g(z)} =R x (0,1).

6. Ilatu cy HOTHpOCTOpI/I eykmuacke pasam: A = {(z,y) €R? |0 <o <5 —2|yl}, B = {(x,y) € R? | 422 + 9y =
36}, C = S*\{(7: 75 5 D={(x,9,2) e R® [2® +y° <2 <6}, E=0D, F = {(z,y) € R | 0 <y < e},
G = {(z,y) € R? | xzy = 1}. TlomymuTu crenehy Tabemry, Koja ce TOMymAaBa TAKO MTO Cé Y CBAKO TOJhE yTmmre |
uiau |y 3aBUCHOCTU OJ TOTa Za JIU Cy oAroapajyhiu mpocTopu XoMeoMOp(HU UJIU HE.

Q

R? | R3 | D? | R x [0,+0) | {(z,y) € R? | |y| =1} | {(z,y) € R?| |y| > 1} | [0,1) | St | S? | T?

Q9| ™9 |Q|= |~

7. Ilatu cy nornpoctopu eykiuacke pasam: A = {(z,y) € R? |y >0,z +y <2,y —x < 2}, B= A\ {(0,1)},
C=A\{(z.y) €B? |y =0}, D= A\{(w,y) € B |y =1}, B= A\ {(z.y) € eR? [y =2}, F=<9A\{(x,y) € R?|
y =2}, G =0FE. llonyuutu cnenehy rabeny, Koja ce HOmyHmaBa TAKO IITO Ce y CBAKO NOJbe youime | uau Ly
3aBUCHOCTU O] TOTa Ja Ju Ccy oarosapajyhwu mpocropu xomeoMop(dHU MU HE.
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D? | Rx[0,+00) | {(z,y) eR? ||yl > 1} | {(z.9) eR?||y[ > 1} | [0,1) | ' | S' x[0,1)

Q| H|T|Q| T

8. Heka je X koMmakTas TONOJOMEKY IpOcTOp U Heka je C pamuianja (HEKUX) HBErOBUX 3aTBOPEHUX IOTIPOCTOPA
TakBa Ha 3a CBaky koHauny nondpamummmajy {C1,Ca,...,Ch} CC Baskn C1 NC2N---NC, # (. Iorasaru na je

NC #0.

9. Heka je X Xaysnop¢os npoctop n K C X meroB KOMIaKTaH IOACKYI.

(a) Ako je a € X\ K, nokazatu na nocroje orsoperu ckynosu U n V taksu na je K CU,a € VuUNV = .
(6) Axo je L jom jemam rommakram monckyn on X macjymkran ca K (K N L = ), nokasarm ma mocroje
orBopenu ckynosu U u V taxsu na je K CU, LCV uUNV =0.

10. lokazatu Teopemy o yeemuhy 3a myTHY moBe3aHOCT: Ako je X TONOJOMEM TPOCTOpP, A HEroB IIyTHO
nose3al moACKyn n {A)}rea daMmimja myTHO mOBe3aHuWx moACKymoBa on X Taksa ma je AN Ay # () 3a cse
A€ A, rana je u ckyn AU U A) myTHO TOBe3aH.

AEA

11. Heka je X Tomosomku nmpocTtop m ~ OumHapHA penanuja Ha X mepuHUCAHA CA: T ~ Y AKO IMOCTOJU IyT
w: I — X takaB na je w(0) =z u w(l) =y. Horaszaru na je ~ pejanuja €KBUBAJIECHI]E.

12. Heka cy f,¢9: X — R nBa HemperumgHa mpeciukaBama U3 MOBE3aHOr IpocTtopa X y peasHy IpaBy U HEKA
cy I'y,T'y C X x R muxosu rpadunu. Ako ce npeciauxasama f U g HOKIanajy y 6ap jemHoj rauxu (ako IOCTOjU
xo € X TakBo ma je f(xo) = g(xo)), morazaru na je I'y UT', moBesan mormpoctop npoussona X x R.

13. Akocy p: X - Y u q: Y — X HenmperkunHa npeciukaBama TakBa na je po g = Ly, mokaszatu na je p
KOJIMYHUYKO.

14. Heka je p: X — Y KOIMYHUYKO NpECIMKABaHe Opu yeMy je Y moBe3aH. AKO 3a cBako y € Y Baxku na je
ckyn p~ 1 ({y}) nosesan, nokazatu na je onna u X moBe3aH.

15. 3a cBaku o1 KOIUYHUUKKUX TpocTtopa X u Y ca ciuke
[EeCHO IOKA3aTU Ia je XOMeoMOop(paH jeZHOM OX IPOCTOpPa
ca cneneher cnucka (u ogpemuTu KojeMm).
e cpepa
OATUHIAD
Mebujycosa Tpaka
TOPYC
Knajmosa 6oma
MIPOjeKTUBHA PaBaH

16. Heka je G mose3an rpad.

(a) Axo ce cBaka mBa paziaumuuTa TeMeHa rpada G Mory cmojutu ca 6ap ABa €JIeMEHTAPHA JaHIA, TOKA3aTH
na y rpady G mema temena mnnerca 1 (a1(G) =0).

(6) Axo je a1(G) =0, ma au oHga 3a CBaka qBa pa3iIuduTa TeMeHa rpada G mocroje Gap ABa ejleMeHTapHA
JIAHIIA KOja UX cuajajy?



17. Heka je G rpad.

(a) Axo je G npBO, NOKa3aTU Ia 3a CBAKA [BA HErOBa PA3JIUYNTA TEMEHA MMOCTOJU je IMHCTBEHU €JIEMEHTAPHN
JlaHAIl KOJU UX CIaja.
(6) Axo 3a cBaka mBa pasmmumTa TeMeHa rpada G MOCTOjU jeIMHCTBEHN €JIeMEHTAPHY JAHAI KOJU UX CIaja,

u ako G HeMa merspu, gqokasaTtu na je G OpBo.
(8) Ia mm 6u Baskuao tBpheme mox (6) Ges mpernocraBke na G HeMa meTHU?

18. Ha mapennoj caunu gatu cy rpadosu Gi, G u Gs.

(a) Ompemutu OjaepoBe KApaKTEPUCTUKE OBUX Tpadosa.

(6) Koju on oBux rpagosa cy yaukypcanau? OHe KOju jecy HANPTATH ,,jeTHUM mOoTe30M” .
(B) Ha mm meby oBuM rpagosuma nma xoMeoMOpHUX?

(r) Kommko rpad Ga mma momrpadosa xomeomopduux ca S17?

(n) Komuko y rpady G2 nMa ejleMeHTapHUX JaHAIA KOjU MOBE3Y]y TeMe U ¢ TeMEHOM V7
(b) ¥ cBakom ox oBux rpadosa Hahu Mo jeIHO MAKCHMAJHO APBO.

19. 3a cBaku on HApeIHA TPU KOJIUYHMUKA IPOCTOPA NOKA3ATH Ja je XOMeOMOp({aH HEKOj 3aTBOPEHO] MOBPIIN

U ONPEIUTHU KOjOj.

1)

20. 3a CBaky OJ YETHPM KOJMYHMUYKA IPOCTOPA C HAPEAHE CJIWKE WUCIUTATH Aa JIU je XOMeOMOD(AaH HEKO]
3aTBOPEHO] MOBPIIU, ¥ CIydajy Oa jecTe OAPEAUTH KOjoj, M Hahu HEKU HeroB KOJUYHUYKA MOIEJ Yy PABHU.

[}
(1) . ? “

21. 3a cBakm O TPHW KOJIMWUYHMUYKA [OPOCTOPA C HAPENHE CJIMKE HCIUTATH Oa U je XOMEOMOD(AH HEKO]
3aTBOPEHO] MOBPIIN, V CIydajy Oa jeCTe OAPEAUTH KOjoj, M Hahu HEKU HeroB KOJUYHUYKA MOIEJ Yy PABHU.



22. Haru cy rpadosu G1, Gy u G5 (B. HApenHY CIUKY).

Gl:

(m)
(b)

Gy :

B o
w

Ogapenutu OjnepoBe KapakKTEePUCTUKE U XPOMATCKe OpojeBe oBUX r'padoBa.

Hahwu o jemsno mMakcuMmasiHO APBO y CBAKOM O OBUX I'padoBa.

Ila nu je rpad G yHukypcanan? AEKO jecTe, HAIpTATH r'a ,y jeAHOM IOTE3y”, a aKO HUje, JOIATH MY
HajMamu Moryhm 6poj mBunma Tako na mHoBomobujenu rpad G} Oyme yHUKypcasaH, Ta OHIA HAIPTATHA
G} ,y jemsoMm mote3sy”.

Ila nu je rpad G2 yHukypcamgan? Ako jecTe, HAUPTATU Ta ,y jeJHOM MOTe3y”, a aKko HUje, JOIAATU MY
HajmMamu Moryhu Opoj uBuna Tako ma HoBomoOujenu rpad G Oyme yHUKypcCaJiaH, Ia OHIA HAIPTATHA
G,y jemnoMm moTe3sy” .

Konuko y rpady (3 mMa ereMeHTApDHUX JAHANA KOJU CIajajy TeMe u C TeMEHOM w, & IpoJia3e KPOo3

Teme v7
Ha gu nocroju uBuna y rpa¢dy Gs dnmjum 6u ce m3banmBameM CMambUO XPOMATCKUA OPOj?

23. Heka je rpadp G nobujen on mucjyHKTHe yHuje mormyHOr rpada K, (n > 2) m mormyHOr OUmapTUTHOT
rpada K,,; (m,l > 1) tako mro je jemno teme rpagda K, CIOjEHO jeHOM MBUIOM Ca jeIHMM TEMEHOM rpada

K.

(a) Ompenutu xpomarcku 6poj rpada G.
(6) Axro cy mpupoanu GpojeBn m u | mapHu, a n HemapaH, HoKaszaTu aa je rpad G yHUKypcasas.

24. Axo mpoct rpad mMa n TeMeHa M XPOMATCKU OPOj 2, KOJIUKO MAKCUMAJHO WUBUIA

MOKe UMAaTH! Taj rpad?

25. Ha uprexky nmecno mara je jemna mana y paBHu. OapenuTu BeH XPOMATCKU OpOj.
(Goju ce u HeOrpaHWYEHU PErUOH.)

26. Ha mapenmoj caumm jgeBO mara je jenHa Mama y paBHU.

(a) IIpaBunno 0GojuTH OBY Maly ca dyerupu 6oje.

(6

r

)
(»)
(r)

Hampraru nyamssm rpad oBe marme.

IlorkazaTu Ja ce OHA HE MOYKe IPABUJIHO 0bojuTu ca Tpu Ooje.

YKIOHATHU jeNHY MBUIy U3 I'paa Ha CIWUIM TaKO & Ce HOBOJLOOMjeHa Mama
MOsKe TpaBUIIHO 0bojuty momohy Tpu Goje.



27. Oppenutu XpoMaTCKX OPOj Male Ha IPETXOMHO] CINON LECHO U HANIPTATH HEH NYATIHU rpad.

28. Hahwu majBehie n TakBo ma ce mormyHu rpad Hang n TemeHa K, Moske Haupratu 6e3 caMoIpeceka Ha
npojextusnoj pasau RP? (1j. mahu max{n | noctoju yraname K,, — RP?}).

29. Hera je mara Mama ¢ Ha (HEKOj) MOBPINM TaKBa Ia 3a CBAKa IBa H-EHA CyCENHA PErMOHA BAKU 1a Dap
jeman on HUX MMa yKyIHO HajBuile Tpu rpanuune usune. Jlokaszatu ma je col(p) < 4.

30. Hekacy f: X Y X Zug: X — Y X Z Henperuana npeciukaBama U py : Y X Z =Y upy Y X Z — Z
npojeknuje. Jloka3atu na je f ~ g ako u caMo je py o f ~pyogupgzof>~pgog.

31. Heka je X moBesan Tomosomku npoctop u f,g: X — S™ nBa HenmpekugHa nNpeciukaBama. AKO Ipeciuka-
Bame [ HHMje XOMOTOIHO HU Ca ¢ HU ca —g, JOKa3aTu Aa moctoju xg € X takso xa je f(xo) L g(zo).

32. Jlato je mpecaukasame f : R3 — R® ca f(x1,22,23) = (21 + 1,22 + 1,23 + 1) (Tpamciamuja 3a BexTop
(1,1,1)). Hokazaru na je ca g(z) := % n06pO MepUHNCAHO HEMPEKUIHO mpeciukaBame ¢ : 52 — S? koje je

XOMOTOIICKH TpI/IBI/Ij AJIHO.

33. Oppenuty ¢pyHmamMeHTaJHE T'pyne n abennsanuje Tnx QyH-
NaMEHTAJHUX I'Pylia 3a CBe 3aTBOPEHE IOBe3aHe IOBPIIN. B -

34. Ha coumu mecHO maTu Cy KOJMUIHUYKU TpocTopu X m Y

. . X ﬂﬁ B Y:
(upocrop X je KOUMYHMK KBaapara, a NpocTop Y je KOIWYHUK H

MUINHIPA) .

(a) Ompenutu OjnepoBe KapakTepUCTUKE, (yHIAMEHTAIHE B
Ipyle OBUX IIPOCTOpa, Kao u abenusamnuje Ttux QyHIaA-
MEHTAJIHUX TPyTIa.

(6) Oa mm je X = Y7

(8) Ila mu je X ~ RP??

35. aru cy xkomuunuuku npoctopu X, Y u Z (X u Z ¢y xonuduunu topyca, a Y je mobujeH Tako IITo Cy ca
cepe uzbauena nBa OTBOPEHA MUCKA Ila Ha PyOy NOOHUjeHe MOBPIIM yBEICHA HA3HAUECHA UICHTU(GUKAIM]A).

S N\

-~

(a) Ompenutu OjaepoBe KapakKTEPUCTUKe U (PyHIAMEHTAJHE I'PYIe OBUX IPOCTOPA.
(6) Ia snu je HEKM O OBUX IIPOCTOPA XOMEOMOD(aH HEKO] 3aTBODPEHOj HOBDIIM?



(8) Ha mu meby oBum mpoctopuma uma mMehycobro xomeoMop pamx?

36. Ompemuru OjmepoBe KapaKTEpUCTUKE, (yHIAMEHTAJHE I'PYIe, KA0 U BUXOBe abesusanuje, 3a YeTUPU
npoctopa u3 20. 3amaTka.

37. Ogpemutu OjnepoBe KapakTepUCTUKE, GpyHIAMEHTAJIHE I'PyIe, KA0 U BUXOBe abeian3anuje, 3a TPU MPOC-
Topa u3 21. 3amaTka.

38. Iloka3zaTu ma je CBaka PETPAKIUja KOJIUYHUYKO MPECIUKABALE.

39. Axo jen € Nu f: D2 — D? HenpekumHO IpecIuMKaBame, NOKA3aTH 2 IOCTOju To € D? Takso ma je

l[zoll = I[f (o) |-

40. Axo je 53 ={(z,y,2) € S* | 220}, S2 = {(z,y,2) € S? | 2 <0} m f: 57 — S2 HempermIHO IpecTMKABaBE,

IOKA3aTU N3 IMOCTOJU TadKa U € 5’42_ TakBa ga je BekTop uf(u) mapaJsenaH ca z-ocoM (IOAPa3yMeBAMO A je
HYJIa-BEKTOD MAPAJIENaH Ca CBAKOM IPABOM ).

41. HNare cy spysaune y pasau K; := {(z,y) € R? | (z —1)? +y* =1} u Ko := {(z,y) € R? | (z + 1) +¢*> = 1}.
Hera je f : S' — K; U Ky menpekumao pecamkasame. Axo xoopmunatau noderak O(0,0) ¢ f(S!), mokazatm
ma mocToju Tauka 2o € S TarBa ma je f(z0) = f(—20).

42. Hexa je f: S? — R3 mempernano mpeciukaBame TakBo ma je f(u) # f(—u) 3a cse u € S?. Jlokasatu ma
noctoju ug € S? TakBo ma je mpasa onpebena Taurama f(ug) u f(—ug) HOpManHa Ha paBan o = {(z,y,2) € R |
xr+y+z=0}



