
Doma�i zadaci iz Oqigledne topologije

1. Neka je X beskonaqan skup i T topologija na X koja sadrжi sve beskonaqne podskupove od X. Dokazati
da je T jednaka diskretnoj topologiji na X.

2. Neka je X topoloxki prostor i A ⊆ X.

(a) Dokazati da je skup A otvoren ako i samo ako ne sadrжi nijednu taqku sa svoje granice (tj. ako
i samo ako je A ∩ ∂A = ∅).

(b) Dokazati da je skup A zatvoren ako i samo ako sadrжi celu svoju granicu (tj. ako i samo ako je
∂A ⊆ A).

3. Neka je f : X → Y preslikavaǌe izme�u topoloxkih prostora X i Y . Dokazati da je f neprekidno
ako i samo ako za svaki B ⊆ Y vaжi f−1(B) ⊆ f−1(B).

4. Neka je f : R → R funkcija data sa:

f(x) =







x3 + 27, x 6 −3
2, −3 < x 6 0

− lnx, x > 0
.

(a) Skicirati grafik funkcije f .
(b) Na�i otvoren skup V ⊆ R takav da f−1(V ) nije otvoren.

(v) Na�i skup A ⊆ R takav da f(A) * f(A).

(g) Na�i skup B ⊆ R takav da f−1(B) * f−1(B).
(d) Da li je f neprekidna funkcija?

5. Neka su f, g : R → R dve neprekidne funkcije takve da je f(x) < g(x) za sve x ∈ R. Dokazati da je
{(x, y) ∈ R2 | f(x) < y < g(x)} ≈ R× (0, 1).

6. Dati su potprostori euklidske ravni: A = {(x, y) ∈ R2 | 0 6 x 6 5 − 2|y|}, B = {(x, y) ∈ R2 | 4x2 + 9y2 =
36}, C = S2 \ {( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)}, D = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 < z < 6}, E = ∂D, F = {(x, y) ∈ R2 | 0 < y 6 ex},

G = {(x, y) ∈ R2 | xy = 1}. Popuniti slede�u tabelu, koja se popuǌava tako xto se u svako poǉe upixe ⊤
ili ⊥ u zavisnosti od toga da li su odgovaraju�i prostori homeomorfni ili ne.
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7. Dati su potprostori euklidske ravni: A = {(x, y) ∈ R2 | y > 0, x + y 6 2, y − x 6 2}, B = A \ {(0, 1)},
C = A \ {(x, y) ∈ R2 | y = 0}, D = A \ {(x, y) ∈ R2 | y = 1}, E = A \ {(x, y) ∈ R2 | y = 2}, F = ∂A \ {(x, y) ∈ R2 |
y = 2}, G = ∂E. Popuniti slede�u tabelu, koja se popuǌava tako xto se u svako poǉe upixe ⊤ ili ⊥ u
zavisnosti od toga da li su odgovaraju�i prostori homeomorfni ili ne.
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8. Neka je X kompaktan topoloxki prostor i neka je C familija (nekih) ǌegovih zatvorenih potprostora
takva da za svaku konaqnu podfamiliju {C1, C2, . . . , Cn} ⊆ C vaжi C1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ Cn 6= ∅. Dokazati da je
⋂

C 6= ∅.

9. Neka je X Hauzdorfov prostor i K ⊆ X ǌegov kompaktan podskup.

(a) Ako je a ∈ X \K, dokazati da postoje otvoreni skupovi U i V takvi da je K ⊆ U , a ∈ V i U ∩V = ∅.
(b) Ako je L jox jedan kompaktan podskup od X disjunktan sa K (K ∩ L = ∅), dokazati da postoje

otvoreni skupovi U i V takvi da je K ⊆ U , L ⊆ V i U ∩ V = ∅.

10. Dokazati Teoremu o cveti�u za putnu povezanost: Ako je X topoloxki prostor, A ǌegov putno
povezan podskup i {Aλ}λ∈Λ familija putno povezanih podskupova od X takva da je A ∩ Aλ 6= ∅ za sve

λ ∈ Λ, tada je i skup A ∪
⋃

λ∈Λ

Aλ putno povezan.

11. Neka je X topoloxki prostor i ∼ binarna relacija na X definisana sa: x ∼ y ako postoji put
ω : I → X takav da je ω(0) = x i ω(1) = y. Dokazati da je ∼ relacija ekvivalencije.

12. Neka su f, g : X → R dva neprekidna preslikavaǌa iz povezanog prostora X u realnu pravu i neka
su Γf ,Γg ⊂ X ×R ǌihovi grafici. Ako se preslikavaǌa f i g poklapaju u bar jednoj taqki (ako postoji
x0 ∈ X takvo da je f(x0) = g(x0)), dokazati da je Γf ∪ Γg povezan potprostor proizvoda X × R.

13. Ako su p : X → Y i q : Y → X neprekidna preslikavaǌa takva da je p ◦ q = 1Y , dokazati da je p
koliqniqko.

14. Neka je p : X → Y koliqniqko preslikavaǌe pri qemu je Y povezan. Ako za svako y ∈ Y vaжi da je
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skup p−1({y}) povezan, dokazati da je onda i X povezan.

15. Za svaki od koliqniqkih prostora X i Y sa slike
desno dokazati da je homeomorfan jednom od prostora
sa slede�eg spiska (i odrediti kojem).

• sfera
• cilindar
• Mebijusova traka
• torus
• Klajnova boca
• projektivna ravan

16. Neka je G povezan graf.

(a) Ako se svaka dva razliqita temena grafa G mogu spojiti sa bar dva elementarna lanca, dokazati
da u grafu G nema temena indeksa 1 (a1(G) = 0).

(b) Ako je a1(G) = 0, da li onda za svaka dva razliqita temena grafa G postoje bar dva elementarna
lanca koja ih spajaju?



17. Neka je G graf.

(a) Ako je G drvo, dokazati da za svaka dva ǌegova razliqita temena postoji jedinstveni elementarni
lanac koji ih spaja.

(b) Ako za svaka dva razliqita temena grafa G postoji jedinstveni elementarni lanac koji ih spaja,
i ako G nema petǉi, dokazati da je G drvo.

(v) Da li bi vaжilo tvr�eǌe pod (b) bez pretpostavke da G nema petǉi?

18. Na narednoj slici dati su grafovi G1, G2 i G3.
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(a) Odrediti Ojlerove karakteristike ovih grafova.
(b) Koji od ovih grafova su unikursalni? One koji jesu nacrtati ,,jednim potezom”.
(v) Da li me�u ovim grafovima ima homeomorfnih?
(g) Koliko graf G2 ima podgrafova homeomorfnih sa S1?
(d) Koliko u grafu G2 ima elementarnih lanaca koji povezuju teme u s temenom v?
(�) U svakom od ovih grafova na�i po jedno maksimalno drvo.

19. Za svaki od naredna tri koliqniqka prostora dokazati da je homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi
i odrediti kojoj.
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20. Za svaki od qetiri koliqniqka prostora s naredne slike ispitati da li je homeomorfan nekoj
zatvorenoj povrxi, u sluqaju da jeste odrediti kojoj, i na�i neki ǌegov koliqniqki model u ravni.
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21. Za svaki od tri koliqniqka prostora s naredne slike ispitati da li je homeomorfan nekoj
zatvorenoj povrxi, u sluqaju da jeste odrediti kojoj, i na�i neki ǌegov koliqniqki model u ravni.
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22. Dati su grafovi G1, G2 i G3 (v. narednu sliku).
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(a) Odrediti Ojlerove karakteristike i hromatske brojeve ovih grafova.
(b) Na�i po jedno maksimalno drvo u svakom od ovih grafova.
(v) Da li je graf G1 unikursalan? Ako jeste, nacrtati ga ,,u jednom potezu”, a ako nije, dodati mu

najmaǌi mogu�i broj ivica tako da novodobijeni graf G′
1 bude unikursalan, pa onda nacrtati

G′
1 ,,u jednom potezu”.

(g) Da li je graf G2 unikursalan? Ako jeste, nacrtati ga ,,u jednom potezu”, a ako nije, dodati mu
najmaǌi mogu�i broj ivica tako da novodobijeni graf G′

2 bude unikursalan, pa onda nacrtati
G′

2 ,,u jednom potezu”.
(d) Koliko u grafu G3 ima elementarnih lanaca koji spajaju teme u s temenom w, a prolaze kroz

teme v?
(�) Da li postoji ivica u grafu G3 qijim bi se izbacivaǌem smaǌio hromatski broj?

23. Neka je graf G dobijen od disjunktne unije potpunog grafa Kn (n > 2) i potpunog bipartitnog
grafa Km,l (m, l > 1) tako xto je jedno teme grafa Kn spojeno jednom ivicom sa jednim temenom grafa
Km,l.

(a) Odrediti hromatski broj grafa G.
(b) Ako su prirodni brojevi m i l parni, a n neparan, dokazati da je graf G unikursalan.

24. Ako prost graf ima n temena i hromatski broj 2, koliko maksimalno ivica
moжe imati taj graf?

25. Na crteжu desno data je jedna mapa u ravni. Odrediti ǌen hromatski broj.
(Boji se i neograniqeni region.)

26. Na narednoj slici levo data je jedna mapa u ravni.

(a) Pravilno obojiti ovu mapu sa qetiri boje.
(b) Nacrtati dualni graf ove mape.
(v) Dokazati da se ona ne moжe pravilno obojiti sa tri boje.
(g) Ukloniti jednu ivicu iz grafa na slici tako da se novodobijena mapa

moжe pravilno obojiti pomo�u tri boje.
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27. Odrediti hromatski broj mape na prethodnoj slici desno i nacrtati ǌen dualni graf.

28. Na�i najve�e n takvo da se potpuni graf nad n temena Kn moжe nacrtati bez samopreseka na
projektivnoj ravni RP2 (tj. na�i max{n | postoji utapaǌe Kn →֒ RP2}).

29. Neka je data mapa ϕ na (nekoj) povrxi takva da za svaka dva ǌena susedna regiona vaжi da bar
jedan od ǌih ima ukupno najvixe tri graniqne ivice. Dokazati da je col(ϕ) 6 4.

30. Neka su f : X → Y × Z i g : X → Y × Z neprekidna preslikavaǌa i pY : Y × Z → Y i pZ : Y × Z → Z
projekcije. Dokazati da je f ≃ g ako i samo je pY ◦ f ≃ pY ◦ g i pZ ◦ f ≃ pZ ◦ g.

31. Neka je X povezan topoloxki prostor i f, g : X → Sn dva neprekidna preslikavaǌa. Ako preslika-
vaǌe f nije homotopno ni sa g ni sa −g, dokazati da postoji x0 ∈ X takvo da je f(x0) ⊥ g(x0).

32. Dato je preslikavaǌe f : R3 → R3 sa f(x1, x2, x3) := (x1 + 1, x2 + 1, x3 + 1) (translacija za vektor

(1, 1, 1)). Dokazati da je sa g(x) := f(x)
‖f(x)‖ dobro definisano neprekidno preslikavaǌe g : S2 → S2 koje je

homotopski trivijalno.
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33. Odrediti fundamentalne grupe i abelizacije tih fun-
damentalnih grupa za sve zatvorene povezane povrxi.

34. Na slici desno dati su koliqniqki prostori X i Y
(prostor X je koliqnik kvadrata, a prostor Y je koliqnik
cilindra).

(a) Odrediti Ojlerove karakteristike, fundamentalne
grupe ovih prostora, kao i abelizacije tih funda-
mentalnih grupa.

(b) Da li je X ≈ Y ?
(v) Da li je X ≈ RP2?

35. Dati su koliqniqki prostori X, Y i Z (X i Z su koliqnici torusa, a Y je dobijen tako xto su sa
sfere izbaqena dva otvorena diska pa na rubu dobijene povrxi uvedena naznaqena identifikacija).
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(a) Odrediti Ojlerove karakteristike i fundamentalne grupe ovih prostora.
(b) Da li je neki od ovih prostora homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi?



(v) Da li me�u ovim prostorima ima me�usobno homeomorfnih?

36. Odrediti Ojlerove karakteristike, fundamentalne grupe, kao i ǌihove abelizacije, za qetiri
prostora iz 20. zadatka.

37. Odrediti Ojlerove karakteristike, fundamentalne grupe, kao i ǌihove abelizacije, za tri pros-
tora iz 21. zadatka.

38. Dokazati da je svaka retrakcija koliqniqko preslikavaǌe.

39. Ako je n ∈ N i f : D2 → D2 neprekidno preslikavaǌe, dokazati da postoji x0 ∈ D2 takvo da je
‖x0‖ = ‖f(x0)‖n.

40. Ako je S2
+ = {(x, y, z) ∈ S2 | z > 0}, S2

− = {(x, y, z) ∈ S2 | z 6 0} i f : S2
+ → S2

− neprekidno preslikavaǌe,

dokazati da postoji taqka u ∈ S2
+ takva da je vektor

−−−→
uf(u) paralelan sa z-osom (podrazumevamo da je

nula-vektor paralelan sa svakom pravom).

41. Date su kruжnice u ravni K1 := {(x, y) ∈ R2 | (x − 1)2 + y2 = 1} i K2 := {(x, y) ∈ R2 | (x+ 1)2 + y2 = 1}.
Neka je f : S1 → K1 ∪K2 neprekidno preslikavaǌe. Ako koordinatni poqetak O(0, 0) /∈ f(S1), dokazati
da postoji taqka z0 ∈ S1 takva da je f(z0) = f(−z0).

42. Neka je f : S2 → R3 neprekidno preslikavaǌe takvo da je f(u) 6= f(−u) za sve u ∈ S2. Dokazati da
postoji u0 ∈ S2 takvo da je prava odre�ena taqkama f(u0) i f(−u0) normalna na ravan α = {(x, y, z) ∈ R3 |
x+ y + z = 0}.


