TEOPMNJA XOMOTOIINIJE — JOMATUN 3AITAIIN

1. Heka je p: E — B ¢ubpamuja u f : X — B (HenpeKkugHo) IPeCIUKABARE.

(a) Axo je f X — F nmommsame IpecauKaBama [ 10 Ha XOMOTONH]Y (po f ~ f), mOKa3zaTu ma mOCTOjU

npaso momusame [ : X — E npecaukasama f (po f f) TaxBo na je f f

E E
~ /1
~ f - ~
lp pof=f P b pof=1f
// f
X—8B X B

(6) Arko je g: X - B u g~ f, nokazatu na ce g nogmwke no F axo u camo axo ce [ mommwxke no E.

2. Heka je i : A — X xopubpamuja u f: A — Y (HEeIpeRUIHO) NPECIUKABAKE.

(a) Axko je f: X — Y mpomupeme npecaukaBama [ 10 HA XOMOTOIM]Y (f f), morazatm ma mocroju

014
npaso npommupeme f: X — Y mpeciurasama f (foi= f) Tarso ma je f =~ ]?

~
o
~
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~
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(6) Ako je g: A—Y u g~ f, norazatu ga ce g npomwupyje Ha X axo u camo ako ce f mpomwupyje Ha X.

3. Hera je A sarBopen mornpoctop oxm X takaB ma nap (X,A) mMa CBOjCTBO HPOUIMPEHA XOMOTOIU)E
(uaraysuja j: A <— X jecre kopubpauuja).

(a) Aro je j1 : X — C; = X UCA nurinysuja (IpupomHo yramame) npocropa X y KOHYC NPECIUKABamba j,
MOKa3aTu na je m j; Kodpubpamuja. [Ynyrcrso|

(6) Horaszaru ma je u maraysuja CA — X UCA raxobe ropubparnmja.

(B) Hera je Cj, = (X UCA)UCX xonyc npeciukasama ji, he : (X UCA)UCX — SA npecnukaBame u3
OBOT KOHycCa y cycuensujy on A nobujeno ckymmamem kouyca CX y Tauky u ¢z : (X UCA)UCX — SX
npecinKaBame Koje ce nobuja ckymmbamem nornpocropa X UCA y tauky. lokaszatu na je Sjorohs ~ g,
rae je Sj: SA — SX cycnensuja unkaysuje j (Sjla,t] = [j(a),t] = [a,t]), a r : SA — SA peduercuja
(rla,t] = [a,1—1]).

(r) Axo je Y myTHO moBe3aH IPOCTOp, Ookasary aa nocroju (Ilyneos) tavaH Hu3:

15X, Y] - (54, Y] — [X/4,Y] L~ [X,¥] > [A, 7],

rae je ¢ : X — X/A npuponna cypjerimja. [YmyTcTBO|
(n) Popmynmucaru U HOKA3aTU CBOJCTBO IPUPOAHOCTU IIyIeoBOr TayHOT HU3A.

4. Hexa je f: X — Y menpexmmuo npecimurasame. O3naunmo ca j: X — My IpupomHO yTamame IPOCTOpa
X y munmumagap npecmukasamwa f, My = (X x IUY)/(z 0)~f(@), J(x) := [(z,1)], 2 € X. Hera je iy : Y < My,
iyv(y) = [y], y € Y, npuponuo yramame mpocropa Y y My, a hy : My — Y meMmy nHBep3Ha XOMOTOICKA
exBuBasiennuja, hyl(z,t)] = f(z) 3a (x,t) € X x I, hyly] := y 3a y € Y. Oswaunmo jom ca i : Y — Cf
IPUPOIHO yTamame mpoctopa Y y komyc mpecmukasama f, Cp = (X x ITUY)/ G oy~f@) > i(y) ==y, y €Y.

z1,1)~(x2,1
Kao mro je m yobruuajeno, Hama/me CIUKY TATOT MPOCTOPA IPU YTAIAKY HE pa3J(n;1<§)1je(M20 )011 caMOr IpOCTOpa,
na je, y Tom cmuciy, X = j(X) C My, Y =iy(Y) C My uY = i(Y) C C;. Youumo mpupomHe cypjekuuje
HACTAJIE CKyIJbameM y Tadky oArosapajyhimx mormpocropa: ¢ : My — Cp = My/X, qv : C; — SX = Cy/Y,
m:C; =My UCX = Cf i(MfUOX)/CX np:C;=M;UCX = SX = (MfUOX)/Mf.
1
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(a) Hokaszaru na mpBa gBa O HAPeIHA TPU AujarpamMa KOMyTupajy, a na rpelin koMyTupa Ko Ha XOMO-
ronujy (gqy om =~ p).

M; My M;UCX - Cy

X Y y—' ¢ SX

(6) Ako je Z myTHO mOBE3aH OPOCTOP, AOKa3aTu ma je caemnehwu Hus tavan.

CIoN

15Y, 2] 0 (sx, 2 5 (04, 2) - [v, 2) -

[X, Z]»

(OBaj Hu3 ce HazuBa I[Iyneosum MavHuM HU30M NPUOPYICERUM npecaurasany f u npocmopy Z.)
[YmyTcTBO|
(B) PopmMysucaTu u IOKa3aTU CBOJCTBO MPUPOTHOCTU OBOT IlyIeOBOr TAYHOT HU3A.

5. Ako je X H-unpocrop c meyrpanoMm e u (X, e) ~ (Y,yg), nokazatu na je Y H-npocTop ¢ HEYyTPAIOM Yq.

6. Hexa je X H-upoctop, p: X x X — X oarosapajyha omepanuja, a e HeyTpadl.
(a) Ako cy mara mempermuzHa mpecaukaBama o, : (S" e1) = (X,e) (n € N), norkasatu na y rpymnu m,(X,e)

Bawm: [plo + [¢]o = 1o (¢, )]
(6) Axo je m € N, nahu npecnurasame f : (X,e) — (X, e) TakBo na 3a ce n € N Baku na je xoMoMopQuzam

fe i m(X,e) = m, (X, e) MHOKEmE Cca m.

7. Heka je X romonomku npoctop, A C X u i: A — X unkiysuja.
(a) Ako je u : I = A myr y mormpocropy A, ag = u(0) n a3 = u(l), morasaTu ma KOMyTHpa HADEIHU
mujarpaM (BOJOPABHU HU30BU Cy AyTW TadYHU HU30BU XOMOTOICKHUX Tpymna 3a map (X, A)).

- —mp(A, ag) s T (X, ag) —= mn (X, A, ap) 9, Tn—1(A,a0) — -+ —>=m1(4, ap) L m1(X, ag)

Bu Biou ﬁu ﬂu ﬂu 6'iou

(A, a1) — > T (X, a1) — T (X, A, a1) — = Tp_1(A,a1) — - —> w1 (A, a1) ——= 71 (X, a1)
(6) Hera je ap € A. 3Bmamo ma ¢ymmamenranna rpymna 71(A,ag) mejctByje Ha rpyme m,(A,ap), n > 1,
u (X, A ap), n > 2, anmu ona mejctByje u Ha rpymne m,(X,a0), n = 1 (To mejcTBO je KOMOO3UIMja

m1(A, a0) = 7 (X,a0) — Aut(m,(X,a0)), rae je Apyra cTpeimma MO3HATO ACjCTBO (yHIAMEHTAJHE
rpyne w1 (X, ap) Ha 7, (X, ag)). HokazaTu na cy cBu XOMOMOPQU3MU Y AYIOM TAYHOM HU3Y XOMOTOIICKIX
rpyuna 3a nap (X, A)

- — (A, ag) L (X, ag) — (X, A, ap) 2, Tn—1(A4,a0) —> -+ —>m1(4, ap) e m (X, ag)

71(A, ap)-eKBUBapUjaHTHA MPECIUKABAA. [dedranimja eKBUBAPU]AHTHOT MPECIUKABAA)

8. Heka je p: E — B m-exBuBasenuuja, a X n-mumensuonanan CW-gommaerce (m,n € Np).

(a) Ako je m > n, mokazaTu Oa 3a CBaka OBA HEIpekuaHa npeciukasama f,g : X — E Baxkwu cueneha
eKBUBAJICHIIja: [~ g <= pof~pog.

(6) Ako je m > n, mokasatu na je p. : [X, E] — [X, B] Gujerunja.

(B) Ako je m =n, norazatu ma je p. : [X, E] — [X, B] cypjerunja.

9. Jlokaszatu ma je CKyIl XOMOTOIICKUAX KJIaca MpeCInKaBama IpojekTusHOr mpocropa RP" y camor cebe (Tj.
cryn [RP", RP"]) Gecrkonauan 3a cBako n € N. [YmyTcTBO|

10. 3a cBako n € N ucmuraru ma mu je komuurmakn npocrop RP"/RP™ ! perparr mpocropa RP" ! /RP™ 1,
[YmyTcTBO|

11. Hexka je X Tomomomku mpoctop. lokaszatu ma cy ciaenehu mckasum mehycoOHO eKBUBAJIEHTHU.

(1) X je koHTpaKTUOMIAH.
(2) 3a nmpousBosman Tomoaomru npoctop Y Baku X X Y ~ Y.
(3) Hocroju n € Ny takso na Baxm X x S™ ~ S™. [YmyTcTBo|
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12. Oapemutu rpymy m2(St Vv S?). [YmyTeTBo|

13. Heka je X mpocrto moBeszan CW-rommiekc, n > 2 u f : S — X HemperuIgHO mpecaukaBame. AKO
je h([flo) = 0, rme je h : m,(X, f(e1)) — H,(X) Xypesuhes xomoMoppusam, AokasaTh Aa je f XOMOTOIHO
npecaukasamy ¢ : S™ — X Taxsom ma je g(S™) C X"l [YmyTceTBo|

14. Hexa je f: X — Y menpermano npeciukasame usmebhy CW-rommierca X u Y. Hera cy p: X—>Xn
q:Y — Y muxoBa yHUBep3aJIHA HATKPUBaWA (p U ¢ Cy HATKpUBama, a X u Y OPOCTO MOBE3AHN).

(a) Ilokasatu na mocroju (mempexumno) f: X — Y koje ,Harkpusa” f (Takso na je qo f = fop).

i1 .y
p q
x—71 .y

(6) Axko je f, :m(X) — m(Y) usomopdusam u axo je 3a cBaro n =2 u f, : Hy(X) — H,(Y) usomopduzanm,
IOKa3aTu na je f XOMOTOIICKA €KBUBAJIEHIN]jA.

15. Hera je p: E — B (Ceposa) ¢ubpaunja, ey € E, by = p(eg) € B, Ey KOMIOHEHTA IyTHE MOBE3aHOCTU
(upocropa F) koja canpsku Tadky ep u By KOMIOHEHTa IyTHE moBe3aHocTu (mpocrtopa B) Koja caap:Ku Tauky
bp. Ioxrasarn nma je p(Ey) = By n ma je pecrpurnuja p|g, : Ey — By npeciukasama p (¢ KOLOMEHOM CysKEHUM
Ha By) Trakobe (Ceposa) ¢pubpauuja.

16. Heka je (X, A) Tonosomgn map.

(a) Ipernocrasumo na je A jaku medpopmanumonu perparr ox X u meka je H : X x I — X npecnurasame
KOje ocrBapyje xomoronujy penatuBao A mameby tor u 1x (i: A — X jecre mukaysuja, a r: X — A
perpakuuja), tj. H : ior ~ 1x (rel A). IlpermocraBuMo jom ¥ ma MMaMO HENPEKUAHO IPECIUKABAHE
a: X — I rarkso na je a 1({0}) = A u nepurummnvo ¢ : X x I — [ na crenehu maumm:

min{l, -}, z¢ A
ga(x,t):{ {15“(””)} xiA’ (xz,t) e X x I.

Axo je D : X x I — X npecnuraBame nepunucano ca D(x,t) := H(z,p(x,t)), (z,t) € X x I, norazatu

na je D menmpexmmHo. [Yoyrcrso|

(6) Axo je (X,A) DR-nap u ako npecankasame p : £ — B nMa cBojcTBO mogmsama xomoromuje (HLP) y
onuocy Ha X, MOKA3aTU & OHIA P UMa CBOJCTBO mpomupena nomusama (LEP) y omgocy ma nap (X, A).
[Yuyrcrso|

17. Hokaszatu na Ceposa ¢pubpanmja nma cBojcTBO moam3ama xomoromuje (HLP) y omaocy Ha ce henmjcke
KOMILJIEKCE. [Ymyrcrso|

18. Hexka je p: F — B ¢ubpanuja, B nyTHo noBesaH, bi,bs € B u Hexa cy Fy, u Fp, onrosapajyhu ciojesn.
Hokazaru na je mejcrBo (o ma xomoronwjy) rpyue 71(B,b1) Ha Fj, TpuUBUjaJHO ako U CaMO AKO je JejCTBO
(mo ma xomoromwmjy) rpyme (B, by) Ha Fp, TpuBujamHO. [YmyTceTBo|

19. Heka je p: E — B Ceposa ¢ubpanuja n n € Ny.

(a) Heka je f : X — B menperkunno npecaukaBame, f*p : f*(E) — X nosnaueme Cepose ¢pubpanuje p
nomohy f u q: f*(F) — E pecrpuruuja npyre npojekuuje na f*(E).

q

fr(E) E
f*p p

x—7' .pB
Axo je f n-ekBuBaJieHIja, MOKA3aTU Oa je OHIA U ¢ M-€KBUBAJEHIN]A. [YmyTcTBo|
(6) Axo je A C B rakas ma je map (B,A) n-mosesan, mokazatu ma je omma u map (E,p !(A)) takobe
n-TIOBE3aH.
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20. I[Meapyos pod ¢pubpammje p : E — B, y oszmamm SG(p), nepuammemo kao Hajmamu 6poj k € N taxas na
nocroju oropeH nokpusayd {Uy, Us, ..., Ui} npocropa B ca CBOjCTBOM Ja p UMa CEKIN]y HAJ CBAKUM €JIEMEHTOM
noKprBada, Tj. na 3a cse i € {1,2,...,k} mocroju nomusame s; : U; — E nurnysuje U; — B y omsocy Ha p (B.
OpBU AUjarpaM HA HAPEIHO] CJIUIM).

E E—*% T f*(E)——=E
/1
7
s
v .B B x— 7' .pB

(a) Ako je p: E — B ¢ubpauuja u B kouTpaktubuias, nokasatu na je SG(p) = 1. [YmyTcTBO|

(6) Akocy p: E — Bu q: T — B ¢ubpanuje rakse na nocroju (menperunuo) ¢ : E — T ca cBojcrBOM
go@ =p (B. Apyru mujarpaMm Ha NpeTXOnHO] ciaunu), nokaszaru na je SG(q) < SG(p).

(B) Aro je p: E — B ¢ubpauuja, f : X — B Henperunuo npeciavkasame u f*p : f*(E) — X nosnaueme
¢ubpanuje p nomohy f (8. rpehu mmjarpam ma mperxommoj camim), nokasatu na je SG(f*p) < SG(p).

Hexa je cag X myTHO mOBe3aH IPOCTOP.

(r) Hahu ¢ubpauujy p uuju je lIsapuos pon jemsax Jbycrepuur—IIIHUpeIMaHOBOj KATEropUju IPOCTOPA
X (SG(p) = cat(X)). [Ieprammuja Jbycrepruk—IIIanpenvanose kareropuje]

Hexka je 7 : X! — X x X npeciurasame nedunucano ca m(w) = (w(0),w(1)), w € XI.
(n) IDoraszatu ma je m Gubpanuja u OAPEIUTU HEH CIIO]. [YmyTcTBo|

Tonoaowky xomnaexcroem npocropa X, y ozsamu TC(X), nepunumenmo rkao IIsapros pox ¢ubpauuje 7:

TC(X) := SG(m).

(b) Horasatu ma je TC(X) =1 ako u camo ako je X KOHTpaKTUOUIAH. [YmyTcTBo|
(e) Iorazaru ma je cat(X) < TC(X) < cat(X x X). [Yuyrcrso|
21. Ako je F xomotoncku cioj marnysuje i : RP" < RP®,| nokasatu na je F ~ S™ (n € N). [YmyTeTBo|

22. Heka je 0 = A — B — C' — 0 rparak tavan Hn3 AbGenoBux rpyma m n € N. Jlokazatu ma mocrtoju
dubpammja p : K(B,n) — K(C,n) ca caojem K(A,n). [YmyTcTBo|

K(A,n) — K(B,n)

l”

K(C)n)

23. e Onpemurn crenehe xomoroncke rpyme (K je Knajuosa Gomna):
7T4(K), 7'('17(R1)18)7 7'('11(5(510 X Slo)), 7r17(QSl7).
e OpeauTy KapAUHAJHOCT CKyTa XOMOTONCKux kaaca [D3, Q(RP3)].
e Hahwu norpe6an u noBosman ycios 3a k u n ma 6u Gyker S* Vv S™ Vv Sk v S" 6uo mpoct (k,n € N).

24. Axo je X mpomssoman CW-roMmmieke, nokasatu na je npeciaukasame D : [X, Lo — [X, L] Oujeruuja.
(L2 je 6eckonauno muMensuonasuu sehactu npocrop, m € N\ {1}. ® je naro ca ®([f]o) = [f], [flo € [X, LSo.)

25. Hera je Y myTHO moBe3an mpocTop ¢ 6a3HOM TaukoM yg. Ako je p: F — X riasua ¢ubpaimmja mobujena
HOBJIAUYelneM KaHOHCKe ¢pubpanuje man Y momohy mpecnurasama f: (X, z0) = (Y, yo), DOKa3zaTu ma je mpocTop
E = f*(PY) yupaBo XOMOTOIICKH CJIO] IIPECIUKABAKA f.

26. Axo je p: E — B paciuojeme ca ciaojeMm F, u ako cy B u F KOMIakTHU, JOKa3aTU A4 j€ OHAA U IIPOCTOP
FE KOMIakKTaH. [YmyTcTBo|

27. Herka cy n € Num € N\ {1} u mera je L2"*! = §2n+1 /7, nehacru npoctop (enement k € Z,, nejcTyje
na S27H kao MEOEEmE ca ¢l ).
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(a) Iorasatu ma moctoju paciojeme q: L2l — CP™ ca ciojem S*. [YmyTeTBo|
Sl —— [2n+1
lq
cpn

(6) Ommcaru mosesyjyhu xomomoppuszam mo(CP") — m1(St) u3 myror TauHOT HU3a TPUAPYHKEHOT PACIOjemny
n3 mena (a).

28. Ila ym je CP? ~ §2 v §47

29. Axo je k€ Z u f:S? — S? npeciukasame crenena k, onpemuTu xoMoMopdusanm f : m3(S?) — m3(S?).
[YmyTcTBo|

30. Heka je i : S? — CP? umknyswmja, Tj. mpupomuo yramame (S? ~ CP! jecre 2-crkemer ox CP? mpnm

yobuuajenoj henujckoj HEKOMIIO3UNMjU OBOT IPOCTOPA).
(a) Iorasatu ma je mpecaukasame f : S? — S? XOMOTONCKM TPUBUjaJTHO AKO W CAMO AKO CE MO MPOTIU-
putu ma CP?. [YmyTceTBo|

CPp?

s — > G2

(6) Kopucrehu ummenuny 77 = Zy (unm mexako apyraumje) mokasatu ma je [CP2,S%] = 0. [YmyTcTBo|

31. Heka je n € N, m € Ny, M muOoroctpykoct u p: S™t"~1 — M pacmojeme ca ciojem S™ L.
Sn—l —_ Sm—l—n—l
P

M

Ilokasaru ma je Tana KOHyC Ipeciukasama p, tj. Cp, = D™T"U, M, 3aTBopena noseszana (m-+n)- IMMEH3NOHAIHA
MHOTOCTPYKOCT. [YmyTceTBo|

32. Kopucrehu unmenuny 77 = Zo (umu mexkako apyraumje) ompemutu rpyne 73(S0(4)) u m3(Va(RY)).

33. (IlompasymeBaMo ma Cy CBU IPOCTOPHU KOjU C€ MOjaBbyjy Yy OBOM 3aIaTKy Xay3mop(oBu.)
Hera rpyna G nejcrByje ma mpoctop Y. Youumo ciaenehu yciaos:

(VyeY)BAU €Ty) yeUA [(Vg1,92 € G) g1 # g2 = 1U N goU = 0]. (%)
Ilorazaru:
(a) (x) = nmejcrso je ca060MHO;
(6) ako je G KoHAYHA U NEjCTBO CIOBOMHO, OHIA BasKU (k).
Hera G mejctByje m Ha mpoctop X u Heka je f: X — Y Henperumno G-eKBUBAPUjaHTHO MPECIUKABAE.
[Iedpranimja eKBUBAPU]AHTHOT MPECIUKABAA)

(B) Horasary na f MHAYKYje HENPEKUAHO HIPECIUKABAHE f: X/G — Y/G rakBo ma koMyTupa mmjarpaM Ha
cauru (p U T Cy TIPUPOIHE CypPjeRuuje).

f

X——Y

x/a--1 -~y

(r) Axo mejcrBo Ha Y 3amoBosbaBa yCIOB (%), HOKa3aTH ga OHZA U AejcTBO Ha X 3aI0BOJLABA yCIOB (%).

Heka je canma p: E — B pacnojeme u Heka rpyna G nejcryje n Ha F u Ha B Tako na je p G-eKBUBapuUjaHTHO
u na pejctBo G Ha B 3amoBosmaBa yciuoB (x).
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(n) Horaszaru na je mHAyKOBaHO npecankasame p: F/G — B/G Takobe pacnojeme ca mcTuM CIojeM Kao p.

[YmyTcTBo|
(b) Ako je m: B — B/G mpuponHa cypjernuja, mokasaTu Oa ce MoBJademe paciojema p nomohy m (03-

HauuMmo ra ca 7*p : 7*(E/G) — B) nokuana ca p (y CMHUCIY Aa HOCTOjA XOMEOMOPQU3aM ¢ TAKO A

KOMYTHDA JUjarPaM Ha CJIULHM). [Ynyrcrso|
E - ™(E/G)
N
B
34. I'pyna Zy mejcrByje Ha npuponan Hauud Ha [lltudenoBy muorocrpykocr Vi (R™):
(’Ul,vg, - ,’Uk) — (—1}1, —V2, ..., —Uk).
(Ha mpumep, Vi(R")/Zy = S" '/Zy = RP™ ') Tpu tom mejctBy je pacmojeme p : Vi,(R") — Vi(R™),
) PR ) m b A ) - N
(v1,v9 Um) > (v1, V2 Vg ), Zo-€KBUBAPUjaAHTHO IpeciukaBame (k < m)

Jlokasatu nma 3a k,n € N nocroju Zso-exBuBapujantao mpecimiasame S™ — V41 (R"TF+1) ako u camo ako
nocroju nommsame naKIy3uje RP™ < RP"F v o mrocy ma npeciurasame P, rae je p : Vs (RO /70— RP™HE

WHIYKOBAHO MpeCInKaBameM p : Vi, 1 (RPTFHL) — gntk, [Yoyrcrso]
Va1 (RYHY) /7,
7
e
Ve d ’I;

7
7

RP"C— -~ RP"**

35. Heka je 1 < k < nu Vi(C") = {(vi,v2,...,05) € (C)* | (Vi,j € {1,2,...,k}) (v;,v;) = 07}, rme je
(-,*) : C" x C™ — C crammapauu cragapau (xepMurcku) npousson Ha C™.
(a) Hoxrazaru ma je Vi(C™) (2n — 2k)-moBe3ana 3aTBOPEHA MHOTOCTPYKOCT.
(6) Konuka je mumensuja HItudenose maorocrpyroctu Vi (C™)?
(8) Ompenuru rpyny mon—ok+1(Vi(C™)).
(r) Halin ¢pynnamenTanny rpymy yrutapae (romosnomke) rpyne U(n) = {A € M,(C) = (C")" | ATA = E}
(E € M,(C) je jemuanuna MaTpura).
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