
TEORIJA HOMOTOPIJE – DOMA�I ZADACI

1. Neka je p : E → B fibracija i f : X → B (neprekidno) preslikavaǌe.

(a) Ako je f̂ : X → E podizaǌe preslikavaǌa f do na homotopiju (p ◦ f̂ ≃ f), dokazati da postoji
pravo podizaǌe f̃ : X → E preslikavaǌa f (p ◦ f̃ = f) takvo da je f̃ ≃ f̂ .
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(b) Ako je g : X → B i g ≃ f , dokazati da se g podi�e do E ako i samo ako se f podi�e do E.

2. Neka je i : A ↪→ X kofibracija i f : A→ Y (neprekidno) preslikavaǌe.

(a) Ako je f̂ : X → Y proxireǌe preslikavaǌa f do na homotopiju (f̂ ◦ i ≃ f), dokazati da postoji
pravo proxireǌe f : X → Y preslikavaǌa f (f ◦ i = f) takvo da je f ≃ f̂ .
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(b) Ako je g : A→ Y i g ≃ f , dokazati da se g proxiruje na X ako i samo ako se f proxiruje na X.

3. Neka je A zatvoren potprostor od X takav da par (X,A) ima svojstvo proxireǌa homotopije
(inkluzija j : A ↪→ X jeste kofibracija).

(a) Ako je j1 : X ↪→ Cj = X ∪ CA inkluzija (prirodno utapaǌe) prostora X u konus preslikavaǌa j,
dokazati da je i j1 kofibracija. [Uputstvo]

(b) Dokazati da je i inkluzija CA ↪→ X ∪ CA tako�e kofibracija.
(v) Neka je Cj1 = (X ∪ CA) ∪ CX konus preslikavaǌa j1, h2 : (X ∪ CA) ∪ CX → SA preslikavaǌe iz

ovog konusa u suspenziju od A dobijeno skupǉaǌem konusa CX u taqku i q2 : (X ∪CA)∪CX → SX
preslikavaǌe koje se dobija skupǉaǌem potprostora X∪CA u taqku. Dokazati da je Sj◦r◦h2 ≃ q2,
gde je Sj : SA ↪→ SX suspenzija inkluzije j (Sj[a, t] = [j(a), t] = [a, t]), a r : SA → SA refleksija
(r[a, t] = [a, 1− t]).

(g) Ako je Y putno povezan prostor, dokazati da postoji (Pupeov) taqan niz:

[SX, Y ] [SA, Y ]
(Sj)∗ // [SA, Y ] [X/A, Y ]// [X/A, Y ] [X,Y ]

q∗ // [X,Y ] [A, Y ],
j∗ //

gde je q : X → X/A prirodna surjekcija. [Uputstvo]
(d) Formulisati i dokazati svojstvo prirodnosti Pupeovog taqnog niza.

4. Neka je f : X → Y neprekidno preslikavaǌe. Oznaqimo sa j : X ↪→Mf prirodno utapaǌe prostora
X u cilindar preslikavaǌa f , Mf := (X × I ⊔ Y )/(x,0)∼f(x), j(x) := [(x, 1)], x ∈ X. Neka je iY : Y ↪→ Mf ,
iY (y) := [y], y ∈ Y , prirodno utapaǌe prostora Y u Mf , a hf : Mf → Y ǌemu inverzna homotopska
ekvivalencija, hf [(x, t)] := f(x) za (x, t) ∈ X × I, hf [y] := y za y ∈ Y . Oznaqimo jox sa i : Y ↪→ Cf

prirodno utapaǌe prostora Y u konus preslikavaǌa f , Cf := (X × I ⊔ Y )/ (x,0)∼f(x)
(x1,1)∼(x2,1)

, i(y) := [y], y ∈ Y .

Kao xto je i uobiqajeno, nadaǉe sliku datog prostora pri utapaǌu ne razlikujemo od samog prostora,
pa je, u tom smislu, X = j(X) ⊂ Mf , Y = iY (Y ) ⊂ Mf i Y = i(Y ) ⊂ Cf . Uoqimo prirodne surjekcije
nastale skupǉaǌem u taqku odgovaraju�ih potprostora: q : Mf → Cf = Mf/X, qY : Cf → SX = Cf/Y ,
π : Cj =Mf ∪ CX → Cf = (Mf ∪ CX)/CX i p : Cj =Mf ∪ CX → SX = (Mf ∪ CX)/Mf .
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(a) Dokazati da prva dva od naredna tri dijagrama komutiraju, a da tre�i komutira do na homo-
topiju (qY ◦ π ≃ p).
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(b) Ako je Z putno povezan prostor, dokazati da je slede�i niz taqan.

[SY,Z] [SX,Z]
(Sf)∗ // [SX,Z] [Cf , Z]

q∗Y // [Cf , Z] [Y,Z]
i∗ // [Y,Z] [X,Z],

f∗
//

(Ovaj niz se naziva Pupeovim taqnim nizom pridru�enim preslikavaǌu f i prostoru Z.)
[Uputstvo]

(v) Formulisati i dokazati svojstvo prirodnosti ovog Pupeovog taqnog niza.

5. Ako je X H-prostor s neutralom e i (X, e) ≃ (Y, y0), dokazati da je Y H-prostor s neutralom y0.

6. Neka je X H-prostor, µ : X ×X → X odgovaraju�a operacija, a e neutral.
(a) Ako su data neprekidna preslikavaǌa φ,ψ : (Sn, e1) → (X, e) (n ∈ N), dokazati da u grupi πn(X, e)

va�i: [φ]0 + [ψ]0 = [µ ◦ (φ,ψ)]0.
(b) Ako je m ∈ N, na�i preslikavaǌe f : (X, e) → (X, e) takvo da za sve n ∈ N va�i da je homomorfizam

f∗ : πn(X, e) → πn(X, e) mno�eǌe sa m.

7. Neka je X topoloxki prostor, A ⊆ X i i : A ↪→ X inkluzija.
(a) Ako je u : I → A put u potprostoru A, a0 = u(0) i a1 = u(1), dokazati da komutira naredni

dijagram (vodoravni nizovi su dugi taqni nizovi homotopskih grupa za par (X,A)).

· · · πn(A, a0)// πn(A, a0) πn(X, a0)
i∗ // πn(X, a0) πn(X,A, a0)// πn(X,A, a0) πn−1(A, a0)

∂ // πn−1(A, a0) · · ·// · · · π1(A, a0)// π1(A, a0) π1(X, a0)
i∗ //
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· · · πn(A, a1)// πn(A, a1) πn(X, a1)

i∗ // πn(X, a1) πn(X,A, a1)// πn(X,A, a1) πn−1(A, a1)
∂ // πn−1(A, a1) · · ·// · · · π1(A, a1)// π1(A, a1) π1(X, a1)

i∗ //

(b) Neka je a0 ∈ A. Znamo da fundamentalna grupa π1(A, a0) dejstvuje na grupe πn(A, a0), n ⩾ 1,
i πn(X,A, a0), n ⩾ 2, ali ona dejstvuje i na grupe πn(X, a0), n ⩾ 1 (to dejstvo je kompozicija

π1(A, a0)
i∗−→ π1(X, a0) −→ Aut(πn(X, a0)), gde je druga strelica poznato dejstvo fundamentalne

grupe π1(X, a0) na πn(X, a0)). Dokazati da su svi homomorfizmi u dugom taqnom nizu homotopskih
grupa za par (X,A)

· · · πn(A, a0)// πn(A, a0) πn(X, a0)
i∗ // πn(X, a0) πn(X,A, a0)// πn(X,A, a0) πn−1(A, a0)

∂ // πn−1(A, a0) · · ·// · · · π1(A, a0)// π1(A, a0) π1(X, a0)
i∗ //

π1(A, a0)-ekvivarijantna preslikavaǌa. [Definicija ekvivarijantnog preslikavaǌa]

8. Neka je p : E → B m-ekvivalencija, a X n-dimenzionalan CW-kompleks (m,n ∈ N0).
(a) Ako je m > n, dokazati da za svaka dva neprekidna preslikavaǌa f, g : X → E va�i slede�a

ekvivalencija: f ≃ g ⇐⇒ p ◦ f ≃ p ◦ g.
(b) Ako je m > n, dokazati da je p∗ : [X,E] → [X,B] bijekcija.
(v) Ako je m = n, dokazati da je p∗ : [X,E] → [X,B] surjekcija.

9. Dokazati da je skup homotopskih klasa preslikavaǌa projektivnog prostora RPn u samog sebe (tj.
skup [RPn,RPn]) beskonaqan za svako n ∈ N. [Uputstvo]

10. Za svako n ∈ N ispitati da li je koliqniqki prostor RPn/RPn−1 retrakt prostora RPn+1/RPn−1.
[Uputstvo]

11. Neka je X topoloxki prostor. Dokazati da su slede�i iskazi me�usobno ekvivalentni.
(1) X je kontraktibilan.
(2) Za proizvoǉan topoloxki prostor Y va�i X × Y ≃ Y .
(3) Postoji n ∈ N0 takvo da va�i X × Sn ≃ Sn. [Uputstvo]
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12. Odrediti grupu π2(S
1 ∨ S2). [Uputstvo]

13. Neka je X prosto povezan CW-kompleks, n ⩾ 2 i f : Sn → X neprekidno preslikavaǌe. Ako
je h

(
[f ]0

)
= 0, gde je h : πn(X, f(e1)) → Hn(X) Hurevi�ev homomorfizam, dokazati da je f homotopno

preslikavaǌu g : Sn → X takvom da je g(Sn) ⊆ Xn−1. [Uputstvo]

14. Neka je f : X → Y neprekidno preslikavaǌe izme�u CW-kompleksa X i Y . Neka su p : X̃ → X i
q : Ỹ → Y ǌihova univerzalna natkrivaǌa (p i q su natkrivaǌa, a X̃ i Ỹ prosto povezani).

(a) Dokazati da postoji (neprekidno) f̃ : X̃ → Ỹ koje ,,natkriva” f (takvo da je q ◦ f̃ = f ◦ p).
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f̃ //_____X̃
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(b) Ako je f∗ : π1(X) → π1(Y ) izomorfizam i ako je za svako n ⩾ 2 i f̃∗ : Hn(X̃) → Hn(Ỹ ) izomorfizam,
dokazati da je f homotopska ekvivalencija.

15. Neka je p : E → B (Serova) fibracija, e0 ∈ E, b0 = p(e0) ∈ B, E0 komponenta putne povezanosti
(prostora E) koja sadr�i taqku e0 i B0 komponenta putne povezanosti (prostora B) koja sadr�i taqku
b0. Dokazati da je p(E0) = B0 i da je restrikcija p|E0 : E0 → B0 preslikavaǌa p (s kodomenom su�enim
na B0) tako�e (Serova) fibracija.

16. Neka je (X,A) topoloxki par.

(a) Pretpostavimo da je A jaki deformacioni retrakt od X i neka je H : X × I → X preslikavaǌe
koje ostvaruje homotopiju relativno A izme�u i ◦ r i 1X (i : A ↪→ X jeste inkluzija, a r : X → A
retrakcija), tj. H : i ◦ r ≃ 1X (relA). Pretpostavimo jox i da imamo neprekidno preslikavaǌe
α : X → I takvo da je α−1({0}) = A i definiximo φ : X × I → I na slede�i naqin:

φ(x, t) :=

{
min{1, t

α(x)}, x /∈ A

1, x ∈ A
, (x, t) ∈ X × I.

Ako je D : X × I → X preslikavaǌe definisano sa D(x, t) := H(x, φ(x, t)), (x, t) ∈ X × I, dokazati
da je D neprekidno. [Uputstvo]

(b) Ako je (X,A) DR-par i ako preslikavaǌe p : E → B ima svojstvo podizaǌa homotopije (HLP ) u
odnosu na X, dokazati da onda p ima svojstvo proxireǌa podizaǌa (LEP ) u odnosu na par (X,A).

[Uputstvo]

17. Dokazati da Serova fibracija ima svojstvo podizaǌa homotopije (HLP ) u odnosu na sve �elijske
komplekse. [Uputstvo]

18. Neka je p : E → B fibracija, B putno povezan, b1, b2 ∈ B i neka su Fb1 i Fb2 odgovaraju�i slojevi.
Dokazati da je dejstvo (do na homotopiju) grupe π1(B, b1) na Fb1 trivijalno ako i samo ako je dejstvo
(do na homotopiju) grupe π1(B, b2) na Fb2 trivijalno. [Uputstvo]

19. Neka je p : E → B Serova fibracija i n ∈ N0.

(a) Neka je f : X → B neprekidno preslikavaǌe, f∗p : f∗(E) → X povlaqeǌe Serove fibracije p
pomo�u f i q : f∗(E) → E restrikcija druge projekcije na f∗(E).

f∗(E) E
q //f∗(E)

X

f∗p

��

E

B

p

��
X B

f //

Ako je f n-ekvivalencija, dokazati da je onda i q n-ekvivalencija. [Uputstvo]
(b) Ako je A ⊆ B takav da je par (B,A) n-povezan, dokazati da je onda i par (E, p−1(A)) tako�e

n-povezan.
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20. Xvarcov rod fibracije p : E → B, u oznaci SG(p), definixemo kao najmaǌi broj k ∈ N takav da
postoji otvoren pokrivaq {U1, U2, . . . , Uk} prostora B sa svojstvom da p ima sekciju nad svakim elementom
pokrivaqa, tj. da za sve i ∈ {1, 2, . . . , k} postoji podizaǌe si : Ui → E inkluzije Ui ↪→ B u odnosu na p (v.
prvi dijagram na narednoj slici).
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(a) Ako je p : E → B fibracija i B kontraktibilan, dokazati da je SG(p) = 1. [Uputstvo]
(b) Ako su p : E → B i q : T → B fibracije takve da postoji (neprekidno) φ : E → T sa svojstvom

q ◦ φ = p (v. drugi dijagram na prethodnoj slici), dokazati da je SG(q) ⩽ SG(p).
(v) Ako je p : E → B fibracija, f : X → B neprekidno preslikavaǌe i f∗p : f∗(E) → X povlaqeǌe

fibracije p pomo�u f (v. tre�i dijagram na prethodnoj slici), dokazati da je SG(f∗p) ⩽ SG(p).

Neka je sad X putno povezan prostor.

(g) Na�i fibraciju p qiji je Xvarcov rod jednak ǈusternik–Xnirelmanovoj kategoriji prostora
X (SG(p) = cat(X)). [Definicija ǈusternik–Xnirelmanove kategorije]

Neka je π : XI → X ×X preslikavaǌe definisano sa π(ω) = (ω(0), ω(1)), ω ∈ XI .

(d) Dokazati da je π fibracija i odrediti ǌen sloj. [Uputstvo]

Topoloxku kompleksnost prostora X, u oznaci TC(X), definixemo kao Xvarcov rod fibracije π:

TC(X) := SG(π).

(�) Dokazati da je TC(X) = 1 ako i samo ako je X kontraktibilan. [Uputstvo]
(e) Dokazati da je cat(X) ⩽ TC(X) ⩽ cat(X ×X). [Uputstvo]

21. Ako je F homotopski sloj inkluzije i : RPn ↪→ RP∞, dokazati da je F ≃ Sn (n ∈ N). [Uputstvo]

22. Neka je 0 → A −→ B −→ C → 0 kratak taqan niz Abelovih grupa i n ∈ N. Dokazati da postoji
fibracija p : K(B,n) → K(C, n) sa slojem K(A,n). [Uputstvo]

K(A,n) K(B,n)// K(B,n)

K(C, n)

p

��

23. • Odrediti slede�e homotopske grupe (K je Klajnova boca):
π4(K), π17(RP18), π11(S(S

10 × S10)), π17(ΩS
17).

• Odrediti kardinalnost skupa homotopskih klasa [D3,Ω(RP3)].
• Na�i potreban i dovoǉan uslov za k i n da bi buket Sk ∨ Sn ∨ Sk ∨ Sn bio prost (k, n ∈ N).

24. Ako je X proizvoǉan CW-kompleks, dokazati da je preslikavaǌe Φ : [X,L∞
m ]0 → [X,L∞

m ] bijekcija.
(L∞

m je beskonaqno dimenzionalni le�asti prostor, m ∈ N\{1}. Φ je dato sa Φ([f ]0) = [f ], [f ]0 ∈ [X,L∞
m ]0.)

25. Neka je Y putno povezan prostor s baznom taqkom y0. Ako je p : E → X glavna fibracija dobijena
povlaqeǌem kanonske fibracije nad Y pomo�u preslikavaǌa f : (X,x0) → (Y, y0), dokazati da je prostor
E = f∗(PY ) upravo homotopski sloj preslikavaǌa f .

26. Ako je p : E → B raslojeǌe sa slojem F , i ako su B i F kompaktni, dokazati da je onda i prostor
E kompaktan. [Uputstvo]

27. Neka su n ∈ N i m ∈ N \ {1} i neka je L2n+1
m = S2n+1/Zm le�asti prostor (element k ∈ Zm dejstvuje

na S2n+1 kao mno�eǌe sa ei
2kπ
m ).
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(a) Dokazati da postoji raslojeǌe q : L2n+1
m → CPn sa slojem S1. [Uputstvo]

S1 L2n+1
m
// L2n+1

m

CPn

q

��

(b) Opisati povezuju�i homomorfizam π2(CPn) → π1(S
1) iz dugog taqnog niza pridru�enog raslojeǌu

iz dela (a).

28. Da li je CP2 ≃ S2 ∨ S4?

29. Ako je k ∈ Z i f : S2 → S2 preslikavaǌe stepena k, odrediti homomorfizam f∗ : π3(S
2) → π3(S

2).
[Uputstvo]

30. Neka je i : S2 ↪→ CP2 inkluzija, tj. prirodno utapaǌe (S2 ≈ CP1 jeste 2-skelet od CP2 pri
uobiqajenoj �elijskoj dekompoziciji ovog prostora).

(a) Dokazati da je preslikavaǌe f : S2 → S2 homotopski trivijalno ako i samo ako se mo�e proxi-
riti na CP2. [Uputstvo]

S2 S2f //S2
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(b) Koriste�i qiǌenicu πS
1 = Z2 (ili nekako drugaqije) dokazati da je [CP2, S2] = 0. [Uputstvo]

31. Neka je n ∈ N, m ∈ N0, M mnogostrukost i p : Sm+n−1 →M raslojeǌe sa slojem Sn−1.

Sn−1 Sm+n−1// Sm+n−1

M

p

��

Dokazati da je tada konus preslikavaǌa p, tj. Cp = Dm+n∪pM , zatvorena povezana (m+n)-dimenzionalna
mnogostrukost. [Uputstvo]

32. Koriste�i qiǌenicu πS
1 = Z2 (ili nekako drugaqije) odrediti grupe π3(SO(4)) i π3(V2(R4)).

33. (Podrazumevamo da su svi prostori koji se pojavǉuju u ovom zadatku Hauzdorfovi.)
Neka grupa G dejstvuje na prostor Y . Uoqimo slede�i uslov:

(∀y ∈ Y ) (∃U ∈ TY ) y ∈ U ∧
[
(∀g1, g2 ∈ G) g1 ̸= g2 =⇒ g1U ∩ g2U = ∅

]
. (∗)

Dokazati:

(a) (∗) ⇒ dejstvo je slobodno;
(b) ako je G konaqna i dejstvo slobodno, onda va�i (∗).
Neka G dejstvuje i na prostor X i neka je f : X → Y neprekidno G-ekvivarijantno preslikavaǌe.

[Definicija ekvivarijantnog preslikavaǌa]

(v) Dokazati da f indukuje neprekidno preslikavaǌe f̃ : X/G→ Y/G takvo da komutira dijagram na
slici (ρ i π su prirodne surjekcije).

X Y
f //X

X/G

ρ

����
X/G Y/G

f̃ //_____

Y

Y/G

π

����

(g) Ako dejstvo na Y zadovoǉava uslov (∗), dokazati da onda i dejstvo na X zadovoǉava uslov (∗).
Neka je sada p : E → B raslojeǌe i neka grupa G dejstvuje i na E i na B tako da je p G-ekvivarijantno

i da dejstvo G na B zadovoǉava uslov (∗).
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(d) Dokazati da je indukovano preslikavaǌe p̃ : E/G→ B/G tako�e raslojeǌe sa istim slojem kao p.
[Uputstvo]

(�) Ako je π : B → B/G prirodna surjekcija, dokazati da se povlaqeǌe raslojeǌa p̃ pomo�u π (oz-
naqimo ga sa π∗p̃ : π∗(E/G) → B) poklapa sa p (u smislu da postoji homeomorfizam φ tako da
komutira dijagram na slici). [Uputstvo]

E π∗(E/G)
φ //
≈E

B

p

��9
99

99
99

99
9 π∗(E/G)

B

π∗p̃

����
��
��
��
�

34. Grupa Z2 dejstvuje na prirodan naqin na Xtifelovu mnogostrukost Vk(Rn):
(v1, v2, . . . , vk) 7→ (−v1,−v2, . . . ,−vk).

(Na primer, V1(Rn)/Z2 = Sn−1/Z2 = RPn−1.) Pri tom dejstvu je raslojeǌe p : Vm(Rn) → Vk(Rn),
(v1, v2, . . . , vm) 7→ (v1, v2, . . . , vk), Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe (k ⩽ m).

Dokazati da za k, n ∈ N postoji Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe Sn → Vn+1(Rn+k+1) ako i samo ako
postoji podizaǌe inkluzije RPn ↪→ RPn+k u odnosu na preslikavaǌe p̃, gde je p̃ : Vn+1(Rn+k+1)/Z2 → RPn+k

indukovano preslikavaǌem p : Vn+1(Rn+k+1) → Sn+k. [Uputstvo]

RPn RPn+k� � //RPn

Vn+1(Rn+k+1)/Z2::v
v

v
v

v
v

Vn+1(Rn+k+1)/Z2

RPn+k

p̃

��

35. Neka je 1 ⩽ k ⩽ n i Vk(Cn) =
{
(v1, v2, . . . , vk) ∈ (Cn)k | (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}) ⟨vi, vj⟩ = δji

}
, gde je

⟨·, ·⟩ : Cn × Cn → C standardni skalarni (hermitski) proizvod na Cn.
(a) Dokazati da je Vk(Cn) (2n− 2k)-povezana zatvorena mnogostrukost.
(b) Kolika je dimenzija Xtifelove mnogostrukosti Vk(Cn)?
(v) Odrediti grupu π2n−2k+1(Vk(Cn)).
(g) Na�i fundamentalnu grupu unitarne (topoloxke) grupe U(n) =

{
A ∈ Mn(C) = (Cn)n | ATA = E

}
(E ∈Mn(C) je jediniqna matrica).
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