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Relacije ekvivalencije - definicija i primeri

definicija: Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ
relacija ekvivalencije, ako je refleksivna, simetriqna i
tranzitivna.

Relacija ρ je relacija ekvivalencije na skupu A akko va�i

△A ⊆ ρ, ρ = ρ−1, ρ ◦ ρ = ρ.

Primeri relacija ekvivalencije:

Relacija jednakosti realnih brojeva.

Relacija sliqnosti u skupu trouglova euklidske ravni.

Neka je m ≥ 2. Relacija ≡m definisana na skupu Z sa:

x ≡m y akko m | x − y

je relacija ekvivalencije.
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Klase ekvivalencije
A – skup ǉudi koji �ive u jednoj dr�avi X

A1, A2, . . . , An – skup gradova dr�ave X

Na skupu A definisana je relacija ∼⊆ A2 na slede�i naqin:

P1 ∼ P2 akko osoba P1 �ivi u istom gradu kao i osoba P2.

definicija: Neka je ∼ relacija ekvivalencije na skupu A. Klasa ekviva-
lencije elementa a ∈ A je skup

Ca = {x ∈ A | a ∼ x} ⊆ A.

Oznaqavamo je i sa [a] i ka�amo da je element a predstavnik
klase Ca.
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Klase ekvivalencije i koliqniqki skup

Osobine klasa:

1. Sve klase ekvivalencije su neprazni skupovi.

2. Neka je a, b ∈ A. Ako je Ca ∩ Cb ̸= ∅, onda je Ca = Cb.

3. Unija svih klasa ekvivalencije je jednaka skupu A.

D o k a z. Na qasu.

Svaka relacija ekvivalencije deli skup na kome je definisana na neprazne,
disjunktne skupove qija unija je jednaka celom skupu. Takva podela se naziva
particija skupa.

definicija: Koliqniqki skup skupa A za relaciju ekvivalencije ∼ je

A/∼ = {Cx | x ∈ A}.

Primetimo da je A/∼ ⊆ P(A), jer va�i da je Ca ⊆ A, za sve a ∈ A.

Osobine koliqniqkog skupa:

1. Ako X, Y ∈ A/∼ i X ̸= Y, tada je X ∩ Y = ∅.

2. Va�i da je
⋃

A/∼ =
⋃

X∈A/∼
X = A.
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Relacije porteka - definicija i primeri

definicija: Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ
relacija parcijalnog ure�eǌa ili poretka, ako je reflek-
sivna, antisimetriqna i tranzitivna.

Skup A na kome je definisana relacija parcijalnog ure�eǌa ρ nazivamo
parcijalno ure�en skup ili poset.

Relacija ρ je relacija poretka na skupu A ako i samo ako va�i:

△A ⊆ ρ ρ ∩ ρ−1 = △A ρ ◦ ρ = ρ.

Primeri relacija parcijalnog ure�eǌa:

1. Relacija maǌe ili jednako na skupu realnih brojeva: ≤.

2. Relacija deǉivosti na skupu prirodnih brojeva: |.

3. Relacija inkluzije na partitivnom skupu nekog skupa: ⊆.
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Neka je ρ ⊆ A2 poredak. Elementi a i b su uporedivi ako va�i a ρ b ili b ρ a.
U suprotnom, a i b su neuporedivi.

a ρ b qitamo: a je ρ-maǌe od b, odnosno, b je ρ-ve�e od a.

Poredak je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa uporediva.
Ukoliko nisu svaka dva elementa uporediva, poredak je parcijalan.
Linearno ure�en podskup nekog parcijalno ure�en skup naziva se lanac.
Podskupove parcijalno ure�enog skupa u kojima su svaka dva elementa
neuporediva nazivamo antilanci.

Primeri:
1. ≤ je linearan poredak na R,

2. | nije linearan poredak na N,
skup {2n | n ∈ N} je jedan lanac na N

3. ⊆ nije linearan poredak na P(X), za proizvoǉan skup X,
skup svih jednoqlanih podskupova od X je jedan antilanac u P(X)
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Haseov dijagram
Parcijalno ure�eni skupovi mogu se predstaviti grafiqki pomo�u
Haseovog dijagrama. Ako je A skup na kome je dato parcijalno ure�eǌe ρ,
Haseov dijagram poseta A formira se na slede�i naqin:

svakom elementu skupa A odgovara jedna taqka u ravni;

taqke koje odgovaraju elementima x, y ∈ A su spojene linijom ako i samo
ako je xρy, pri qemu se x nalazi ni�e na crte�u od y.

Primer: Neka je X = {a, b, c}. Skup P(X) ure�en je relacijom ⊆ i u odnosu na
ovu relaciju predstavǉa se pomo�u Haseovog dijagrama na slede�i naqin:

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅
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definicija: Neka je ρ relacija parcijalnog poretka na skupu A i neka je
B ⊆ A. Ka�emo da je a ∈ A:

minimalan element skupa B ako a ∈ B i va�i:
ako je x ρ a, onda je x = a, za sve x ∈ B;

maksimalan element skupa B ako a ∈ B i va�i:
ako je a ρ x, onda je x = a, za sve x ∈ B;

najmaǌi element (minimum) skupa B ako a ∈ B i za sve
x ∈ B va�i a ρ x;

najve�i element (maksimum) skupa B ako a ∈ B i za sve
x ∈ B va�i x ρ a;

Primeri:

P({1, 2, 3}), ⊆ P({1, 2, 3}) \ {∅}, ⊆ N, | N \ {1}, |
minimum ∅ nema 1 nema
maksimum {1, 2, 3} {1, 2, 3} 0 0
minimalni
element(i)

∅ {1}, {2}, {3} 1
prosti
brojevi

maksimalni
element(i)

{1, 2, 3} {1, 2, 3} 0 0
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Va�i slede�e:

1. Ako postoji najmaǌi element skupa B, onda je on jedinstven.

2. Ako postoji najmaǌi element skupa B, tada i jedini minimalan element.

3. Ukoliko postoji minimalan element, ne mora nu�no postojati najmaǌi
element.

4. Ako postoji najve�i element skupa B, onda je on jedinstven.

5. Ako postoji najve�i element skupa B, tada i jedini maksimalan element.

6. Ukoliko postoji maksimalan element, ne mora nu�no postojati najve�i
element.

Dokaz: na qasu
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definicija: Neka je ρ relacija parcijalnog ure�eǌe na skupu A, B ⊆ A i
a ∈ A. Ka�emo da je element a

doǌe ograniqeǌe skupa B ako a ρ b za sve b ∈ B;

gorǌe ograniqeǌe skupa B ako b ρ a za sve b ∈ B.

Ako postoji najve�e doǌe ograniqeǌe, nazivamo ga infimum
skupa B. Ako postoji najmaǌe gorǌe ograniqeǌe nazivamo ga
supremum skupa B. Infimum i supremum skupa B redom oz-
naqavamo sa inf(B) i sup(B).

Va�i slede�e:

1. Ako postoji minimum u skupu B, onda je on jednak infinumu skupa B.

2. Ako postoji maksimum u skupu B, onda je on jednak supremumu skupa B.

Dokaz: na qasu.
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