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1 Uvod

AVL stablo je specijalna vrsta binarnog uredjenog stabla (BST - Binary Search Tree) koje ima osobinu
samobalansiranja. Operacije pretrazivanja, dodavanja i uklanjanja ¢vorova kod obi¢nog BST stabla imaju
vremensku slozenost O(h), gde h predstablja visinu stabla. Degenerisano stablo sa n ¢vorova, kod koga
svaki unutrasnji ¢vor ima samo jednog sina, ima visinu n pa su sve prethodno navedene operacije nad sta-
blom slozenosti O(n). Da bi se povecala efikasnost, smanjila vremenska slozenost operacija, potrebno je
odrzavati visinu stabla §to manjom moguéom. AVL stablo ima uslov da se visine levog i desnog podstabla
svakog €vora u stablu razlikuju najvise za 1. Drugim re¢ima, ako je visina levog podstabla nekog
¢vora z jednaka h a visina desnog podstabla ¢vora x jednaka hs, neophodno je da vazi da je |hy —ha| < 1.

Proverimo da li ovakav uslov obezbedjuje visinu stabla sa n ¢vorova nizu od O(m). Krenimo malo
drugacijim putem, neka je INj broj ¢vorova u stablu visine h i neka se visina jednog od dva podstabla uvek
razlikuje za 1 od drugog. Broj ¢vorova u takvom stablu se moze predstaviti rekurentnom jednacinom:

Np=Np_1+ Np_2+1

Broj ¢vorova u stablu visine h jednak je broju ¢vorova u levom i desnom podstablu njegovog korena +1
za koren. Imajuéi u vidu da je jedno od podstabala uvek krac¢e od drugog, ovo predstavlja najgori slucaj
za prethodno navedeni uslova AVL stabla.

Kako vazi da je:
Np=Np1+Np2+1>Np_1+Np_2>Npo+Np_2=2-Np_o

Za pocetni uslov Ny = 1 (za potrebe definicije stabla, list stabla ima visinu 0 pa je broj ¢vorova u stablu
visine 0 jednak 1).
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Primenom logaritma za osnovu 2 na obe strane nejednakosti dobija se:
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Ovime je pokazano da uslov AVL stabla, da se visina levog i desnog podstabla svakog ¢vora razlikuje
najvise za 1, garantuje visinu stabla O(logn), gde je n broj évorova u stablu, pa je time i vremen-
ska slozenost operacija nad AVL stablom (pretrazivanje, dodavanje i uklanjanje ¢vorova) ograni¢ena sa
O(logn).



2 Rotacije

Da bi se obezbedio uslov AVL stabla, potrebno je prethodno definisati operacije rotacija ¢vorova stabla.
Leva i desna rotacija prikazane su na Slici 1.

Leva rotacija (x)

T
il

Desna rotacija (v)
.«

T1 T2

Slika 1. Leva i desna rotacija ¢vorova = iy

Operacije rotacija ¢vorova stabla su vremenske sloZenosti O(1) jer zahtevaju samo nekoliko razmena
pokazivaca.

3 Balansiranje

Dodavanje i uklanjanje ¢vorova AVL stabla se vrie isto kao u slu¢aju obi¢nog BST stabla. Nakon doda-
vanja ili brisanja ¢vora stabla, moguca je pojava nebalansiranih ¢vorova, kod kojih se visine levog i desnog
podstabla razlikuju za vise od jedan. Tada je potrebno izvrsiti potrebne popravke nad stablom kako bi
ponovo svi ¢vorovi postali balansirani ali i BST uslovi ostali ispunjeni. Popravljanje se vrsi pocevsi od
najnizeg nebalansiranog ¢vora a zatim se popravljaju svi ostali nebalansirani ¢vorovi krec¢udi se ka ko-
renu stabla. Popravke predstavaljaju rotacije odgovarajuc¢ih ¢vorova stabla, kako se rotacije izvrsavaju u
vremenu O(1) a nebalansiranih évorova od najnizeg nebalansiranog ¢vora pa sve do korena ima najvise
O(logn), vremenska slozenost dodavanja i uklanjanja ¢vorova AVL stabla, uz dodatne popravke, ostaje
O(logn). Odgovarajuée rotacije se primenjuju u zavisnosti od oblika nebalansiranosti ¢vora.

Ako je ¢vor nebalansiran tako da je njegovo desno podstablo vise od levog postoje dve moguée situacije:

e Ako je desno podstablo desnog sina nebalansiranog ¢vora vise od levog podstabla desnog sina nebal-
ansiranog ¢vora taj slucaj se oznacava sa RR i popravljanje se ogleda u levoj rotaciji primenjenoj
na nebalansiranom ¢évoru.

e U suprotnom, sluc¢aj se oznacava sa RL i popravka podrazumeva desnu rotaciju nad levim sinom
nebalansiranog ¢vora a nakon toga levu rotaciju nebalansiranog ¢vora.

Ako je ¢vor nebalansiran tako da je njegovo levo podstablo vise od desnog i tada postoje dve moguée
situacije:

e Ako je levo podstablo levog sina nebalansiranog ¢vora vise od desnog podstabla levog sina nebalan-
siranog ¢vora taj slucaj se oznacava sa LL i popravljanje se vrsi desnom rotacijom nebalansiranog
cvora.

e U suprotnom, slucaj se oznacava sa LR i popravka podrazumeva levu rotaciju nad desnim sinom
nebalansiranog ¢vora a nakon toga desnu rotaciju nebalansiranog ¢vora.



Primeri rotacija prikazani su na slikama 2, 3 i 4.
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Slika 2. Popravke RR i LL slucajeva
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Slika 3. Popravka RL slucaja
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Slika 4. Popravka LR slucaja

4 Struktura set

Struktura set definisana je u biblioteci <set>. Implementirana je pomo¢u samobalansirajuceg stabla i
predstavlja apstrakciju skupa elemenata bez ponavljanja. Elementi su smesteni u samobalansirajuce sta-
blo i iteracijom kroz strukturu vrsi se LKD obilazak stabla. Struktura set podrzava dodavanje (insert()),
uklanjanje (erase), pretrazivanje (find()) i obilazak elemenata u skupu.

Primer:

set<int> skup; // Skup ce sadrzati elemente tipa int

skup.insert(5);
skup.insert(4);
skup.insert(1);
skup.insert(2);
skup.insert(2); // Duplikat se nece sacuvati dva puta u skupu
skup.insert(3);

skup.erase(5); // Uklanjanje elementa 5
skup.erase(skup.begin()) // Uklanjanje prvog elementa u skupu

for(auto it = skup.begin(); it != skup.end(); it++)



cout << *it << " ",
// Ispis: 2 3 4

auto it = skup.find(3); // Funkcija find vraca iterator na trazeni element,
// ako je vrednost pronadjena, inace vraca skup.end() iterator

5 Struktura map

Struktura map definisana je u biblioteci <map>. Kao i set, implementirana je pomo¢u samobalansir-
aju’ ceg stabla, ali su vrednosti koje se ¢uvaju u strukturi nesto drugacije. Elementi koji se ¢uvaju u
strukturi su podeljeni na dva dela, klju¢ koji se smesta u stablo i sluzi za pretrazivanje i vrednost koja
je pridruzena klju¢u. Podrzane su operacije dodavanja (insert()), uklanjanja (erase), pretrazivanje
(find()) i obilazak elemenata u u strukturi. Obilazak se vrsi LKD redosledom u odnosu na kljuceve
smestene u stablo. Iterator na element ove sturkture predstavlja uredjeni par, ciji je prvi element (first)
klju¢ a drugi (second) vrednost pridruzena kljué¢u. Dodavanje novih elemenata u strukturu map i
pristup elementima mogué je i koriéenjem operatora [ |.

Primer:

map<int, string> mapa; // Kljucevi mape ce biti tipa int dok ce vrednosti
// pridruzene kljucevima biti tipa string

mapal[l] = "Prvi element";

mapa.insert ( pair<int,string>(2,"Drugi element") );
mapa[3] = "Treci element";

mapa[4] = "Cetvrti element";

mapa [5] "Peti element";

mapa.erase(3); // Uklanjanje elementa sa kljucem 3

mapa.erase(mapa.begin()) // Uklanjanje prvog elementa u mapi, u ovom slucaju elementa
// sa kljucem 1

for(auto it = mapa.begin(); it != mapa.end(); it++)
cout << it->first << " => " << jt->sedond << endl;

// Ispis: 2 => Drugi element
// 4 => Cetvrti element
// 5 => Peti element

cout << mapal2]; // Ispis: Drugi element

mapa.find(2); // Funkcija find vraca iterator na trazeni element zadatim kljucem,
// ako vrednost nije pronadjena funkcija vraca iterator mapa.end()



