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1 Kviksort

Slozenost ovog algoritma je u najgorem sluaju O(n?) (kada se za pivot bira uvek najmanji element $to je slucaj i u
algoritmu koji je ovde naveden). U praksi se koristi algoritam koji za pivot biva proizvoljan (random) element niza i
tada je prosecéna slozenost algoritma O(nlogn). Dodatan memorijski prostor koji se koristi je velicine O(1).

Napomena: Kada se ispituje slozenost algoritma sortiranja izracunava se broj poredenja tokom njegovog izvrsavanja.

Algoritam Razdvajanje (X, Levi, Desni)
Ulaz X (niz), Levi (leva granica niza), Desni (desna granica niza)
Izlaz indeks S takav da je X[i] < X[S] za sve : < S'i X[j] > X[S] za sve j > S
{
pivot = X[Lewvi];
L = Levi; D = Desni;
while L < D
{
while X[L] < pivot && L < Desni
L=L+1;
if L > Desni
L = Desni;
while X[D] > pivot && D > Levi
D=D-1;
if L<D
zameni X|[L], X[D];
}
S = D;
zameni X [Levi], X[S];
return S;

Algoritam Q_Sort (X, Levi, Desni)
Ulaz X, leva i desna granica dela niza koji se sortira
Izlaz sortirani deo niza X

{

if Levi < Desni
{
S = Razdvajanje(X, Levi, Desni);
Q_sort(X, Levi, S — 1);
Q-sort(X, S + 1, Desni);
}
}

I Materijali velikim delom preuzeti od Jelene Hadzi-Purié¢: www.math.rs/~jelenagr



Algoritam Kviksort (X, n)
Ulaz X (niz od n brojeva)
Izlaz sortirani niz X

{
1

1. Algoritmom Kviksort prikazati postupak sortiranja brojeva 8, 11, 5, 14, 3, 9, 10, 2, 12, 1, 15, 7, 6, 4, 13.
Resenje: (pivoti su podebljani)

Q-sort(X,1,n);

8 11 5 14 3 9 10 2 12 1 15 7 6 4 13
8 4 5 14 3 9 10 2 12 1 15 7 6 11 13 (zamenjeni 11 i 4)
8 4 5 6 3 9 10 2 12 1 15 7 14 11 13 (zamenjeni 141 6)
8 4 5 6 3 7 10 2 12 1 15 9 14 11 13 (zamenjeni 917)
8 4 5 6 3 7 1 2 12 10 15 9 14 11 13 (zamenjeni 10 i 1; L pokazuje na br. 12, D na br. 2)
2 4 5 6 3 7 1 8 12 10 15 9 14 11 13 (zamenjeni 8 i 2)
2 4 5 6 3 7 1 (bira se pivot za prvu polovinu niza - do broja 8)
2 1 5 6 3 7 4 (zamenjeni 4 i 1; L pokazuje na br. 5, D na br. 1)
1 2 5 6 3 7 4 (zamenjeni 2 i 1)
5 6 3 7 4 (bira se pivot za podniz od 5 do 4)
5 4 3 7 6 (zamenjeni 6 i 4)
3 4 5 7 6 (zamenjeni 5 i 3)
7 6 (bira se pivot za podniz 7, 6)
6 7 (zamenjeni 7 i 6)
12 10 15 9 14 11 13 (bira se pivot za podniz 12,...,13)
12 10 11 9 14 15 13 (zamenjeni 151 11)
9 10 11 12 14 15 13 (zamenjeni 121i9)
9 10 11 (bira se pivot za podniz 9, 10, 11, nema promena)
14 15 13 (bira se pivot za podniz 14, 15, 13)
14 13 15 (zamenjeni 151 13)

13 14 15 (zamenjeni 14 i 13)

Prepisivanjem zadnjeg broja u svakoj koloni dobija se sortirani niz. Formulacija algoritma je preuzeta iz profesorove
knjige. U knjizi se nalazi primer sortiranja jos jednog niza.

2 Algoritmi za rad sa nizovima i skupovima

2. Dat je niz S od n celih brojeva i ceo broj x. Konstruisati algoritam slozenosti O(nlogn) koji utvrduje da li u S
postoje dva elementa kojima je zbir jednak x. Ukoliko postoji viSe trazenih parova, vratiti proizvoljan par.

Resenje: Ako za svaki element proverimo da li sa nekim drugim u zbiru daje x onda dobijamo slozenost O(n?), §to
je losije od trazene slozenosti. Zato koristimo drukéiji postupak:

1. sortirati niz S i neka je rezulat S1
2. za svako y iz niza S1 binarnom pretragom traziti ¢lan jednak sa brojem x —y

U opisanom algoritmu broj koraka u 1. delu je O(nlogn) a u drugom je O(nlogn). Ukupna slozenost je dakle
O(nlogn).

Problem u prethodnom algoritmu je sluc¢aj kada se npr. traze dva broja ¢iji je zbir 14, a u nizu se nalazi samo
jedan broj 7. Algoritam ¢e naéi broj 7 i vratiti da 7 i 7 daju u zbiru 14. Napisati funkciju u C-u koja odgovara
prethodnom opisu i izbegava navedeni problem.

3. Dat je niz S od n celih brojeva. Konstruisati algoritam slozenosti O(n) koji pronalazi broj koji nije u S.

Resenje: Taj broj moze biti broj za jedan veéi od najveteg broja u nizu S. Maksimum svih brojeva se moze naéi
jednim prolazom kroz niz S tako §to se inicijalno postavi da je jednak 1. ¢lanu, a potom se prolazi kroz svaki slede¢i
¢lan niza i ukoliko je tekudi ¢lan veéi od maksimuma do tada, onda se promenljiva maz azurira i dobija vrednost
tekuceg ¢lana niza S.

Kako se kroz niz S prolazi ta¢no jednom i za svaki ¢lan obavljaju operacije poredenja sa promenljivom mazx i
eventualna azuriranja njene vrednosti (3to je konstantno vreme), onda je ukupna vremenska slozenost O(n).



Algoritam manje slozenosti ne moze da reSava problem za svaki ulaz, jer ne moze da pregleda svih n ¢lanova niza

S.

4. Neka je zadat niz prirodnih brojeva z[0],z[1],...,z[n — 1]. ViSestrukost broja y u z je broj pojavljivanja y u z.
Odrediti element x viSestrukosti veée od n/2 (“preovladujuéi element”) ili ustanoviti da takav element ne postoji.
Algoritam treba da je §to je moguée manje vremenske i prostorne slozenosti. Npr., unizu23255552515455 je
preovladujuéi element 5.

Ideja 1: Odrediti medijanu (videti u knjizi poglavlje o rangovskim statistikama), te je naden kandidat za proveru.
Ovo se postize tako §to se rekurzivno radi sledeée: 1. Prvo se radi particionisanje na isti nac¢in kao u kviksort algoritmu.
2. Zatim se pretrazuje samo jedna polovina niza. Moze li efikasnije od O(n?)? Podsetiti se dobijanja medijane pomoéu
dva hipa. Koja je tada slozenost?

Ideja 2: Izvrsi se sortiranje, te ako postoji preovladujuéi broj, on je u sredini i izra¢una se njegov broj pojavljivanja
u sortiranom nizu. Moze li efikasnije od O(nlogn)?

Ideja 3: Ako je x[i] razlicito od x[j] i ako se izbace oba ova elementa iz niza, onda ako postoji y koji je preovladujuéi
element starog niza, onda je on preovladujuéi element i novog niza (obratno ne vazi).
U algoritmu se u jednom prolazu koriste promenljive C, M, gde je C jedini kandidat za preovladujuéi element u

nizu z[0], z[1],...,z[¢ — 1]. M je broj pojavljivanja elementa C u nizu z[0], z[1],. .., z[i — 1], bez onih elemenata C koji
su izbaceni.
Ako je z[i] == C, onda se M uvecava za 1, a inace smanjuje za 1 Ako M postane 0, onda C dobije novu vrednost

x[é] i time i M postane 1.

Algoritam Preovladjuje (x,n):
Ulaz x, n /* niz brojeva x, dimenzije n*/
Izlaz /* preovladjujuci element (ako postoji) ili -1 */

{
c=x[0];
M=1;
for(i=1; i<n; i++){
if (M==0) {
C=x[i];
M=1;
}
else {
if (x[i]==C) M++;
else M--;
}
}

if (M==0)

return -1;  /*nema preovladjujuceg elementa*/
else

brojac=0;

for (i=0; i < n; i++)
if (x[i]==C)
brojac++;

if (brojac > n/2)
return C;

else
return -1;

5. Data su dva niza celih brojeva S1 i S2 i celi broj x. Ustanoviti da li postoje element y1 niza S1 i element y2 niza S2
takvi da im je zbir jednak x. Vremenska slozenost algoritma treba da bude O(nlogn), gde je n ukupan broj elemenata
u oba niza. Ukoliko postoji viSe trazenih parova, vratiti proizvoljan par.



Resenje:
Neka u prvom nizu ima k, a u drugom n-k elemenata.
1. Sortirajmo oba niza u rastuéem redosledu i oznac¢imo elemente prvog niza posle sortiranja sa aj,asq,...ak.
Oznacimo elemente drugog niza posle sortiranja sa by, ba, ..., b,_j.
2. Za svako i takvo da 1 <=1 <= n - k: trazimo u nizu @ element x — b; binarnom pretragom pomocu O(logn)
(preciznije [log k]41) uporedivanja medu ovim brojevima pronalazi x, ili se utvrduje da ni jedan od njih nije jednak x.
Znagi, za proveru za svaki element niza b dovoljno je O(nlogn) uporedivanja.

SLOZENOST algoritma: slozenost pocetnog sortiranja u koraku 1 je O(nlogn) za proveru svih parova u koraku
2 dovoljno je O(nlogn) uporedivanja, te je ukupna slozenost algoritma O(nlogn). Prostorna slozenost algoritma je
O(1). Zasto?
Napisati C funkciju koja odgovara datom objasnjenju. Da li ¢ée se javiti problem koji je diskutovan na kraju zadatka
17

6. Kutije su numerisane redom od 1 do n, gde je n paran broj. U i-toj kutiji je smestena koli¢ina od a[i] objekata.
Konstruisati algoritam koji ¢e spojiti sadrzaje po dve kutije, ali tako da maksimalna koli¢ina objekata u po dve kutije
bude $to je moguée manja (potrebno je da kada se posmatraju novonastale kutije, i izracuna maksimum koli¢ine
objekata medju njima, taj maksimum bude $to je moguée manji).

Resenje: Prvo sortirati niz a i rezultat je niz b. Zatim formirati parove (b[1],b[n]), (b[2], b[n-1]),..., (b[i], bn-i+1]), i
<=n/2
Dokaz korektnosti postupka: => dokaz da ma koje spajanje sadrzaja po dve kutije razli¢ito od spajanja iz koraka
2, ima maksimalnu koli¢inu u po dve kutije ne manju od dobijene maksimalne koli¢ine u koraku 2. Pretpostavimo
suprotno, tj. uotimo spajanje sadrzaja po dve kutije koje nema par (b[1], b[n]) veé¢ ima neka (proizvoljna) druga dva
para (b[1], b[i]), (b[j], b[n]). Ako se ta dva para zamene parovima (b[1], b[n]), (b[i], b[j]), onda se moze smanjiti ili
ostati isti maksimum zbirova, jer vazi da:

a) b[1]+b[n] <= b[j] + b[n]
b) blij+b[j] <= b[j] + b[n]

Slicno, ako se i na ostalim parovima primeni analogan postupak (posmatra se par b[2],b[n-1], itd.), onda zamene
parova mogu dovesti samo do smanjivanja ili ostanka istog maksimuma zbirova. Dakle za bilo koje drugo uparivanje,
navedenim postupkom dobijamo ono koje smo mi predlozili i ¢iji maksimum moze biti samo manji ili jednak. Zato su
parovi (b[1],b[n]), (b[2], bln-1)),..., (b[i], b[n-i+1]), i <= n/2 optimalno resenje zadatka.

Prethodni algoritam spada u grupu pohlepnih algoritama: brzo i intuitivno se dolazi do resenja problema. Intuicija
cesto moze da vara, pa je kod konstrukcije ovakvih algoritama potrebno izvesti i dokaz korektnosti, koji je ¢esto vrlo
komplikovan. ViSe rec¢i o ovakvim algoritmima na jednom od narednih ¢asova.

7. Dat je niz od n prirodnih brojeva sa vise ponavljanja elemenata, tako da je broj razli¢itih elemenata u nizu O(logn).
Konstruisati algoritam za sortiranje ovakvih nizova, u kome se izvrsava najvise O(nloglogn) uporedivanja brojeva.

RESENJE:

Svaki element niza umetnuce se kao jedno polje ¢vora balansiranog binarnog stabla pretrage. Drugo polje ¢vora ée
¢uvati broj pojava tog elementa u nizu. Ako je broj razli¢itih elemenata u nizu O(logn), onda je broj ¢vorova u stablu
O(logn), te je visina stabla O(loglogn). Zato je broj uporedivanja najvise O(nloglogn) pri unosu svih elemenata u
stablo.

Zatim se stablo obilazi inorder obilaskom i njegovi elementi se kopiraju u neopadaju¢em redosledu u izlazni niz
duzine n tako $to se svaki element kopira onoliko puta kolika je vrednost odgovarajuéeg brojackog polja.

8. Dat je hip (eksplicitno) sa n elemenata tako da je najveéi element u korenu. Dat je i ceo broj x. Konstruisati
algoritam koji samo utvrduje da li je k-ti najveéi element hipa veéi od x. Nije nuzno odrediti k-ti najveci element hipa.
Vremenska slozenost algoritma mora da (nezavisno od veli¢ine hipa) bude O(k). Dozvoljeno je koristiti memorijski
prostor velicine O(k) (u slucaju da se koristi rekurzija, dozvoljeno je koristiti memorijski prostor veli¢ine O(k) za
pamcenje rekurzivnih poziva, tj. za stek).



ResSenje: k-ti najvedi element hipa veéi od x <=> postoji k elemenata hipa koji su veéi od x, k >=0

broj=0; /* promenljiva koja cuva broj elemenata vecih od x; ova promenljiva mora ziveti, tj. cuvati vrednos
te je staticka ili globalna ili ...*/
odgovor=false; /* odgovor da li je k-ti najveci element hipa manji ili jednak od x. Kada se jednom postavi

Algoritiam Utvrdi (Hip H sa korenom v, x, k)
ulaz: v, x, k
izlaz: odgovor true/false

{
if (k <= 0)
greska ("k nije pozitivan broj");
if ('v)

return odgovor; // prazno stablo, odgovor false
if (v->broj > x)

broj++;
if (broj >= k){

odgovor = true;

return odgovor;

}
if (v->levi && v->levi->broj > x)
Utvrdi (v->levi, x, k);
if (lodgovor && v->desni && v->desni->broj > x)

Utvrdi (v->desni, x, k);

return odgovor;

Bez obzira na veli¢inu hipa, broj rekurzivnih poziva f-je Utvrdi je O(k), jer jer se rekurzivni pozivi vrse samo za ona
podstabla za koja je koren veéi od x, a ukoliko se nade k odgovarajuéih elemenata, prekida se funkcija. Za pamdenje
rekurzivnih poziva potrebno je koristiti stek, tj. memorijski prostor O(k).

Zadatak: Nije preporucljivo koristiti globalne promenljive. Napisati pseudokod gornjeg algoritma koji ne koristi
globalne promenljive.

9. Napisati algoritam koji odreduje najveéi i najmanji broj u nizu. Dozvoljeno je maksimalno 3n/2 poredenja.
10. Napisati pseudokod algoritma za zadatak 3, ideja 1.

11. Za (strogo) rastuéi niz n celih brojeva A, napisati pseudokod koji proverava da li postoji indeks i takav da je Al[i]
= i. Ako postoji viSe trazenih indeksa, vratiti proizvoljni. Vremenska sloZenost treba da je O(logn) a prostorna O(1).

12. Napisati pseudokod algoritma koji vraca sve duplikate u datom nizu. Vremenska slozenost treba da je O(nlogn).



