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Zadaci

. Dokazati da vaze sledece jednakosti:

a) 2n+3 € O(n)

b) 2n? + 3n € O(n?)

c) vn—2logn € Q(logn)

d) 21+ neO(2)

. Ako se algoritam A izvrava na racunaru koji izvrsava 10® instrukcija u sekundi a algoritam A ima

funkciju vremenske slozenosti koja pripada klasi O(n?), koja je najveéa moguéa vrednost velicine
ulaznog podatka n za algoritam A da bi algoritam zavrsio sa izvrSsavanjem za 1 minut?

. Za koliko sekundi ée se izvriiti algoritam A, sa ulazom 1000 vremenske slozenosti O(n?) ako se
izvréava na rac¢unaru koji izvrsava 10° instrukcija u sekundi?

. Koliko je instrukcija u sekundi potrebno da izvrsava racunar da bi se na njemu izvrsio algoritam
slozenosti O(n”) za ulaz velicine n = 100 ako je vreme izvrSavanja ograni¢eno na 10 sekundi.

. Naéi opste resenje rekurentne jednac¢ine T'(n) = T'(n— 1)+ T(n— 2) sa potetnim uslovima 7'(0) = 0
i T(1) = 1. Dobijeno reSenje izraziti u O notaciji.

. Naéi opste resenje rekurentne jednacine T'(n) = T'(n — 1) + n + 1 sa pocetnim uslovom T'(1) =1 .
Dobijeno resenje izraziti u O notaciji.

. Odrediti broj koraka narednog programskog koda i reSenje izraziti u O notaciji:

k = 3;
for(i = 1; i < n; i++)
{
while(k <= n)
{
k =k * 3;
suma = suma + i;
}



2 Resenja

1. Dokazati da vaze sledeCe jednakosti:

a)

Da bi vazilo 2n 4+ 3 € O(n) dovoljno je pronadi pozitivne konstante ¢ i N tako da vazi:
n+3<c-n, Vn>N

Jedno od moguéih resenja je: ¢ = 3, N = 3, dokazimo indukcijom po n da je pronadjeno
reSenje ispravno:

Baza indukcije: n = 3
2-3+3<3-3
9<9

Posto baza indukcije vazi, pretpostavimo da nejednakost vazi za neko n > 3. Treba pokazati
da nejednakost vazi i za n + 1:
2(n+1)+3<3(n+1)
2n+24+3<3n+3
2n+3<3n+1
2n+3<n+2n+1

Kako po hipotezi vazi da je 2n+3 < n, vazi i nejednakost u kojoj je desnoj strani dodata pozi-
tivna vrednost 2n+1, pa je time dokazano da je pronadjeno resenje zaista reSenje nejednakosti
a time i da je 2n+ 3 € O(n)

Da bi vazilo 2n2 + 3n € O(n?) dovoljno je pronaéi pozitivne konstante ¢ i N tako da vazi:
2n2+3n§c-n2, VYn>N
Podelimo obe strane nejednakosti pozitivnom vrednoséu n:

2n%  3n c-n?
—+ —<
n n n

2n+3<c-n
Jedno od moguéih resenja je: ¢ = 3, N = 3, pronadjeno u delu pod a).
Da bi vazilo v/n — 2logn € Q(logn) dovoljno je pronaéi pozitivne konstante ¢ i N tako da
vazi:
vn—2logn >c-logn, n> N

vn—2logn > c-logn
vn>c-logn+2logn
Vn>(2+c)-logn
Nazalost, u ovom slucaju nije potpuno jasno kako odabrati konstante ¢ i N. Kako vazi da n®
raste brze od (logn)® za a, 8 > 0, to navedena nejednakost vazi za proizvoljnu konstantu c i
dovoljno veliku vrednost N. Da bismo pronasli N potrebno je da znamo osnovu logaritma.
Ipak, do dokaza da je v/n — 2logn € Q(logn) mozemo doéi i nesto drugacijim putem.

Kako vazi da je:

logn € ©(Inn)



to je polazni problem ekvivalentan problemu:

Vvn—2Inn € Q(lnn)

Naizgled, problem deluje podjednako tezak kao i polazni. Ipak, ako pokazemo da vazi jace
tvrdjenje, da je:

Vn—2Inn € w(lnn)
vazice i

Vvn—2Inn € Q(lnn)

te i polazno tvrdjenje zadatka.

Da bi vazilo:
Vvn—2Inn € w(lnn)

potrebno je da je:
—21
i V=2

n— 00 Inn

Dolazimo do problema da je limes oblika 22 kada n tezi beskonacnosti. Kako su obe funkcije
diferencijabilne u svim tackama n za 1 < N < n, mozemo primeniti Lopitalovo pravilo:

i L@ _ 1)

1m
wie gla)  ne g/ (x)

ako su f i g diferencijabilne u tacki ¢, pa za nas limes dobijamo:

1 2
. n—2lnn . 5/n T n
lim fi: li 2yn_ n
n—oo 1nn n—00 =
n
# 2
= lim —ln — lim 4+
n— o0 - n—,oo —
n n
.1 n . 2n 1 .
=lim = -—=— lim — = lim =-yn— lim 2=00—-2 =00
n—oo 2 n n—oo N n—oo 2 n—oo

Time smo pokazali da vazi jace tvrdjenje:

Vn—2Inn € w(lnn)

iz ¢ega sledi:

Vvn—2Inn € Q(lnn)

a onda i:

Vvn —2logn € Q(logn)
Cime je dokazano polazno tvrdjenje.

Da bi vazilo 2! + n € ©(2") potrebno je da vazi:
2" 4 ne0@2)i2" ! +ne 2
ili
2" 1 ine0@2M)i2" € 02" 4 n)
Da bi vazilo 2"~! + n € O(2") dovoljno je pronaéi pozitivne konstante c; i Ny tako da vazi:
ol < c1 2", VYn > Ny

Jedno resenje bi moglo biti ¢c; =1, N =1



Da bi vazilo 2" € O(2"~! + n) dovoljno je pronaéi pozitivne konstante c¢; i N7 tako da vazi:
2" § Co '2”714’71, Vn Z NQ

Jedno zajednicko reSenje za obe nejednakosti bi moglo biti co =2, N =1,pasuc; =1,co =2
i N = max(Ny, N2) = 1 pa je time dokazano da vazi:

2"l 4 nc o2

2. Algoritam vremenske slozenosti O(n?) za jednu sekundu moze obraditi ulaz veli¢ine v103. Za 1
minut, algoritam A moze obraditi ulaz veli¢ine v/108 - 60 = V6 - 109 ~ 7.7 - 10*

3. Trazeno vreme izvrSavanja algoritma dobija se reSavanjem jednacine:

n® =10% ¢, zan = 1000

10003 = 106 - ¢
107 = 10% - ¢
109
t = 06 = 10% sekundi

Sto je priblizno 16.6 minuta
4. Trazeni broj instrukcija u sekundi dobija se resavanjem jednacine:

n’ =410, za n =100

1007 =i - 10
10" =410
10"
1= Tor = 10* instrukcija u sekundi

5. Kako je jednacina T'(n) = T'(n — 1) +T'(n — 2) homogena rekurentna jednac¢ina drugog reda, njena
karakteristina jednacina je:
th = tn—l + tn—2
tn _ tnfl _ tn72 =0

t2

Posto je jednacina drugog reda, pomnozi¢emo obe strane jednacine sa i

tn_tnfl_tn72:0/'ﬁ
tn

t?—t—1=0
Opste resenje rekurentne jednacine je oblika T'(n) = ¢ -7 + o -t gde su t; i t5 nule karakteristi¢ne
jednacine a c; 1 co realne konstante.

Pronadjimo nule jednacine t> — ¢ — 1 = 0

; _ —bE Vb —4-ac
1,2 — 2.4
1+£/1-4-(-1) 1++5

o= —
1.2 2 2

1+5 1—
at2:
2 2

E

1=

Dakle, opste reSenje polazne rekurentne jednacine je oblika:

1+v5,, 1-+v5
7 )t (3

T(n) = ex - ( "



Ostaje da pronadjemo konstante ¢; i co. Kako su posetni uslovi datizan=0in=1,tj T(0) =0
i T(1) = 1, napraviéemo sistem gde ¢emo n iz opSteg resenja jednacine zameniti sa vrednostima za
koje su nam pocetni uslovi poznati:

T() = (52 e () =1
pa je sistem:
c1+co = 0
L1V e Lo V5
D 22
Iz prve jednac¢ine mozemo zakljuciti da je ¢; = —ca, Sto kada se uvrsti u drugu jednacinu daje:
1++5 1-V5 _ |
_C . _— C . =
2 5 2 5
Ako obe strane jednacine pomnozimo brojem 2 dobijamo:
1 5 1—-+5
—C2 - +f—02~ \/>:1/-2

2 2

—co-(14+VB) —cy-(1=5)=2
e (—(1+V5)+1—-V5) =2

e (-1=V5+1-V5)=2

ey 25 =2
1

Cp=——F—

V5

Kada dobijenu vrednost ¢y uvrstimo nazad u prvu jednac¢inu dobijamo:

1
C1 = —F—=

VB

Konaéno, opste resenje polazne rekurentne jednacine je:

1 1+v5, 1 ,1-+5
T(n):%'( B) )—*5'( 5
Sto pripada O((Hz‘/g)”) ~ 0(1.618")

yr =

6. Jednac¢ina T'(n) = T(n — 1) + n + 1 je nehomogena jednacina (zbog slobodnih ¢lanova n i 1) pa je
potrebno svesti je na homogenu jedna¢inu narednim postupkom:

Tn)=Tn-1)+n+1
Tn—1)=Tn—-2)+(n—1)+1

Oduzmimo drugu jednacinu od prve:

Tn)—T(n—-1)=Tnh—-1)—-Tn—-2)4n—-(n-1)+2-2=Tn—-1)—Tn—-2)+1

Tn)=2T(n—-1)—-Tnh—-2)+1



Jednacina dobijena oduzimanjem je i dalje nehomogena jednacina, sada drugog reda, pa je potrebno
ponoviti postupak:

T(n)=2T(n—-1)—-Tnh-2)+1
Tn—1)=2T(n—2)—T(n-3)+1
Oduzimanjem druge jednacine od prve dobijamo:
Tn)—Tn—1)=2Tn—1)—-2T(n—2)—Tn—-2)+Tn—-3)+1—-1
T(n)=3T(n—1)—-3T(n—2)+T(n—23)
Dobijena jednacine je homogena jednacina tre¢eg reda pa je njena karakteristi¢na jednacina:

tn =3t 32 "3 =0

tS

Kako je jednacina treceg reda, karakteristicnu jednacinu mnozimo sa 17

tS
th =3t 32 3 =0/ - m
2 —3t2+3t—1=0

Nule dobijene kubne jednacine su t; = to = t3 = 1, tj dobijena nula je trostruka, pa je opste resenje
rekurentne jednacine oblika:

T(n)=ci -t +co-n-th+c3-n?-t4
t
Tn)=ci -tV +cy-n-t7 +c3-n?-t7
T(n)=c -1"+cy-n-1"+c3-n*-1"
T(n) =c1 +cy-n+cs-n’
Iz pocetnog uslova T'(1) = 1 dobijamo:

T(1)201+02+03:1

Kako jednacina ima tri nepoznate, potreban nam je sistem od tri jednacine. Dodatne dve jednacine
dobijamo izra¢unavanjem vrednosti 7'(2) i T'(3):

Tn)=Tmn—-1)+2n+1

T2)=T(1)+2-241=1+4+1=6
TB)=T(2)+2-3+1=6+6+1=13

Sada imamo sistem od tri jednacine sa tri nepoznate:
T(1)201+02+C3:1

T(Q) =C —+ 262 +403 = 6
T(3) =c¢1 =3¢y +9c3 =13

Oduzimanjem prve jednacine od druge dobijamo:

01761+262702+403703:671



co+3c3 =5 (*)

Oduzimanjem druge jednacine od treée dobijamo:

Cl—Cl+3CQ—202+963—403:13—6
Cco+5c3 =T (**)

Razlika (**) - (*) daje:

CQ—CQ+503—303:7—5

203 =2
C3 — 1
Uvrstimo dobijenu vrednost cg u (*):
co+3-1=5
Cy = 2

Dobijene vrednosti ¢ i ¢3 uvrstimo u prvu jednacinu:
ca+24+1=1
c1 = —2
Konaé¢no, opste resenje polazne rekurentne jednacine je:
T(n)=-2+2-n+1-n?
Sto u O notaciji pripada O(n?)

. Prebrojimo sve naredbe koje se izvrSavaju u okviru programskog koda:

k = 3;
for(i = 1; i < n; i++)
{
while(k <= n)
{
k =k *x 3;
suma = suma + i;
}

Dodela vrednosti promenljivoj k je jedan korak. Dodela u okviru inicijalizacije prve petlje se
izvrSava jednom, poredjenje ¢ < n se izvrSava n puta, jer je brojainicijalno postavljen na 1. Inkre-
mentacija i + + se izvrSsava n — 1 puta kao i naredbe unutar tela petlje.

Uslov druge petlje k < n se izvrsava |logs n] 4+ 1 puta a naredbe unutar tela petlje |logs n| puta.
Naredbe unutar tela while petlje obuhvataju dve dodele, jedno mnozenje i jedno sabiranje.

Ukupan broj koraka je:
1+1+n+m—1)4+(n—1)-([loggn] +1+ |loggn] - (1+1+1+1))

=1+2n+(n—1)-(5|loggn] +1) =14 2n+5n|loggn| +n —5|loggn| —1
= 3n + 5n|log; n] — 5|logs n] sto pripada O(nlogn)



