Problem Ranca (Unapred, Unazad 1 3. rekurentna formula)

Problem ranca definiSemo na slededi nacin:

Pretpostavimo da je dat neki ranac zapremine b = 0 i skup predmeta kojima se ranac puni. Svaki predmet
ima svoju zapreminu a; = 0 i vrednost ¢; = 0. Napuniti ranac sadrzajem najvece vrednosti tako da je

ukupna vrednost koja se nosi u rancu maksimalna:

n
male CjX]'
Jj=1
n
Z. ajxj <b
Jj=1

X1,%3, -, X, € Z 1 nenegativni

¢ Problem se ekvivalentno moze posmatrati kao problem odredivanja maksimalnog profita kompanije
koja treba da finansira n projekata iz svog budZeta veli€ine b ako su poznazi troSkovi i dobit za svaki
projekat. Tada bi promenljiva x; mogla da se interpetira kao promenljiva odlucivanja kojom se
odreduje procenat u¢es¢a kompanije u tom projektu.

+ Problem ranca se reSava tako $to se podeli na etape.

¢ Uvodimo pomoc¢nu funkciju F definisanu na sledeci nacin:

Fr(y) = max{c;x; + -+ x| a1 + -+ apxe < ¥, %1,.., %, = 0,%q1, ..., X € Z}

Za reSavanje pomocéne funkcije koristimo sledeée rekurentne formule:

1.

Fi(y) = c1ly/a4]
F ) = max{cgxy + Fio1 (v — agxi) | x €{0,1, ..., [y/ax]}} k =2

Ako punimo ranac jednim predmetom sledi da je
Fi(y) = max{cixq | a1y Sy, 20} = ¢q1[y/aq]

¢ime smo potvrdili po€etni uslov.

2. Fy (y) = max{Fy_1(¥), Fy-1(y —ay) + ¢} gdeje F,(y) = —o zay <0.

U ovom slu€aju za k-tu koordinatu optimalnog reSenja vazi ilix, =0 (F, (y) = Fr—1 () ili x, =1
(F(y) = Fy—1 (y —ay ) + c;). Optimalna vrednost je svakako uvek jednaka boljoj od navedenih
vrednosti.

Navedena formula se naziva jo§ formulom unapred i ona je najpogodnija za kompjutersko
izraCunavanje.

F, () =02za 0 <y <min{ay,..,a,} azay > min{a,,..,a,} je
E,(y) = max{cy, + F,(y — a) | k = 1,2,..,n} ukoliko se definiSe F,(y) = —o zay <0.

Ako nula nije optimalno reSenje, bar jedna njegova koordinata, npr. x; je veca ili jednaka od 1 (F,(y) =

ek + Fa(y — ay))-

Navedene rekurzivne forumle se mogu Koristiti za odredivanje optimalne vrednosti E, (b) problema kao
i odgovarajuceg optimalnog resenja.

Ako koristimo formulu 1 potrebno je da se pamte svi koraci dok je kod formule 2 dovoljno da se pamte
samo poslednja dva resenja.



- Kod druge formule uvodimo jo$ jednu pomoénu veli€inu i; (y) koja pamti najveci indeks j takav da je jta
promenljiva optimalnog reSenja u F,(y) pozitivna. Ukoliko je nula optimalno reSenje, definiSimo ovaj
indeks sa nulom. Vazi rekurzija:

. (=1 () e+ F(y) < Fi . _ (0 F(y)=0
l"(”‘{kllc Gt Fe) = Fy ”(Y)‘{l () # 0

Na osnovu vrednosti dobijene za i,,(y) moZzemo rekonstruiSemo optimalno reSenje iz smisla indeksa i
vrednosti ln(b) i ln(b - ain(b)).

Kako upisujemo reSenja?

) (k xp,=1n=k
ln(y)_{;tk X, =0n+k

k  xx 2 a;, ), Ispitujemo za y — a; ()

ln(y - ain(b)) - {e Xe = 1:xe+1 =0, Xk = 1

|Zadatak 1

Resiti problem ranca koriste¢i rekurentnu formulu unapred.
max 10x; + 2x, — x3 + 3x,
31 +x, +3x3 <4
x; € [0,1],i = 1,2,3,4.
Resenje:
Prvo odredimo kapacitete: ¢; = 10,¢, = 2,¢c3 = —-1,¢, =3,a, = 3,a, = 1,a; = 3.
MozZemo da stavimo da je x, =1 (x, uzima svoju maksimalnu vrednost obzirom da tada nece narusiti
pocetna ograniCenja). Buduci da vrednost promenljive x, ne uti€e na ograni€¢enja mozemo uzeti da je x, =
1 itraziti max F(x) = 10x; + 2x — 2 — x3 + 3. lzborom x, = 0 se dobija loSije reSenje.
Formiramo tablice Fi (y) i i) (y) koriS8¢enjem rekurentnih formula:
F(y) = aly/a1] = 10[y/3]
F(y) = max{F;(y),c; + F1(y — az)} = max{F,(y),2 + F;(y — 1)}
F3(y) = max{F,(y), c3 + F,(y — ag)} = max{F,(y), -1 + F,(y — 3)}
() = {il(y) F)>2+FRy -1
2 Fi<2+Fl-1)

c oy _ () BO)>2+Fl-3)
13(”‘{23 <1+ K -3)

Ky | o 1 2 3 4 ily 0 1 2 3 4
1 0 0 0 | 10 | 10 1 0 0 0 1 1
2 0 2 2 | 10 | 12 2 0 2 2 1 2
3 0 2 2 | 10 | 12 3 0 2 2 1 2

U tablici sa leve strane vidimo da se maksimum dostize za F;(4) = 12. Rekonstruisaéemo raspored
pakovanja:
Kako je i;(4) =2 > x, = 1.
Dalje gledamo za F;(4—a;) =3, i35(3)=1-x; =1, a zatim F;(3—a;) =0,i3(0) =0 - x3 = 0.
Konac¢no: x; = 1,x, =0,x, = 1,x3 = 0.
Dakle,
frax = 12+3 =15



Zadatak 2

ReSiti problem ranca koristeéi rekurentnu formulu unapred.
max 3x; + x, + 7x3 + 2x4 + 5x5
4x, + x5 + 2x3 + 3x4 + 6x5 < 8
x; €[01], i=1234,5.
ReSenje:
Prvo odredimo kapacitete: ¢c; =3,¢c; =1,¢c3 =7,¢4, = 2,c5 =5,a; =4,a, =1,a3 = 2,a, = 3,a5 = 6.
Formiramo tablice Fy, (y) i iy (¥)
Kori§¢enjem rekurentnih formula:
F,(y) = aly/ai] = 3[y/4]
F,(y) = max{F;(y),c; + F1(y — az)} = max{F; (¥),1 + F;(y — 1)}
F5(y) = max{F,(y), c3 + F2(y — a3)} = max{F,(y),7 + F,(y — 2)}
Fy(y) = max{F3(y), ¢4 + F3(y — ay)} = max{F3(y),2 + F3(y — 3)}
Fs(y) = max{F,(y), cs + F,(y — as)} = max{F,(y),5 + F,.(y — 6)}

. (1) RO >1+FKy-1)
lz(y)‘{lz 1F1S1+F2(2y—1)

is(y) = {iz(}’) F,(y) > 7+ F(y - 2)
3 R <T7+F(y-2)
kKly | 0 1 2 3 4 5 6 7 ity | 0O 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 0 0 0 3 3 3 3 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1
2 0 1 1 1 3 4 4 4 2 0 2 2 2 1 2 2 2 1
3 0 1 7 8 8 8 10 | 11 11 3 0 2 3 3 3 3 3 3 3
4 0 1 7 8 8 9 10 | 11 11 4 0 2 3 3 3 4 3 3 3
5 0 1 7 8 8 9 10 | 11 12 5 0 2 3 3 3 4 3 3 5

Konacéno, imamo da se maksimum dostize za F5(8) = 12 - i5(8) = 5 — x5 = 1. Dalje imamo da je
is(8—ag) =is(2)=3->x3=1.Zatimis(2—a3) =i5(0)=0-x; =0,x, =0,x, = 0.

fmax =12zax = (0,0,1,0,1)

NAPOMENA
U slu€aju da je skup reSenja Z i da smo tokom rekonstrukcije reSenja imali ik(yj) =s,j=12,..,m
promenljiva x; dobija vrednost m. Videti zadatak 62.

Zadatak 3

ReSiti problem ranca koriste¢i rekurentnu formulu unazad.
max 3x; + X, + 7x3 + 2x4 + 5xg
4x1 + Xy + 2x3 + 3x4 + 6x5 < 8
x; € [0,1],i = 1,2,3,4,5.

ReSenje:

Fs(8) = Orsr}cié(l{st + F,(8 — 6x5)} = max{F,(8),5 + F,(2)} =..= 12
F,(8) = Orsr)lﬁ)él{Zxél + F3(8 — 3x4)} = max{F5;(8),2 + F;(5)} =..= 11
F,(2) = Orsr}cié(l{ZxA} + F3(2 —3x4)} = max{F;(2)} =..=7

F;(8) = 0222)5(1{7963 + F,(8 — 2x3)} = max{F,(8),7 + F,(6)} =..= 11
F;(5) = 0151}62)5(1{7363 + F,(5 — 2x3)} = max{F,(5),7 + F,(3)} =..= 8

F;(2) = Or<r)1€a)<<1{7x3 + F,(2 — 2x3)} = max{F,(2),7 + F,(0)} =..= max{1,7} = 7



F,(8) = 0r<r}ca)<(1{x2 + F,(8 —x,)} = max{F,(8),7 + F,(6)} =..= max{4,11} = 11

F,(6) = Orsr}ca)s(l{xz + F1(6 — x)} = max{F,(6),1 + F;(5)} = ---.= 4
F,(5) = Ogaé(l{xz + F1 (5 — x3)} = max{F;(5),1+ F;(H)} = .= 4
F,(3) = Orsr}cagl{xz +F,3—x,)} =max{F;(3),1+ F,(2)}=--.=1
F,(2) = OLI}Ca§1{x2 + F1(2 — x3)} = max{F;(2),1 + F;(2)} = .= 1
F,(0) = ngzlgl{xz +F1(0—x)} =F,(0) =0
7071 e 6]
F(0)=3-|7]=0 F3)=3-[7]=0 F(6)=3-|7| =1
.M L4 eyl
F1(1)—3'_Z_—0 F1(4)—3'_Z_—1 F1(7)_3._Z__1
T2 .5 181
F1(2)—3-Z—0 F1(5)—3'Z—1 F1(8)—3~_Z—1

Obratiti paanu da x; moze imati samo vrédnosti 0i 1, te stoga piSemo Haje Fi(8)=3-1=1 1l
Vrac¢amo vrednost nazad:

Fs(8) > x5=1 F32) - x3=1 Fi(0) > x, =0
F,(2)» x,=0 F,(0) > x,=0
‘Zadatak 3

ResSiti problem ranca koristeéi rekurentnu formulu unazad.
max 3x; + 4x, + 5x3 + 2x,
2x1 + 3xy +4x3 +5x, <9
xi €Z,i=1234.
Resenje:
F,(9) = 0g3§1{2x4 + F3(9 — 5x4)} = max{F5(9),2 + F;(4)} = 13

/l trazimo maksimum za svaku potencijalnu vrednost promenljive x,
F;(9) = Orsrglgé(z{Sx3 + F,(9 — 4x3)} = max{F,(9),5 + F,(5),10 + F,(1)} = max{13,12,10} = 13

F3;(4) = (022)5(1){5)63 + F,(4 — 4x3)} = max{F,(4),5 + F,(0)} = max{6,5} = 6

F(9) = max {4x, + F1(9 = 3x,)} = max{F, (9),4 + F1(6),8 + F(3), 12 + F; (0)} = max{12,13,11,12} =11
F,(5) = 01522)5(1{43(2 + F; (5 — 3x,)} =max{F,;(5),4 + F;(2)} = max{6,7} = 7

F,(4) = 023)5(1{4)62 + F; (4 — 3x,) = max{F;(4),4 + F;(1)} = max{6,4} = 6

K1) = ng;"g{o{‘}xz + F1(1—3x2)} = max{F; (1)} = 0

F,(0) = OISY}C?;DS(O{ 4x; + F1(0 = 3x2)} = max{F,(0)} = 0

F1(0)=3*[g]=0 F1(2)=3*[§]=3 F1(4)=3*E]=6 F1(6)=3*B]=9

12

1 3 5 _ 9
R =3+[5|=0 RG) =3+[1]=3 RG) =3+ =6 RO =3+[]
RekonstruiSemo raspored:
Maximalna vrednost ranca je 13 i postignuta je za x, = 0 a dostize se za F;(9) koje svoju maksimalnu
vrednost dobija kada je x; = 0. Poslednja vrednost dostize se za F,(9) koji svoj maksimum dostize za x, =
1, odnosno za maksimalno F; (6) koje, opet, svojm maksimum dostize za x; = 3.

Konacno, traZeno reSenje je oblika : (3,1,0,0)



Sli¢no reSenje dobicemo i formulom unapred. U nastavku slede tablice i rekonstrukcija reSenja.

ky|o0|1]2|3|4|5|6| 7|89 ily|0(1]2|3|4|5(6|7|8]|9
1 10|03 |3|6]|6|9| 9 |12]12 1100|1111 1111
2 10(0|3|4|6|7|9|10]12]|13 2|]0(0|1j2|1|21]|]2]1]|2
3|10({0|3|4(|6|7|9|10]12]|13 3|jofjojt1j2|11j2(1|]21]|2
4 10({0|3|4|6|7|9|10]12]|13 4100|1211 12(1]2]1]|2

Frax = F3(9) =13
39)=2-x=1,
i39-3)=i3(6)=1->x, =1
i36-2)=i34)=1-x1+=1-> x;, =2
i34-2)=i32)=1-> x+=1-> x; =1
i3(2-2)=i35(00=0->x3=0,x,=0
Slicno resenje bi dobili kada bi rekonstrukciju resenja poceli od F,(9), odnosno F,(9).
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I“rimeii:m: da je skup optimalnih resenja > neprazan ako i samo ako jp F (1)
konac¢no. Radi rekonstrukeije jednog optimalnog resenja paralelno sa i”m—'”ii:lvn,
njem Fi(y) izracunavamo i prateci indeks ir(y), b = l L, Y € Ny {0} ny
sledeéi nacin: ip(y) = 0 ako je (0,0,---,0) jedino f””-”””hlﬂ resenje Pe(y), a
ix(y) = j, j € {1,-+- .k} i ako postoji optimalno resenje (02, ) problemg
PL:{H) S0 > 11 u svakom ”]11i||l:l|lttllll I‘-:‘r:t‘lleI LOfr [I'I'"I‘.JIIJI]{‘H]EI SU T = Tigg =

- = 13 = 0 ukoliko je § < k.
Za ove indekse vazi reknrzija

i 1 ako a; <y
i(y) = 0 ako ay >y

_ ) oieaaly) ko ep + Fre(y —ar) < Fr—(y) J >
) = { i ako ek + Fily —ax) > Fya(y) * © =%

Za k =1 ovo se direktno proverava. Za k > 2, ako vazi e + F}. (y —ag) < Fe_y(y)
u svakom resenju (Tp .- uﬂ:} problema £ f:?f} jerp =01 (II-IEr e Tk-1) e
optimalno refenje problema Pe_y(y), pa je zato iy (¥) = ix_1(y). Uslucaju da vazi
Cr+Frly—ag) = Fi_y(y) postoji optimalno resenje od Px(y) sa k-tom koordinatom
vecom ili jednakom 1 koje se moze napraviti od optimalnog reSenja (ry. r2.--- . &)

problema Py(y — ag) uveéavajuéi k-tu koordinatu za 1. Da je ix(y) = 0 ako i samo

ako je (0,0.---.0) jedino resenje problema Pe(y) moze se dokazati indukeijom.



Zn rekonstrikeiju jednog resenia formiramo niz Jr=in(W), j2 =inlb—ay, ) Jr =

inlb—a; — B3y )y = 2 Ji41 = iy (b — My, ==y, ), . Moze se dokazati da je ovaj
niz konacan i jy = ja 2 -0 >0, '

[z in(b) = J1 zakljinénjemo da postaji aptimalno resenje problema £, (h) sa
koordinatama r,, 4y = T4 = 0= =) | a2 1 Tada i optimalne redenje
probleta Pu(b = ay,) je oblika (... vl gy = 10 0) Akn e 32 <y onda su
pjegove koordinate saindeksom vedim o Ja Jednnke 0, pa je x;, = 10 25, 2 L.

Ako je 2 = Ji tada je Ty — 1 2 1, pa je ri 2 2. Tada je optimalno resenje
problema Pu(bh —a;, —a,,) oblika (.. vy —2,0,-++,0). Ako je j3 = jz na isti
naéin zakljuenjemo da je Ty =2, aaka je jy < ja damora biti £, = 3. Na ovaj
nacin se nnazad rekonstruisn sve koordinate jednog optimalnog resenjn,

Resitt zadatak iz primera *  drugom rekurzijom,

Resenge. Popunjavamo redom po vrstama matrice Fu(y) i ie(y) zak = 1,2.3,4; y
T )

W o=

k/y 1 23456 7 8 0
1 - 3 3 66 9 9 12 12
2 003 46 7 9 10 12 13
3 0 34679 10 12 13
1 03 46 79 10 12 13
Ely 1 2 345 67879
il S R b R A U Tl
3 g 1L 2 1 2 §F%1 92,
3 01 2121212
4 0/1 131 21271:32

Pritner popunjavanjn: Fa(D) = max{Fy(9), F2(6)+4} = max{12,13} = 13. i;(9) =
2. Rekonstrukeija optimalnog refenja: 1z ig(9) = 2 sledi da je u optimalnom resenju
r3=rx3=0i0imrs> 1 Iz i —az) =il6) =1 sledi da je u optimalunom refenju
I1>lirs=1. lzig(6—ay) = iy(4) = lsledidajer) = 2aiziyl-a) =112 =1
, sledi da je 2y = 3. Zbog falZ2—ay) =4(0)=0,2=3, x3=1, ry =r, =1

Treca rekurzija zaliteva najmanje izracunavanja. Kako u optimalnom resenju
moze biti vise pozitivinili koordinata, na ddesno] strani formmle mog da postoie
suvisni ¢lanovi. Za dovaljno veliko b oni se mogu ispustiti,
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NAPOMENA:
Implementirati Ranac unapred (obavezno) 1 (izabrati) Ranac unazad ILI 3. rekurentnu
formulu!!! (Birati izmedju Ranca unazad il 3. rekurentne formule)
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