Boeing 727: uspon sa zaokretom Optimalno upravljanje

Boeing 727: maksimalna zavrsna visina
pri zaokretu u zadatom vremenu

Matematicka formulacija

Postavka

Odrediti vremenske funkcije napadnog ugla «(t) i ugla bo¢nog nagiba o(t) tako da zavrsna visina
aviona bude najveCa, uz zadato trajanje manevra i propisanu promenu pravca leta. Podaci iz
prikaza su

tr=24, V(tf) =060, (t;) =7/3. (1)

Pocetak je V(0) = 1, v(0) = ¢(0) = h(0) = z(0) = y(0) = 0, a dodatno ogranicenje h(t) > 0. Sve
ove veli¢ine pripadaju normalizovanom modelu [1].

Veza sa optimalnim upravljanjem je neposredna: ne biraju se samo dve konstantne vrednosti
uglova, ve¢ dve funkcije na celom intervalu. Njihov izbor odreduje resenje sistema diferencijalnih
jednacina, a time i ostvarenu zavrsnu visinu.

h(ts) najvece
b(ty) = 60°

Y uspon i promena
|
pravca leta !

pocetni pravac

Slika 1: Konceptualna skica; nije izracunata optimalna putanja niti crtez u razmeri.

Preciznost cilja. Maksimizuje se h(ty), a ne maxo<¢<¢, h(t), ne vreme provedeno na velikoj visini
i ne maksimalna operativna visina tipa aviona. Ugao 60° oznacava promenu horizontalnog pravca
leta; nije boc¢ni nagib aviona od 60°.



Boeing 727: uspon sa zaokretom Optimalno upravljanje

1 Promenljive i konkretan dinamicki model

Oznaka Znacenje

\%4 Normalizovana brzina leta

Ugao putanje prema horizontalnoj ravni

Ugao horizontalnog pravca leta

Normalizovana visina u odnosu na pocetni nivo

Normalizovane horizontalne koordinate

Napadni ugao, prva kontrola

Ugao bocénog nagiba, druga kontrola

Konstantni ugaoni pomeraj ose potiska u odnosu na referentnu osu aviona

™ 08 T
<

Pifemo z = (V,v,9,h,2,9)", u = (a,0)". Tacka oznacava izvod po normalizovanom vremenu.
Sistem prikazan u [1] je

V =T(V)cos(a+¢e) — Cp(a)V? —sinv, (2)

5 = [T(V)sin(a+¢) + C"/L(a)V2] coso — cos'y’ 3)

b= [T (V) sin(« +V€) + Cr(a)V?]sin a, )
cos 7y

h =V sin v, (5)

& =V cos~ycos, y =V cosysin. (6)

Oznaka 7T oznaCava normalizovani potisak, a ne trajanje manevra. Funkcije modela su

T(V) = 0.2476 — 0.04312V + 0.008392V 2, (7)

Cp(a) = 0.07351 — 0.08617cr + 1.99602, (8)
0.1667 + 6.231c, a < ag,

Cr(a) = ) (9)
0.1667 4+ 6.231a + 21.65(cx — ), @ > a,

o, = 127 /180. (10)

Uglovi u formulama izrazavaju se u radijanima. Znak plus u drugoj grani (9) prenet je iz dostupnog
prikaza; napomena o njemu nalazi se u odeljku 4.

Kako se jednacine c¢itaju? Prva jednacina predstavlja bilans tangencijalnog ubrzanja. U (3)
normalna sila menja ugao uspona, a u (4) njena bo¢na komponenta menja pravac. Kada je o =0,
vazi ¥ = 0: nema zaokreta. Potisak je zadat funkcijom brzine, pa rucica gasa nije nezavisna
kontrola.
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2 Formulacija problema optimalnog upravljanja

Za ty = 2.4 osnovna formulacija tipa Mayer glasi

min  J = —h(tf),
a0 () (ts)

uz 2= f(z,,0),
2(0) = (1,0,0,0,0,0) ", (11)
V(ty) =0.60, (ty)=m/3,
h(t)>0 (0<t<ty).

Zavrsne vrednosti v, z,y nisu propisane. Visina h(ts) je slobodna promenljiva koja se optimizuje.
Dodavanje, na primer, uslova (ty) = 0 ili odredenog zavrsnog polozaja (xf,y¢) promenilo bi
problem.

Dopustivi domen: sta mora biti navedeno pre racunanja

Jednacine imaju singularnosti pri V' =01 cosy = 0. Za matematicki i numeric¢ki dobro definisanu
primenu treba izabrati domen

V' > Viin > 07 h/’ < Ymax < 7T/27 (12)
i dopustiv skup kontrola, na primer

U= [amina Oémax] X [_UmaX7 Umax]- (13)

Ove granice i brojna vrednost € nisu eksplicitno zadati u pronadenom opisu primera. Zato ih
ostavljamo kao parametre, a (13) oznacavamo kao dopunu za precizno odredenu varijantu, ne kao
potvrdene Brysonove podatke. Dopustive kontrole mogu se uzeti iz L>(0,t¢;U), uz apsolutno
neprekidno stanje koje zadovoljava jednacine skoro svuda.

Zasto je potreban kompromis?

Veéi napadni ugao menja uzgon, ali i otpor. Veéi boc¢ni nagib pojacava zaokret preko sin o, dok
komponentu normalne sile za uspon umanjuje preko coso. Kontrola koja trenutno daje najvedi
uspon moze previse usporiti avion ili ostaviti premalo vremena za promenu pravca. Zato se odlucuje
na celom intervalu.

Ekvivalentna integralna formulacija

Iz (5) i h(0) = 0 sledi
ty
imﬁ:/ V(#) sin~(¢) dt. (14)
0
Uz iste uslove, (11) je ekvivalentan Lagrangeovom problemu minimizacije — fgf V sinydt. Visina

se ipak mora zadrzati kao stanje ili izraziti integralom ako se zeli sprovesti ogranicenje h(t) > 0 u
svakom trenutku.
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3 Provera izvora: normalizacija i znak koeficijenta

1. Vreme i rastojanje nisu u SI jedinicama

Ne treba tumaciti t; = 2.4 kao 2.4 sekunde. U dostupnom tekstu faktori 10.0542 i 992.0288
navedeni su uz metre i sekunde, tim redom [1]. Sledeéa dimenziona provera pokazuje problem sa
tim redosledom.

Neka su fizicke veli¢ine
tsr = tyt, hsgt = Lih, wvsr = v,V Ve = f*/t*. (15)
Da bi gravitacioni ¢lan u (2) bio — sin~y, mora vaziti

gt b

= 1 = 2 =9 (16)
Ako se uzme t, = 10.0542s i £, = 992.0288 m, dobija se
992.0288
T~ 09.81362m /s> 1
10,0545 9.81362m/s”, (17)

Sto je saglasno gravitacionom ubrzanju. Obrnuti raspored faktora nije saglasan sa njim. Zato
je najverovatnije re¢ o zameni redosleda u tekstu. Ovo je izvedena provera, ne nezavisno
potvrdena ispravka autora.

Uz taj konzistentan izbor sledilo bi
trsr ~24.1301s, v, ~98.6681m/s, wvssr~ 59.2009m/s. (18)

Za izlaganje izvornog zadatka dovoljno je ostati u normalizovanim jedinicama.

2. Razlicit znak u modelu uzgona

U radu Yamaguchi-Umemura [3], tabela 1 i jednac¢ina (12), za model klase B727 pojavljuju se isti
koeficijenti 0.1667, 6.231 i prag 12°, ali kvadratni koeficijent iznosi —21.65. Tamo druga grana ima
oblik

Cr(e) = 0.1667 4 6.231a — 21.65(a — ). (19)

To potvrduje neslaganje izmedu dva dostupna zapisa. Rad [3] razmatra drugi manevar, pa nije
dovoljan da se bez rezerve proglasi koja je verzija koriséena za Becerrein grafikon. Ne treba tiho
zameniti znak. Za reprodukciju treba proveriti originalni primer ili njegov kod i jasno navesti
izabranu verziju.

Posledica za tumacenje. Uslov V(tf) = 0.60 sam po sebi ne dokazuje odsustvo sloma uzgona
tokom manevra. Za fizicku proveru potrebni su dopustivi napadni ugao, optereé¢enje, konfiguracija
i model atmosfere. Normalizovani primer sluzi za proucavanje optimalnog upravljanja, a nije
operativno uputstvo za avion.
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4 Pontrjaginov princip: eksplicitna veza sa teorijom

Za pregledan zapis uvedimo

=
=
L
Il
<

(V) cos(a 4 €) — Cp(a)V?, (20)
(V) sin(a 4 €) 4+ Cp(a) V2. (21)

=
<
L
I
ﬂ

Koordinate =,y ne uticu na ostala stanja i nemaju zavrsne uslove, pa se za optimizaciju mogu
izostaviti, a kasnije rekonstruisati integracijom. Za redukovano stanje s = (V,~, 1, h) Hamiltonijan
u konvenciji minimuma je

H = py(A—siny) + %(Bcosa — cos7y)

Bsino .
4 DeZ ST, ppV sin~y. (22)

V cosy

U normalnom sluéaju, na delovima putanje na kojima je h > 0 i ostala ogranic¢enja stanja nisu
aktivna, vazi p = —H, i
(a*,0%) € argmin H(s*,p, a, 0). (23)
(a,0)EU

Za unutrasnju kontrolu potrebni stacionarni uslovi glase

Py COST Py Sinoc
H,=pvA, B, =0, 24
pvfat < |4 Vcosy) 0 (24)
pyBsino  pyBcoso
HO' = — = O7 25
|4 * V cosy (25)
gde su
Ay = =T (V)sin(a+¢) — Cp(a)V?, (26)
Bo =T (V) cos(a+€) + CF () V2. (27)

Na granicama skupa U ne postavlja se automatski H, = 0, ve¢ se proverava uslov minimuma nad
dopustivim skupom.

Zavrsni uslovi adjungovanih promenljivih
Za neaktivno zavrsno ogranicenje visine i ostale dodatne granice, zavrsna funkcija je
= —h+vy(V —0.60) + vy —7/3). (28)

Otuda sledi

pv(ty) =vv, py(ty) =0, pylty) =vy, pulty) =—1 (29)

Posto je ty fiksirano, ne dodaje se uslov H(ty) = 0. Na unutrasnjim lukovima su p, = 01 pp = 0.
Ako je h(t) > 0za 0 <t <ty, onda je pp, = —1 na tom intervalu.

Granica izvedbe. Za aktivno h = 0 potrebni su multiplikatori ogranic¢enja stanja i uslovi spajanja
lukova; prethodne glatke jednacine nisu kompletni uslovi za grani¢ni luk. PMP daje potrebne
uslove, a ne dokaz globalne optimalnosti u ovom nekonveksnom problemu.
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5 Dodatna analiza i postupak numerickog resavanja

Energetski identitet izveden iz modela

Defini§imo normalizovanu specifiénu energiju E = h + V?2/2. Koristeéi (2) i (5), dobijamo

E=h+VV (30)
= Vsiny + V[T(V)cos(a +¢) — Cp(a)V? — sin~]
= VT (V)cos(a+¢) — Cp(a)V3. (31)

Pocetna i zavrsna brzina zato daju tacan identitet

h(tf) =0.32+ /Otf [VT (V) cos(a + €) — Cp(a)V?] dt. (32)

Clan 0.32 = (12 — 0.60?)/2 predstavlja doprinos smanjenja kineticke energije. Zaokret ne stoji
eksplicitno u (31), ali preko dinamike uti¢e na V' i na potreban «a, a time i na otpor. Ne moze se
izostaviti iz optimizacije.

Direktna metoda

Izabere se mreza t;, = kty/N i, na primer, kontrole konstantne na svakom podintervalu: u(t) =
ug = (ag, ox). Numericki integrator odreduje preslikavanje

2k11 = Fae(zr, ug), At =tg/N. (33)

Metodom direktnog visestrukog gadanja resava se konacnodimenzioni problem

min — hpy,
Gow)
uz 2o = (1)O)O>07070)T7 Zk+1 = FAt(zlmuk)a (34)

VN =0.60, o¥ny=mn/3, hy>0, wu,eU,

uz izabrane granice domena. Mogu se koristiti SQP ili metoda unutrasnjih tacaka, a alternativno
direktna kolokacija. Opisani postupak je predlog izvedbe; ovaj dokument ne prijavljuje novo
numericko resenje.

Sta proveriti pri racunanju

Fiksirati e, grane Cp, i granice U; navesti poreklo svakog podatka.

Proveriti zavr$ne reziduale |V — 0.60| i |y — 7/3|.

Ponovo integrisati guséom mrezom i proveriti h(t) > 0 izmedu ¢vorova.

Proveriti energetski identitet i stabilnost h(ty) pri usitnjavanju mreze.

Uporediti vise pocetnih aproksimacija. Najbolje pronadeno lokalno resenje nije automatski
dokaz globalne optimalnosti.

ANl
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