
2. deo, Grafovi, 2013/2014

1. Uvod, definicija grafa, primeri.

2. Razmatramo slede�i graf:

a) Napisati skup qvorova i skup grana grafa i dati tabelu (funkciju incidencije).

b) Na�i sve grane koje su incidentne sa qvorom v1, sve qvorove koji su susedni sa v1, sve grane koje su

susedne sa e1, sve petǉe, sve paralelne grane, sve qvorove susedne sa samim sobom i sve izolovane qvorove.

3. (Primer da ne postiji jedinstven naqin crtaǌa grafa) Nacrtati graf G sa skupom qvorova V =

{v1, v2, v3, v4} skupom grana E = {e1, e2, e3, e4} i funkcijom incidencije:

grana qvorovi kojima je odre�ena

e1 {v1, v3}
e2 {v2, v4}
e3 {v2, v4}
e4 {v3}

4. Jox jedan primer za iste grafove:

5. Dokazati obeleжavaǌem grana i qvorova da su slede�i grafovi isti

6. Neke vrste grafova (definicije za prost, kompletan, bipartitan, potpun bipartitan graf)

7. Nacrtati sve proste grafove {u, v, w, x} sa 4 qvora i 2 grane od kojih je uvek jedna {u, v}.
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8. (definicija podgrafa)

9. Napisati sve podgrafove grafa zadatog sa V = {v1, v2}, E = {e1, e2, e3} i

grana qvorovi kojima je odre�ena

e1 {v1, v2}
e2 {v1, v2}
e3 {v1, v1}

10. Primer za razapiǌu�i podgraf, indukovani (cvorovima i granama)podgraf.

11. Stepen qvora - definicija.

12. Odrediti stepen svakog qvora prikazanog na slici i odrediti totalni stepen celog grafa.

13. (Teorema) U proizvoǉnom grafu G = (V,E) vaжi:
∑

vi∈V

dG(vi) = 2|E| .

14.(Posledica) Lema ”o rukovaǌu” U proizvoǉnom grafu G = (V,E) broj qvorova neparnog stepena

je paran broj. (U svakom druxtvu broj osoba koje su se rukovale neparan broj puta je paran broj.)

15. Nacrtati graf sa odgovaraju�im osobinama ili dokazati da takav ne postoji:

a) graf sa 4 qvora stepena 1, 1, 2, 3

b) graf sa 4 qvora stepena 1, 1, 3, 3

v) prost graf sa 4 qvora stepena 1, 1, 3, 3

g) graf sa 5 qvorova stepena 1, 2, 3, 3, 5

d) graf sa 4 qvora stepena 1, 2, 3, 3

�) graf sa 4 qvora stepena 1, 2, 3, 3

e) graf sa 4 qvora stepena 1, 1, 1, 4

ж) graf sa 4 qvora stepena 1, 2, 3, 4

z) prost graf sa 4 qvora stepena 1, 2, 3, 4

i) prost graf sa 5 qvorova stepena 2, 3, 3, 3, 5

j) prost graf sa 5 qvorova stepena 1, 1, 1, 2, 3

k) prost 3-regularan graf sa 6 qvorova

l) (doma�i) prost 3-regularan graf sa 9 qvorova.

16. Da li je mogu�e da u grupi od 9 ǉudi svako ima po 5 poznanika?

17. Ispitati da li su slede�i grafovi bipartitni?



18. U slede�em grafu odrediti da li su slede�e xetǌe staze, putevi, ciklusi ili prosti ciklusi?

a)v1e1v2e3v3e4v3e5v4

b)v2v3v4v5v6v2

v)e1e3e5e5e6

g)v2v3v4v5v6v3v2

d)v2v3v4v5v3v6v2

�) v1

19. za doma�i jox jedan zadatak ovog tipa.

20.(definicija povezanosti grafa) Ispitati da li su slede�i grafovi povezani:



21. (Broj komponenti povezanosti grafa G-primer) Odrediti komponente povezanosti za slede�e grafove:

22.(definicija mosta) Odrediti sve mostove u slede�im grafovima:

23.(Izomorfizam grafova-definicija) Da li su grafovi na slici izomorfni? Ako jesu obrazloжiti

(dokazati) da jesu, ako nisu re�i zaxto nisu.



24. (Doma�i) Proveriti izomorfnost slede�ih grafova:

25. Da li su slede�i prosti grafovi izomorfni?



26. (Doma�i) Ispitati izomorfnost slede�ih grafova:



27. Ispitati da li graf ima Ojlerov cikl i ako ga ima na�i ga.



28. (Ojlerov put) Da li je mogu�e na�i put od poqetka A (sobe) do kraja B sobe prolaze�i kroz svaka

vrata taqno jednom? Na�i taj put.

29. Odrediti Ojlerov put (ako postoji) od qvora U do qvora V .

30. (Vratio sam se na Keninsberxke mostove)

31.(Plan Pariza) Da li se Pariz moжe obi�i tako da preko svakog mosta pre�emo taqno jednom?



32. (Fleury-ev algoritam)

33. Odrediti Ojlerov cikl na slici

34. Odrediti Ojlerov put u slede�em grafu

35. (Crtaǌe slike u jednom potezu) Graf koji ima najvixe dva qvora neparnog stepena moжe se nacr-

tati u jednom potezu. Graf koji ima 2k neparnih qvorova crta se u k poteza.



36. Nacrtati slede�e figure u jednom potezu (ako je to mogu�e)

37. Da li postoji prosta zatvorena linija koja preseca svaku duж na slici taqno jednom?



38. (Hamiltonovi grafovi, definicija, problem trgovaqkog putnika , WilliamHamilton)

39. ”Put oko sveta” na grafu dodekaedra.

40. Ispitati da li su slede�i grafovi Hamiltonovi (Ojlerovi)?

41. Ispitati da li graf ima Hamiltonov ciklus?

42. Petersenov graf ima Hamiltonov put ali ne i Hamiltonov ciklus.

43. (Dirakova i Oreova teorema)



44. Odrediti ako postoji Hamiltonov ciklus u slede�im grafovima

45. Ako G ima most onda G nema Hamiltonov cikl. Ako komponente dobijene ukǉaǌaǌem mosta imaju

Hamiltonove cikluse onda G ima Hamitonov put.

46. Ako u Hamiltonovom grafu postoji qvor stepena 2, tada obe grane incidentne sa ǌim moraju biti

deo Hamiltonovog ciklusa. Dokazati.

47. Da li je graf na slici Hamiltonov?

48. Neka je G bipartitan i Hamiltonov qiji se skup qvorova V moжe particionirati u skupove X i

Y . Tada vaжi |X| = |Y |. Dokazati.



49. Da li je Hershelov graf Hamiltonov? (koriste�i prethodni zadatak)

50. Da li je graf na slici Ojlerov? Da li je Hamiltonov?

51. Nacrtati graf sa 6 qvorova koji ima Ojlerov ciklus ali ne i Hamiltonov.

52. (Problem trgovaqkog putnika) Dato je n gradova i mreжa puteva koja ih spaja. Trgovaqki putnik

treba da obi�e sve gradove i vrati se u polazno mesto (tako da kroz svaki grad pro�e taqno jednom) a da

pritom pre�e najmaǌi put. Trazimo minimalan Hamiltonov cikl. Naveo sam primere kako se problem

moжe rexavati generisaǌem svih permutacija skupa od n elemenata (ali je neefikasno), moжe se for-

mulisati kao zadatak celobrojnog programiraǌa, moжe se koristiti algoritam granaǌa i ograniqavaǌa

(koji ima eksponencijalnu sloжenost) itd.

Heuristike Heuristika bazirana na idejama proжdrǉivog algoritma ne daje dobre rezultate (kon-

struisao sam primer zaxto je to tako)

3-optimalna heuristika. Nalaжeǌe najkra�eg Hamiltonovog cikla u zadatom potpunom teжin-

skom grafu. Koraci. Primer



53.

54. Hala pravougaonog oblika podeǉena je na 3x4 kvadratnih soba. Iz svake sobe moжe se pre�i u

susednu sobu. Moжe li qovek da obi�e sve sobe tako da u svakoj bude samo jednom i da se vrati u sobu

odakle je krenuo?

Teжinski grafovi i algoritmi najkra�eg puta

Dijskstrin algoritam. Dobar algoritam. Vremenska sloжenost. Koraci.

55. Odrediti najkra�i put od qvora S do qvora T u grafu na slici.

56. Primer da za negativna rastojaǌa Disjkstrin ne radi.



Belman − Ford -ov algoritam radi za negativna rastojaǌa, sporiji od Disjkstrinog. Vremenska

sloжenost. Samo sam pomenuo ovo, nisam radio zadatke.

57. Jox jedan primer za Dijkstrin algoritam.

Floyd-ov ili Floyd−Warshall-ov algoritam. Nalaжeǌe najkra�eg puta izme�u bilo koja dva qvora

u grafu. Algoritam. Koraci. Rekonstrukcija puta. Vremenska sloжenost.

58. Odrediti najkra�e puteve izme�u svaka dva qvora u grafu. Odrediti najkra�i put izme�u qvora

5 i 1.

Drvo (Stablo) - definicija.

Teorema1 Neka G ima n qvorova. G je drvo akko je povezan i ima n − 1 granu.

Teorema2 Svako drvo ima bar 2 cvhora stepena 1.

59. Da li postoji drvo sa 10 qvorova i 12 grana?

60. Na�i sva neizomorfna stabla sa 4 qvora.

61. Nacrtati graf sa 5 qvorova i 4 grane a da nije drvo.

62. Da li naredni grafovi postoje?

a) Drvo sa 9 qvorova i 9 grana.

b) Graf bez ciklova sa 9 qvorova i 6 grana.

v) Povezan graf sa 9 qvorova i 9 grana.

g) Drvo sa 6 qvorova totalnog stepena 14.

d) Drvo sa 5 qvorova totalnog stepena 8.

�) Povezan graf sa 6 qvorova, 5 grana i ima netrivijalan cikl.

e) Graf sa 2 qvora jednom granom a nije drvo.

ж) Graf sa 7 qvorova i 4 grane a bez ciklova.

z) Graf sa 6 qvorova i 5 grane a nije drvo.

i) Prost povezan graf sa 6 qvorova i 6 grana.

Razapiǌu�e stablo - je podgraf od G koji sadrжi sve qvorove od G i uz to je jox i drvo.

63. Odrediti sva rastojaǌa razapiǌu�eg stabla slede�eg grafa



Minimum spaning tree problem - MST

Kruskalov algoritam. Pohlepni algoritam. Koraci.

64. Odrediti Kruskalovim algoritmom minimalno razapiǌu�e stablo u grafovima na slici

65. Dat je graf puteva Federalne avio kompanije. Teжine su rastojaǌa izme�u gradova (u miǉama).

Avio kompanija жeli da spoji sve gradove sa mape ali da minimizira totalnu kilometraжu. Kako to

treba da se izvede?



Prim-ov algoritam. Koraci.

66. Odrediti Prim - ovim algoritmom minimalno razapiǌu�e stablo u grafu na slici

Definicija ekscentriciteta qvora u grafu. Definicija dijametra i radijusa grafa.

67. Odrediti dijametar i radijus u slede�em grafu

Planarni grafovi

68. Ispititati planarnost slede�ih grafova

Tvr�eǌe Za svaki povezan planaran graf G sa n ≥ 3 qvora vaжi 3|V | − |E| ≥ 6.

Teorema G je planaran akko ne sadrжi kao podgraf ni K5 ni K3,3 ni neku ǌihovu potpodelu.

69. Dokazati da K5 nije planaran.

Teorema V agner



Hromatski broj grafa. Bojeǌe grafa. Hroma tski polinom CG(λ), hroma tski broj grafa,

primeri

Teorema Graf je bipartitan akko ne sadrжi neparne cikluse. (Svaki bipartitan graf je 2-obojiv)

70. Primer za 3- obojiv graf.

71. Hershel-ov graf je 2-obojiv.

Tvr�eǌe Za svaki graf G je γ ≤ ∆ + 1.

Teorema-Brooks Ako je G prost povezan, nije potpun niti je neparan ciklus, onda je γ(G) ≤ ∆ .

72. Petersenov graf je 3 - obojiv.

Pohlepni algoritam za bojeǌe grafova - primena u raqunarstvu. Primer.

73. Obojiti slede�e grafove

74. Obojiti slede�u kartu tako da nikoje dve susedne zemǉe nisu obojene istom bojom.



Predstavǉaǌe grafova u raqunaru. Matrice susedstva kod usmerenog i neusmerenog grafa. Ma-

trice incidencije kod usmerenog i neumserenog grafa.

75. Nacrtati graf dat matricom susedstva (matrica nije simetriqna)

0 1 1 0

1 1 0 2

0 0 1 1

2 1 0 0

76. Nacrtati graf dat matricom susedstva (matrica je simetriqna)

1 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 0

77. Odrediti matricu incidencije za graf

78. Za datu matricu incidencije odrediti matricu susedstva.

-1 1 0 -1 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 -1 0 0 -1

1 -1 0 1 -1 0

0 0 0 0 0 1

Stav Neka je A matrica susedstva grafa G. Tada je (i, j)-ti qlan matrice Ak jednaka broju (vi, vj)

xetǌi u G duжine k. Broj svih xetǌi duжine k jednak je sumi svih qlanova od Ak.

79. Za dati graf G odrediti matricu susedstva A(G) i na�i sve xetǌe duжine 2 izme�u bilo koja

dva qvora.
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