Hedbunumuja 5.13. Hexa je f : Dy — R, Dy C R", xy ynywpawrea twavka cxyte Dy v d # 0

gextmop. I'panuvra epegroci

f(zo+h-a)— f(xo)
h

fa(wo) = lim

YKOAUKO TOCTOJU, 308€ ce u3gogom dynruyuje [ y Wwavky To Yy Upasyy 6eKwopa a.

IIpumep 5.14 (Ha wacy). Ogpegutuu uszsog dpymnryuje

Fog) L3l (2.y) #(0,0) -
0 (z,9) = (0,0)

y wavwku xo = (0,0) y apasyy sextiopa d = (1,2).

5.7 IlaprujajsHu U3BO/

Hedununuja 5.14. Hexa je f: Dy — R, Dy CR" gedpunucana y oxorunu wavke xo = (a1, ..., ap)
u HeKa je e k-u sextmop ciiangapgre oase y R™. Ykoauko Goctoju uszeog dynryuje f y wauru xg

UPABUY BEKUWOPA €, 308eMO T4 TAPUUJAAHU U360G PyHKuuje [ TO UPOMEHAUBO] L) Y WANKU To WY

Of (xo) im f(zo + he) — f(zo)

oxy, h—0 h
— lim f(al, vy A1, Qf + h,ak+1, e an) — f(al, R an)
h—0 h ’

Axko mocToju mapnujaH u3BOJ (PYHKIM]E f 1O TPOMEHJBUBO] L) Y TAYKU Xg, OHJIA KayKeMO Jia je

dbyukuja f mudepenrujadbuaaa Mo k-TOj TPOMEH/BUBO] ¥ TAUKH I(.

Ba dbyHKIHjy ABe IpoMeH/buBe f mapIja Hd U3BOAM 110 T U Y y Ta4Ku T = (a1, as) ce padyHajy

Ha cjiejiehn HaduH:

(9 h7 - 5 a . ) h - )
Ki(xo) :,{ii% flar + aQ;)L f(ay a2)7 55(330):’11% flar, a2 + }z f(ay,az)

IIpumep 5.15. Ogpeguiiu tapyujasne ussoge gynxyuje (5.1) y wawku xo = (0,0).

ITomcerumo ce u3 kypca Maremaruke 1 kaga je dyHKIHM]a jeqHe MpOMeH/bUBe AudepPeHINjaduIHa,

y Tadku To € Dy:

Jpyru HaduuH Ja ce OBO 3amulle je
f(zo+h) = f(xo) + f'(x0)h + o(h), h — 0.

Axo je f dynknuja aBe npoMensbuBe npeciukasambe h — f'(1g)h y TOpIEM yCIOBY ce caMo 3aMerbyje

JuHeapHUM mpeciukasameM L : R? — R.
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Teopema 5.16. Axo je pynxyuja gee upomennuse gupepenyujaburna y (xo, yo) onga aoctuoje f1(xo, yo)

u fg,//(x()? yO)

Axo Hexku of BUX He nocToju dyHkMja Huje audepennmjaduina y (o, yo). Axo mocroje oba oA

ITPOBEPUMO /13 JIN U3Pa3

f(xo+h,yo + k) — f(zo,90) — fo(20,y0)h — f, (20, y0)k
Vh? + k2

rexkn myaun Kax (h,k) — (0,0). Ako To jecre ciyduaj onma dyukimja f jecre mudepenmjadmina y

(20, Yy0)- ¥Y cycuporHoM Kaxkemo Ja dbyHKImja Huje qudepennujadbuina y (o, yo)-
IIpumep 5.17.

Teopema 5.18. Axo je dynxuyuja f gupepenvyujabunna y Hexoj wWavwky xo oweoperol ckytua £ C R™

0MHga je OHa U HEeTPEKUGHE Y T(-

Hanomena 5.19. Obpnytwio ne sastcu. Sauctma, gynrkyuja f(z,y) = ||+ |y| je neupexugra y wauru

(0,0), aau y 1oj nuje gudepernyujadbunna.

IIpumep 5.20. Jla au je gpynryuja f(z,y) = xy% gupepenyujadbuana y wauky (0,0)? Ha au uma

UAPUUJAAHE U3BOJE Y 080] WANKU?

Hedununuja 5.15. 3a pynryujy f: Dy — R, Dy C R", xastcemo ga je netipexugro-gupepenvyujadbunria

(tnawxa) ga Dy axo y ceum wawkama cxyua Dy uma neupexugne tapyujanre useoge.

Hedunurimja 5.16. Hexa je cxyu D C R™ oweopen u xg € D. Bexwmop ¢ynxuyuja F : D — R™ je

gueperyujadusna y WavKy Ty ako Gocmoju Auneapro upecaurasarve L : R™ — R™ wakeo ga eascu
F(xo+h) = F(x¢) + Lh+o(h), h — 0 (5.2)
apu wemy je o(h) eextwiop Pynryuja.
BanmmmmMo MpeTXoiHy jeJHaKocT y KoopauuaTama (mpexko F = (f1,..., fn)T):

fi(zo + h) fi(zo) aii ... aim h1 o(h)
= : + o |+ : ,h —0.

fn(zo + h) fn(zo) anl - - . Gum, hn o(h)
Yeqos (5.2) je eKBUBAJIGHTAH yCIOBY
fi(xo + h) = fj(xo) + Lih +o(h), h—=0,j=1,...,n (5.3)
rae cy Lj : R™ — R ynneapHa npecimkaparba ddje Cy MaTpUIe

of; of;
ALj = [(ljl a]m] = [axfi(l'O)a B a.j;@(x())]
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Jennakocr (5.3) je ycios nudepennujadbuaaoctu dyskimje f;.

Marpuna
Ar,
J =
Ap.

Tj. MATPUIIA ) )
0 d Gl
ao(z0)  gi(xo) .. Fi-(0)

0 d 0
e O (z0) S2(z0) ... Z(w0)
O fn Ofn Ofn
i Io(wo) G2(z0) ... BLE(wo) |

ce Ha3uBa JakodujeBa Marpuria. JIuHeapHo npeciukBambe L je u3Bom BekTOp dyHKIUje F y xg u 03-

Hauasa ce ca F'(xg).

Hedunurimja 5.17. 3a m = n gewepmunaritia Jaxobujese matpuue ce 306e Jaxodujar y wanwku To

u osnauasa ca det(J) uau |J|.

IIpumep 5.21 (Besa /lekaproBor u mojapHOr KooopauHaTHOT cucreMa). Ogpeguiiu Jakodbujan apec-

AUurasarva.

p - cosf
F(p,0) =
p-sind

Teopema 5.22 (U3Boj cioxkene dyuknuje). Hexka cy A C R™, B C R™ oweopenu ckytosu u F :
A—=R" G:B—RF zgc AuF(xg) =yo 1ge je yo € B. Axo je F gugpeperyujabunna y o u G

gueperyujadbusna y yo waga je u xomuosuyujae G o F' gudpepenyujaburna y xo U 6axHcU

(G o F)(x0) = G'(yo) o F' (o).

OBo je aHAJIOTOH TeopeMe 3a U3BOJ[ CJIOXKeHe (DYHKIUje je/lHe IpoMeHsbuBe (mojceTHuK u3 Mare-

maTuke 1).

NszBone apyror u Buiiier pena medpunumeMo Ha cienehn HadnmH:

2f _ 9 (of\ 8*f _ o (of T
o?_%<% s o9f = oy \ oy (osmake fy, f, )

f _ o (of 2f _ o (of 1" "
® ey = by <87 s Bydr = bx \ 9y ) MeIIOBHTH H3BOJH (o3HaKe A )

e Anajiorno ce jieunurny mermosuru uzBoau tpeher pena: fil . foves fyzes oy Foeys Fope-

IMpumep 5.23. Ogpegutiu cee ussoge gpyior pega dynxuuje f(x,y) = x3y + 2* + y?e?*v.

1"

Teopema 5.24. Axo [ uma mewosuilie GAPUUJAIHE U3BOGE oy U ?’J

', Y HEeKOj 0WBOPENOJ KYLAU Ca
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yenmpom y (xo,yo) u ako cy onu neapexughu y (To,yo) Waga je
f:;/y(x07 yU) = fg;/z(xo’ yO)'

Ksagparny matpuity

82f 82]" 62f
‘9793%(1'0) 0x10x2 ($O) *tt 0z10%Tn (xO)
2 f 2*f _f
H (o) = 8:)52390'1 (o) D3 (:UO) T aftzam'n (20)
0? 0? 0?
L 8xn8fx1 (JUQ) anafxz (xo) e ﬁ(xo) .

HA3WBAMO MATPHIIOM JIpYyror u3Boja yukimje f y xo mm XeceopoM MarpurioMm (Xecujan) u odesrex-

aBamo ca H¢(xo).

Hamomena 5.25. Axo cy 3agosomenu ycaosu upetixzoghe weopeme onga je Xeceosa Matupuya cume-

WPUYHGE.

Axo je f(x1,22,...,7n) : Dy = R, Dy C R" nara dysknuja, taga je rpagujent dbynkimje f

T
Vf:<WW. 3f> .

Oz’ Oxs’ " Oz,

BEKTOP PYHKITH]A

BekTop

[ of of of r
V(o) = (%m), O o) 8%@:0))

Ha3uBaMoO rpajujent dynkmuje f y Tauku xg € Dy. I'pagujent je sampaso mpasam (13 xg) y KOM

dyukumja f HajdpxKe pacre.

Ipumep 5.26. 3a gynwyujy f(z1,12) = 4 — 223 — 23 umamo ga je

T
Vf= (8f 8f> = (—4x1,—2x2)T.

(97{171’ 8%2

3a o = (1,2) je Vf(1,2) = (=4, —4)T. Jacno je ga je (—4, —4)T = —4(1,0) — 4(0,1).

5.8 KouBekcHoCT

Hedbunurimja 5.18. Hexa je K xousexcan cxyt y R™. @yuxuyuja f : K — R je xousexcna axo 3a

cee x,y € K u cee a € [0,1] saorcu

F(1=a)z+ay) < (1—a)f(z) + af(y).

Axo sax #y ua € (0,1) sastcu ctipoia nejegrarocti onga Kascemo ga je Gynkuyuja cwpoio KONGEKCHA.

Dynryuja je KonKasHa (CWPOTo KoHKa6HA) ako je Pynruuja —f Koneekcha (CWpolo KoneekcHa).
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Teopema 5.27. Hexa je K wxousexcan ckyta y R™ u ¢gynxuuja f : K — R xonsexcha na K. Axo

pyrxyuje f uma y wavky xg € K A0KAAHU MUHUMYM OHGG [ UMG TA0OAAHU MUHUMYM Y T(.

Opne hiMo ce momceTwTH JBa KPUTEPHjyMa 3a KOHBEKCHe (DYHKIMjEe jeHe MPOMEHJbUBE, KOje CMO

dopmymucaan y kypcy Maremaruke 1.
Teopema 5.28. Hexa je f: (a,b) = R gugepernyujadbunna. Onga sasrcu
f je xomsekcna < f' je meomamajyha.
Teopema 5.29. Hexa je f: (a,b) — R gea aywa gupeperyujaburna. Onga sasrcu

f je kompekcna < f’(x) >0V € (a,b).

Caj hemo jatn KpuTeprjyM KOHBEKCHOCTHU 3a (DYHKIMje BUIE ITPOMEH/bUBUX.

Teopema 5.30. Hexa je dynxyuja suwe apomensusux f : R — R gea Gyia neupexugho gupepe-

yujabuana u nexa je Hy(x) Xecujan dynxyuje f y wawku x. Onga sasrcu
f je kouBekcHa << H(x) je mosuruBHO cemmjedbunuTHa Marpuna Vo € R™.
IIpumep 5.31. Ogpeguitiu ckyta na xome je gynwuuja f(x,y) = e* Y xonsexcua.
Permemwe: Xecujan gare pyuknmje je

H(z1, 22) (y+1)ferviey (x—1)(y+ 1)e”vroy 4 em—vtoy
1’ 2 =
(7 = 1)(y + 1)e™ vV 4 ervr2y (z — 1)2esv+ey

[IposepaBamo cemumedunntHocT Xecujana dyukmuje f. IIlpoBepuMmo 3HaK aMjaroHAJTHUX MUHOPA.
Ouursesao je
(y + 1)26x—y+my >0

(33 o 1)2€:pfy+zy > 0
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3a cBe x,y. Munop gumMensuje 2 uMa JeTEPMUHAHTY
(=22(y + 1) + 2y + 1)e2@v+ay),
OpmaBjie 3ak/bydyjeMo Ja je pyHKIMja KOHBEKCHA 3a
—2zx(y+1)+2y+1>0.
JaxJie, TpazkeHu cKyl Ha KoMme je dbynkimja f(z,y) = e YT konsekcHa, je:
{(z,y) eR?: —2zy+1—2z+2y+1> 0}.
IIpumep 5.32. Jla au je pynruuja g(xy,2) = xlx% + Q?%.’ﬁg — 3x% — 33:% KOHBEKCHA HaA CKYTY

K:{(azl,xg)ERQ Y ZO, .CCQZO}

5.9 EkcrpemyMmm (pyHKIMja BUIIE TPOMEHJBUBUX

Y oBomMm moryiaBsby hemo pasmarparn mpodsem onapehuBama ekcTpeMyMa peasine (DYHKIM]e BHUIIE ITPO-
MeH/bUBUX. JIOKa/iHE eKcTpeMmyMe (hyHKIMja je/iHEe TTPOMEHJBUBE JI00PO CMO U3yumjim y Kypcy Mare-
MaTuKa 1, aJin BeOMa je BayKHO 3HATU Y PEIAHOM YKUBOTY UCIUTATH U OJPEAUTH JIOKAJHE eKCTPEMYME
dyHKIMja BUIe MpoMeH/bUBIX. HapaBHO, BayKHO je 3HATH J1a eKCTpeMyMe (DyHIje BUIIE TPOMEH/bU-
BuX [ TpaxKumo yHyTap obajctu Jedbunucanoctd Dy, Tako Ja je 3aTO IOTPEOHO 3Haibe JOMEeHa eJle-
MmeHTapaux dyukiuja. Kom dynkimja jegre mpoMeH/buBe CMO IIpTaan u rpaduke OyHKIHja, a OB
mehemo 1pratn rpaduke GyHKIMja BUIE TPOMEH/BUBHX, jep rpaduk GpyHKIHje Behux auMeH3uja He
MOKEeMO IPUKA3aTH Ha JOBOJbHO IpersienaH HadnH. [locToje mocrta codrBepa Koju nptajy rpaduke

dyHKIMja 1Be U TPU TPOMEH/HPUBE TAKO 38 MJIYCTPAIU]Y MOXKEMO HEKEe U KOPUCTHUTH.

Hedbunumnuja 5.19. Oynxyuja f: Dy — R, Dy CR" uma 2ao0dasnu marcumym [ murumym| y

wavku o € Dy axo 3a ceaxo x € Dy easicu
f(z) < f(zo)  [f(z) = flz0)]-

Herne y nmureparypn ce ryiodbajanu eKCTpeMyM OOMYHO HA3UBA U AIICOJIYTHU €KCTPEMYM U KOPUCTE

ce o3HaKe: maxp, f = fmax(xo) nm minp, f = Smin(20)-

Teopema 5.33. (Teopema o ersucrennuju) Hexa je Dy C R™ xomtaxwan ckyt (3amweopen u
otpanuven). Axo je dynxuyuja f : Dy — R wetpexugna ma Dy onga ona gocmiusice MUMUMYM U

makcumym na Dy.

Hedbunnmuja 5.20. Oynryuja f: Dy — R, Dy C R" uma A0KAAHU MAKCUMYM [A0KAAHU MU-
HUMYM| Y Wanwky To = (a1, ...,a,) € Dy ako Gocwoju oxonuna N (xg) Wauke xo Wakea ga 3a c6aKko
z € N(z0) N Dy eaorcu

f(x) < fwo)  [f(z) = f(o)]. (5.4)
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Hamomena 5.34. Jlokaanu MaxcumMymu b MUHUMYMuM Gyrxyuje f nazusajy ce A0KaAHUM exciipe-
mymuma Pynruuje f. Axo y nejegnaroctiuma (5.4) eastce clipote nejegrakoctiu onga ce exciupemymu

HA3UBATY JOUs U CULPOTUM AOKAAHUM €KCTLPEMYMUMG.

Ilpumep 5.35. Hexa je gawa dynxyuja f : Dy — R ca f(x1,22) = 2?2 + 23 + 1. Owuinegno je

Dy =R% Bugumo ga f uma aokammu munumym y @awky (0,0) jep sa cearo x = (a1, az) € R? sasrcu

1=024+0%+1=f(0,0) < f(a1,az).

200 N

SO 177,08

[T}
N\ LT
oy 7
100 | W 4
N\ =

Ny oY 74
\\\\““ ‘ Sl 72
o ”' ',.
“‘ =

10

10-10

f(a:l,a:2) = .%% +.T% +1

IIpumep 5.36. Taure obauxa (a,0) u (0,b), a,b € R cy aoxaanu munumymu dyrnryuje f : Dy — R,
Dy C R? gawme ca f(x1,x2) = 2022 - |21 - 22|, 7ge je Dy = R2. Baucta je

e 3a zp = (a,0) saorcu
0= £(a,0) < f(z,9) ¥(wy) € Dy,

e 3a xg = (0,b) sasrcu
O:f(o’b) Sf(xay) V(x,y) GDf.

1010

f(a:l, .%‘2) = 2022|x1x2|
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epuHUja 9.21. Jlauka xrg je CWAUUOHAPHA WAYKQA HKyuje | : — R, C axo ¢
Hed ja 5.21. T J Y D $pynxyuje f: Dy — R, Dy CR" Y

ceu Tapyujastu ussogu upeol pega dynryuje f y wavku xo € Dy jegnaxu 0, .

P
L wn) =0

of

o, = (5.5)
g;;(wo) =0.

Hanowmena 5.37. Osaj ycaos (5.5) ce kpahe moorce satucatiu:
Vf(xo) = 0.
Hedunurimja 5.22. Touke y xojuma dgynruuja Huje gudepenyujadbuina 308y ce CUHIYAGPHE TAYKE.

CranuonapHe u CHHIyJIapHE TadKe 30BEMO 3ajeHO KPUTUYHE TadKe.

Hedbunuimmja 5.23. Axo je xg cwayuonapha wWwawka Pynxyuje [, aiu Yy c6akoj HeHoj OKOAUHU
aoctoje wavke Yy Kojuma Pynkyuja f yzuma u mare u eehe epegnoctuu og f(xp), onga xo HA3UBAMO

ceaJJIaCTOM TaYKOM.

Buanmo ma Teopema 5.33 0 ersucreHnuju roBopu caMo KaJjia eKCTPEMYyMHU IMIOCTOje, Al He U KaKO

nx Hahu. 3aT0 Ccy HaM MTOTPEOHU HEOIXOJHU U JOBOJbHE YCJIOBH 3a ojipehuBame eKcTpeMyMa.

Teopema 5.38 (HeonxomaH ycJioB 3a JIOKAJIHU €KCTpeMyM (YHKIMje 1 IPOMEHJBUBUX).
Hexa je ¢pyrxuuja n apomennusuz f : D — R gedunucana u gupepenvyujodburna na otheoperom cryuy
D; C R". Axo dynwyuja f y wWawku xo € Dy uma r0karru excipemym, onga je To CUAUUOHAPHA

wavka wj. eadtcu yeaos (5.5) (Vf(xg) =0).

Hamnomena 5.39. Vcaosu cayuonaproctuu (5.6) nucy u gosownu ga du wawka xoy dua exctupemym
dyrruyuje f (Cauvuno sasicu u kog Pynryuje jegre apomennuse). 3atupaco, moty ga asice ycaosu (5.6)

a ga Ppynxyuja f y Wawku To Hema A0Kaany exctipemym. Tloxasahemo 060 caegehum Gpumepom.

IIpumep 5.40. 3a dynxyujy f(x,y) = 2% — y* umamo ga je

%—21'
or (5.6)
or _, |
ay_ Y

aa je xg = (0,0) jeguna cwmayuonapna wavka Gyrnkyuje f. Mehywmum, wavwka o Huje WawKa AOKAAHOT
EKCTPEMYMA Jep Y C6aK0] OKOANUHY e Wavke uma WawaKra Yy Kojuma je Gynruujo Go3utiuéha, Kao u

WAMaKa Yy Kojuma je Gynruuja HeTatliusHa.
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100

—100

1010

flz,y) =a® —y?

Takomje, dyHKIHja MOXKE MMATH €KCTPEMyMe U y TadKaMa y KOjUMa He IOCTOjeé HapIMjaJTHU

U3BOJIM, IITO TIOKa3yje cienechu mpumep.

IIpumep 5.41. Qynuxuuja f(1,...,2,) = |x1|+. ..+ |28| uma ovuinegro ctuporu aokarnu murumym

y wawku xo = (0,...,0), aaru Gapyujesnu useogu ose dynkyuje y To He Tocwoje.

10—10

f(@,y) = |z + |y

Ha ocHOBY mpeTxomHOr 3aK/bydyjeMo Ja KaHIUJATA 3a JIOKAJHEe eKCTpeMyMe (YHKIHje BUIIe

npomenspuBux f : Dy — R mory ouru:

1. Cranuonapue Tadke;
2. CunryiapHe Tadke;

3. Tauxe na 0D;.

Jla Ou mokasasu J1a je cTalMoHApHA Tadka jare (pyHKIHje [ U eKCcTpeMyM, MOpaMO KOPUCTHUTHU ITap-

yjajTHe U3BOJE APYTOr pela.
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Teopema 5.42 (JoBospan ycioB 3a eKcTpemMyM (byHKIHje JBe IIpoMeHsbuBe). Heka je gatua
Ppyrryuja gee apomennuse f(z,y): Dy — R, Dy C R? u nexa je wauka zo = (a1,a2) clUayuoOHapra

wavkae pyrxyuje f u upettoctuasumo ga je f gea Gyt gudeperuyujadusta Yy oxoiury Wawke xg.

Axo je

Loy P,
4y — | @) a0 | (5.7)

82 2
g (w0) 5ok (w0)

onga Ppynruuja f uma A0KAAHU eKCTUPEMYM Y WAYKY To U WOo:

2
a) sa Ay = g / (xog) > 0 Wavka Ty je AOKAAHU MUHUMYM;
O2f

6) sa Ay = 55(w0) < 0 Wauka To je AOKAANU MAKCUMYM;
o Axo je Ay < 0 onga dynkyuja f nema aokasny excupemym y WAk To (To je cegractia WaKka)
o Axo je Ay = 0 Gotmupedro je gogatirno ucTUuBUSarse.
Cramano Baku 3a QYHKINjY TPU TPOMEH/HUBE.

Teopema 5.43 (ToBospan ycJioB 3a ekcTpemyM dyHKIUje Tpu npoMeHsbuse). Heka je gatua
dyrryuja wpu apomennuse f(x,y,2): Dy — R, Dy CR® u nexa je waura xo = (a1, az,as) cliayuo-
Hapra waewka gynkyuje [ u upetwunoctiasumo ga je f gea uytha gugpeperyujadbuina y oxosury wanke

Zo.

Axo je

82 82 82
82f 82f( ) 02 f ( ) BT[:};('%O) 8:cgy (1‘0) axafz (x[))
_ _ Gr o ozxdy Lo . 92 52 92
A= W(SE’O) >0, Ay = Bff o2 >0, A = By@fa: (xO) 875(550) Wafz(xo) >0
dyoz (o) dy2 (o)

S (w0) g (a0) G (ao)
OHGa je Wauwka To NOKGAHU MUHUMYM Gyrryuje @;

e Axo je A1 <0, Ay >0 u A3 < 0 onga je wavka o AOKAAHY MAKCUMYM Pynryuge f;

o Axo je Ay < 0 onga dynryuja f nema Aokasny excupemym y WAk To (To je cegractia Waka)

o Axo je Ay = 0 Gowmupedro je gogatino uctuTUSarse.

Kpurepujy™m 3a ucnuTuBarmbe JOKATHAX €KCTPeMyMa (hYHKITHja BUIIE TPOMEHJbUBHUX JAT Y TPETXOI-

HEM TeopeMaMma MOYKe Ce IPEJICTABUTH U Ha JIPYIH HaYuH (IpeKo apyror judepennujaia). 3a dbyHK-

[Ujy JiBe MPOMEHJbUBE Cy NudepeHIrjaIu MPBOT U APYTOT Peia TaTh Ca:

0*f
dxdy

of of 2
aplt g, @ =3

f

2
dxdy + 0 dy?

df = 922

d+2
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Teopema 5.44 (/IoBospaH yCJIOB 3a JIOKAJIHU €KCTpeMyM (DYHKIMje n IpoOMeHbuBux). Heka
je xo ciayuonapna Wwavke Gyrryuja n apomensusur f : Dy — R, Dy C R". lpemtoctiasumo ga
je f gea tyma gupeperuujadbusna y 0KOAUHY WANKE To U HEKAG CY JOj C6U gPYIu UAPUUJAAHU U3BOGU

neupexugnu y xo. Axo (dzxy,...,dx,) # (0,...,0), onga eaorcu:

o Axo je d*f(x0) < 0 onga je Wanxa To AOKGANU MaKCUMyM Pynxyuge f.

o Axo je d®f(x0) > 0 onga je Wauka To A0K@ANU MURUMYM PynKyuge f.

o Axo d*f(xg) mera snax onga Wavka To nuje exctipemym dyrryuje f.
IIpumep 5.45.

IIpumep 5.46.

5.10 KBaapatue dopme

Hedbunuiinja 5.24. Peasna pyrnxyuja n peasnux GpoMeHbUBUT

n
Oz, .y ) = Z aijT;xj = 2T Az (5.8)
ij=1

306e ce KeagpatuHa Gopma GPOMEHSUBUL T1, ..., Ty

Ilpumep 5.47. Hexu tpumepu K6agpatiHux Gopmu:
O(x,y) = 2* + 2zy + y°
O(z,y,2) = 22 — zy + 2yz + 2°

Csakoj cuMeTpudHOj KBaApaTHOj Marpuim A = [aijlnxn MOXKEMO IONENUTH KBaJpaTHY ¢op-

n n
My O(z1,...,2,) = Y aijzix;. I odpayTO, cBakoj kBagparHoj dopymu P(z1,...,T,) = Y. aijjTiT;
i,j=1 i,j=1
MOZKEMO JIOJCJIUTH CUMETPUYHY MATPHILY

- a1l a2 ... Oip -
A= arp a2 ... Qlp
i Qnpl Qp2 ... Qpp ]
r;Leje %7 :aji:% n Qi = Qj4 3ai,j:1,...,n.

Ba dynxnujy Tpu npoMenbuse je ®(z1,22,23) = alliU% + a12122 + a132123 + a21x271 + a22117§ +

2
a23T2T3 + A31T3T1 + a32T3%2 + a33T3.
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IIpumep 5.48. Hexa je gawa gynkuyuja f(x1, T2, r3) = —21‘% + 2x119 — 31173 — :L‘% + 2x0x3 — 4x§.
Taga je

Hedbunuiuja 5.25. Keagpaiina gopma P je:

e Go3utmusHo cemugepunuittina axo je P(x1,...,x,) >0, Y(x1,...,z,) € R".
o HelaiusHo cemugePunuina axo je Y(xq1,...,x,) <0, V(x1,...,2,) € R™.
e Uos3uWiueHo geunuiina axo je ®(xq,...,x,) > 0, Vo # 0.
e HelawusHo geunuiina axo je P(xy,...,x,) <0, Vo # 0.

Teopema 5.49 (CunBecrepoB kpurepujym). Keagpatina gopma P je

® To3uUBHO JePUHUTHA GKO U CAMO AKO CY TAABHU MUHOPU there MATpuLe TO3UTUSHU
® HEWWUBHO GePUHUTIHG AKO U CAMO CY TAGBHU MUHOPYU teHe MATPUUE HOUSMEHUYHOT 3HAKA

Uo4es 0g UP6oT HELQUWUBHOT.

VY Ilpumepy 5.48 kBagparaa ¢popma P je HeraTuBHO JeUHUTHA.

IMTocnenuna 5.50 (JoBosbaH yciioB 3a ekcTpeMyM dDYHKIMje n IPOMEHbUBUX ). Ako je Wwawka
ro cwayuorapra wawkae gynkuuje f: D — R, D C R™, 1ge je D oweopern ckyt u f gea Uywia

netpexugno gugepernyujadburna Gynryuja u a;; = %(mo). Taga sasicu:
e Axo je xeagpawina gopma © wosutmusHo gepurutung y xo je (AOKAAHL) MUHUMYM.

e Axo je keagpatina gopma P nelaluero gepunutina y To je (AOKAGAHU) MAKCUMYM.

o Axo je xeagpatuina dopma P upomensusor 3naKa y o HEMO eKCUPEMYMA.

5.11 VYcaoBHu (Be3aHm) ekcrpemymu QYHKIMja BUIIE TPOMEHIbUBUX

Y oBom moryaB/by hemo ompemjuBatu ekcTpemyme dbyHkimje f y3 HEKe MOmaTHE YCIOBE THIIA, jeTHA-
kocru. Heka je mara dynknuja f : Dy — R u dynxmuje g; : Dy, — R,i = 1,...,k, k < n rae cy je

D, D, C R" orsopeHn CKyIOBH.

IIpumep 5.51 (3amarak). Ogpegutiu excuemyme dynruyuje f Upu uemy cy TPOMEHDUBE Ge3aHe

Hexkum yeaosom. 0saj upobaem ce 0duHHo 308€ UPOOAEM YCAOBHOT EKCTLPEMYMG.

T1,...,%Tn) — min (max);
fa ) (max) (VE)
n.o. gi(r1,...,xy)=0,i=1,... k.
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Hedununumja 5.26. Cryu
Q={z=(21,...,2n) € Dflgi(z1,...,2,) =0,i =1, ...k}
306emo gouyctusu ckyt upobaema (YE).
Hanasse hiemo nucatu © = (21, ..., Ty).

Hedbunurmja 5.27. Oynxyuja f : D — R, D C R" y wawku g € ) uma 210064HU MmaKcU-

MYM(Murumym) apu ycaosuma gi(xz) = 0,i =1, ...,k axo 3a ceaxo x € B sasicu

f(@) < f(wo) (f(x) > f=0))

Jeman meron 3a onpehuBame ycOBHOI eKCTpeMyMa je m3paKaBarbe HEKHX IIPOMEHJ/bUBHUX T, U3
naror cucreMa g;(x) = 0,4 = 1, ..., k nomoly ocraimux npomen/buBux. Tako ce Ha IpuMep Koj| PyHKIH]je
JIBe TIPOMEHJbUBE MPOOJIEM YCIOBHOI €KCTPEMyMa MOXKe CBECTH Ha MpodJieM (JIOKAJHOT) eKCTpeMyMa

dyHKIHje je/HE TPOMEHIbUBE.

Ipumep 5.52. Ogpeguttiu ycaoshe exciipemyme dyrxyuje f(x,y) =1 — 22 —y? ya yeaos g1(x,y) =
3z —2y—1=0.

Jenan om HemocTaTaka OBOI' IPHUCTYNA je IMTO Y HEKHM CJIydajeBUMa J0JIa3U 0 KOMILITKOBAHOT

paayna. OBaj HemocTaTak ce OTKJIama IpuMeHoM JlarpaH2koBe meToze.

Teopema 5.53 (Jlarpanxk). Hexa cy gaitie dpynxyuge f: Dy — R, g; : Dy, — R ige cy D, Dy, C R",
i =1,....k k < n owmeopenu ckyuosu. Hexa cy dynrxyuje f,g;,i = 1,....k watixe. Axo je wavka

T = (T1,...,2n) a0kaano pewerve pasmaitparor apobaema (YE) u axo je rang(f'(Z)) = n onga

aoctioje Jlampanoicosu, mroscuoyu A, ..., N, € R @warsu ga je (&, \) cliayuonapra mawka @ynryuge
L(xz,\) = f(x)+ N gi(x) + ... + Apgr(z)

WJ. 8AHCU:

oL, . oc, .
Tm(x’A)_O""’T%( ;A) =0

* oL oL
87)\1('1")\):0’767%(1")\):0

Hanomena 5.54. 3aupago aokanrnu eckipemymu Jlarpanoicose dynrkuyuje L gajy ycroshe aokansme

excpemyme gymxyuje f. Umamo cuctuem

~

9L
8:1:1 ’

P

)=0,..., &



og n+ k jegnavura u n + k HeTO3HATUX KOJU MOIHCE §G CE PEWU.

Kopucruhemo najsuiiie kpurepujym 3a UCHUTUBAIbE JIOKAJTHUX eKCTpeMyMa (DYHKIHja BHIIIE IIPO-

MEHJbUBHUX JIAT y IMPETXOIHOM IOTJIABJBY IIPEKO JAPYTOr nudepeHIrjaia.

Teopema 5.55 (JoBosbaH ycsioB 3a jiokajiHu ekcrpemyM dysHkuuje L£). Hexa je xg ctiayuo-
HapHa Wawke Pynrkyuja n apomensueuxr L Dy — R, Dp CR™. [pewtoctasumo ga je L gea Gyia
guPeperyuadbuUAMG Y OKOAUNHY TWANKE To U HEKA CY Jjoj C6U gpYyiu GAPUUJAAHY U3B0JU HEUPEKUGHU Y
xg. Axo (dzy,...,dxy) # (0,...,0), onga asrcu:

o Axo je d’L(x) < 0 onga je wWauxa To AokasHy Maxcumym Gynruuge L.

o Axo je d’L(x) > 0 onga je wauxa xo Aoxasu Munumym Gyrruuge L.

o Axo d*L(xg) mera snar onga Wavka To nuje exciipemym dyrryuge L.

Hamnomena 5.56. Ilpumetiumo ga 08ge modcemo ga uckopuctiumo ycaos dg; = 0, 1 = 1,...,k 3a

ogpehusaree 3naxa gupeperyujana.

IIpumep 5.57.

5.12 AmncoayTtHu ekcrpemymu, Hajseha m Hajmama BpeJHOCT (DYHKIIUje

y obmsractu D

VY Ilornasmy 5.9. cmo dopMysnmcaan mojaM IVI00AJHOI MAKCUMyMa M MHUHUMyMa Kao U TEOpeEMY O

€r3UCTEHITHjU.

Teopema 5.58. (Teopema o ersucrennuju) Hexa je Dy C R™ xomtaxwan ckyt (3aweopen u
oipanuven). Axo je dymxuyuja f : Dy — R wnetpexugna ma Dy onga ona goctiusice MUuMUMYM U

makcumym na Diy.

IIpumep 5.59 (IIpobuem). Heka je gatti upodaem ogpehusarsa aUCOAYTHOT MAKCUMYMA( MUHUMYMA)
dynryuge f(x1,...,2,) : Dy = R" na obractiv gepunucanoctiv, Dy. Hexa ce tpanuya odractiu Dy
Modice TPUKA3ATU KGO

0Dy = {(x1,...,2p) €R" : g(x1,...,2,) = 0}.

Tana kanpunaru 3a Hajsehy u mHajMmamy BpegnocT gynknuje f y obmactu Dy mory ourn:

1. Jlokammn ekcrpemymu dynkimje fy int(Dy);
2. Ycnosru excrpemymu dbynknuje f upn yciosy g(z1,...,%,) = 0 (Ha rpanumm obmactu 0Dj§);

3. Tauxe ca rpanune 0Dy rae mapnujanann u3Bou GyHKIHje g HUCY JedUHUCAHN.

IIpumep 5.60.
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