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Uvod

Jednacina u kojoj figuriSe nezavisna promenljiva x, funkcija y i njeni
izvodi y', y", ..., y'™ u obliku

FO,y, ¥ y'™) =0 |

v

naziva se diferencijalna jednacina n-tog reda. Najvisi red (n) izvoda
je red diferencijalne jednacine.

Problem je da se odredi nepoznata funkcija y, tj. reSenje (funkcija
y = y(x)) diferencijalne jednacine koje zadovoljava polaznu
jednacinu za svako x.
@ Jednacina u kojima figuriSe funkcija jedne nezavisne promenljive
y = f(x) i njeni izvodi naziva se obi€na diferencijalna
jednacina.
@ Jednacina u kojima figuriSe funkcija vise promenljivih
y = f(x4, ..., Xp) i njeni parcijalni izvodi naziva se parcijalna
diferencijalna jednacina.
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Diferencijalne jednacine prvog reda

Diferencijalna jednacina prvog reda je oblika

F(x,y,y'") = 0.

Pretpostavimo da se jednacina moze zapisati u obliku

y' = f(x,y).

Namecu se dva pitanja:
@ Da li postoji resenje jednacine?
© Ako postoji resenje, da li je jedinstveno?
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Teorema

Neka je data jednacina y' = f(x, y) pri demu je f(x, y) definisana i
neprekidna u oblasti D ¢ R?. Za proizvoljnu tacku (X, ¥o) € D postoji
Jedinstveno resenje y = o(x) jednacine koje zadovoljava uslov y = y,
zax = xo, tj. y(xo) = Yo-

Jednagina y' = f(x, y) ima beskonaéno mnogo re$enja. Uslov

y(Xo) = yo naziva se pocetni (Kosijev) uslov ( Oznaka: y(xp) = yp ili
}/|x=x0 = yO)-

Definicija ‘
Opste resenje DJ F(x,y,y') = 0 je familija funkcija y = ¢(x, C) koje

zavise od proizvoljne konstante C i koje zadovoljavaju jednacinu
F(x,y,y') = 0 za svako x.

Za dati pocetni uslov y|x-x, = Yo postoji konstanta C = C, takva da
y = ¢(x, Cy) zadovoljava polaznu jednacinu. Svako resenje

y = p(x, Cy) polazne jednacine dobijeno iz opsteg resenja tako Sto
se parametru C dodeljuje konkretna vrednost C, naziva se
partikularno resenie D.J]
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Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive

Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive je oblika
f(x)dx + g(y)dy =0,
gde su f i g neprekidne funkcije.

(Znamo daje y' = %.) Jednadina g(y)dy = —f(x)dx se moze
posmatrati kao jednakost dva diferencijala. Tada se njihove primitivhe
funkcije razlikuju za konstantu:

[a(y)dy = - [ f(x)dx + C.

Primer (Na Casu)

Resiti diferencijalnu jednadinu y' — 3x% = 0 a zatim odrediti ono
resenje koje zadovoljava pocetni uslov y(0) = 1.

Primer (Na ¢asu)

Resiti diferencijalnu jednadinu xy' = y — xy sin x.
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Homogena diferencijalna jednacina

Definicija ‘
Funkcija f(x, y) se naziva homogenom funkcijom ako za svako
k € R vazZi f(kx, ky) = f(x,y).

Definicija |

DJy' = f(x,y) je homogena DJ ako je f(x,y) homogena funkcija.

v

Ako u f(x,y) = f(kx, ky) izaberemo k = 1

= y' = f(x,y) = f(kx,ky) = f(1,£) = g(¥)
!

=y =g(%).

Uvedimo smenu u = £. Tada je:
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y'=g()u=%

U=y =y=u-x
=y =U-X+U-1
dy du
= dx T dx

au
=>g(u)=a-x+u

- au _ ax
gluy-u X
Dobijena je DJ sa razvojenim promenljivim po u
= [ -4 O = [ & + C. Vracanjem smene u = £ dobija se opste
reSenje polazne Jednacme

Primer (Na ¢asu)

(a)Resiti diferencijalnu jednadinu xy' = y(1 + Iny —In x) a zatim
odrediti ono resenje koje zadovoljava pocetni uslov y(1) = e.

(b) Resiti y' = peayrd
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Linearna diferencijalna jednacina prvog reda

Linearna diferencijalna jednacina je oblika
y' + P(x)y = Q(x)

gde su P(x) i Q(x) neprekidne funkcije.

Resenje trazimo u obliku y(x) = u(x) - v(x) gde su u(x) i v(x)
funkcije po x. Pri tom, v(x) biramo na pogodan nacin, a u(x) na
osnovu polazne jednacine.

y=u-v=y=d-v+u-v
dy_du' av

:a—a V+a‘u

Zamenimo u polaznu jednaginu:
yl

1 =)
Y+Px)y=Q(x) = %L.v+2.y+P(x)-U-V=Q(x)
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adu

y'+P(x)y=Q(x) -v+ﬂ~g+P(x)~g-v=Q(x)

dx ax
dv du
:(&+P(x)~v)~u+&~v—0(x)
Izaberemo v(x) tako da (% + P(x) - v) = 0
av av
a_|_’D(X).V=0=>a:—ID(X)‘V
av

= - = —P(x) - dx
= $=-JP(X).dx
=>|n|v|=—IP(x)-dx

= = e—IP(X)~dx
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Vratimo se u (&) i irrcljamo :
av u —
(5 + PX)-v)-u+ oo -v=Q(x)

| S ——
0

=>u=JQ(x)-eIP(X)dX-dx+C

Vratimo smenu y = u- v, v = g J P

linearne DJ prvog reda:

i dobijamo opste reSenje

= y(x) = e_IP(X)dX(C + [ Q(x) - gl PX)dx, ax)
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Primer (Na Casu)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine

2
Y(x® —2x +2) - X202 - w1 4 X2,

1+x2

Primer (Na ¢asu)

Odrediti opste resenje diferencijalne jednadine y' — § = X%

Primer (Za domaci)
Odrediti opste resenje d/ferencua/ne jednacine
y COSX — ysin X = x*e"
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Diferencijalna jednagina oblika y' = f(%)
1X+b2y+b3
@ 1. Slucaj kada je a;b, — axby # O smenama X=X+ aq,

y=Y+aydx=dX,dy=dY,y = dﬁ dX = Y'imamo da je
pocetna jednacina oblika:

,_f(a1(X+a1)+a2(Y+a2)+a3)
T O\bi(X +aq) + bo(Y + ) + by

=0
a X+ 32Y+é1a1 + ao0ip + 33‘
b1X+ b2Y+b1a1 +b2042 ek b3

=0

_ f(a1X+ azY) _[atay

b1X+b2Y b1+b2%

gde a4 i ap odredjujemo iz sistema linearnih jednacina:
aiaq + aas+az3 =0
b1Ot1 + b2042 + b3 =0.

) homogena D.J.
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Diferencijalna jednagina oblika y' = f(%zﬁf)
1 2 3

Primer (Na ¢asu)

2
Odrediti opste resenje diferencijalne jednadine y' = 2 (ﬁ) .

x+y-1
@ 2. Slucaj kada je ayb, — ab; = 0, smenom byx + boy + by =t
gde je t = t(x) data jednacina se svodi na jednacinu koja
razdvaja promenljive.

Primer (Na ¢asu)

G v v - ; o . v r_ 4x+2y+3
Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y = Sxidy 2"
Primer (Za domaci)

2X+y+1

Odrediti opste resenje diferencijalne jednadine y' =

4x+2y-3°
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Bernulijeva diferencijalna jednacina

Razmatrao je prvi put Jakob Bernuli u svom radu 1695. godine a prvo
reSenje (koje se i danas koristi) dao je Lajbnic.

Bernulijeva diferencijalna jednacina je oblika
y'+P(x)-y=y"-Qx)

gde su P(x) i Q(x) neprekidne funkcijein € R, n+ 0,1

Za n=0,1 1o je linearna DJ.

y'+P(x)-y=y" Q(x) [:y
y "y + P(x)y' ™" = Q(x) (%)

Uvedemo smenu:

u=y1—n = u'=%=(1—n)y1_"_1y'=(1—n)y_"y'
= PR
Yy ¥V =a 1-n

Zamenimo ovo u (&) :
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=%, L px)u=Q(x) [-(1-n)

=%, (1=n)P(x)u= (1 -n)Q(x) ovo je linearna DJ po u

v

_ p(x) a0
za koju znamo opSte reSenje:

U= e— j(1—n)P(x)dx(C + I(.I _ n)Q(X) . eJ'(1—n)P(x)dx . dX)
Vratimo smenu u = y1_” i dobijamo opste reSenje:

= y1—n _ e(n—1)jP(x)dX(C - (1 _ n) J Q(X) . e(1—n)IP(x)dx . C/X)
ili

y(x) = 1—</e(n—1)IP(X)dx(C +(1-n) I Q(x) - e(1-n) [ P(x)dx dx).
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Primer (Na Casu)

Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y' + ﬁ + y2 = 0.

Primer (Na ¢asu) |

Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine (x2 Iny —x)y' = y.

Primer (Za domaci) |

Odrediti opste resenje diferencijalne jednadine xy' + 2y = 3x° {/F .

Primer |

Diferencijalna jednadina oblika y' = f(ax + by + ¢) gde su a,b,c € R
se smenom z = ax + by + ¢, z = z(x) svodi na jednacinu koja
razdvaja promenljive.

Resitiy' = (4x — y + 1)%.
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Rikatijeva diferencijalna jednacina

Rikatijeva diferencijalna jednacina je oblika
y' = PO)Y® + Q(x)y + R(x)

gde su P(x), Q(x), R(x) neprekidne funkcije.

Ako je R(x) = 0 onda jednacina postaje Bernulijeva.

Razmatramo samo dva slucaja ukoliko je poznato jedno partikularno
reSenje yy.

@ Uvodenjem smene y = y; + i svodi se na linearnu.

@ Uvodenjem smene y = y; + z svodi se na Bernulijevu.
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Svodenje Rikatijeve na linearnu diferencijalnu jednacinu:
Uvodimosmenuy =y; +1 = y'=yj - 57
Zamenimo y i y' u polaznu jednacinu y' = P(x)y® + Q(x)y + R(x):

1

V=2 = PO+ 30+ QO0: + 3) + R(X)

L1, 2P
v = =2 = (POOYF + QU)y; + A(x) + 5 Tt

1. 2P(X)yr  P(x) Q(x)
RIS Tz Yt Z

—Z' = 2P(x)y;z + P(x) + Q(x)z

Z'+ (2P(x)y; + Q(x))z = —P(x) - Ovo je linearna DJ po z.
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Svodenje Rikatijeve na Bernulijevu diferencijalnu jednacinu:
Uvodimosmenuy =y, +z = y =y; +2

Zamenimo y i y' u polaznu jednaginu y' = P(x)y® + Q(x)y + R(x):

Yi+ 2 = P(x)(yi +2)% + Q(x)(y1 + 2) + R(x)
vtz = (P(x)y12 + Q(X)yy + R(x)) + 2P(x)y;Z + P(x)z2 + Q(x)z

Posto je y; redenje jednadine = yi = P(x)ys + Q(x)y; + R(x).

Z' = 2P(x)yz + P(x)Z° + Q(x)z
= (2P(x)y; + Q(x))z + P(x)Z°

- (2P(x)y; + Q(x))z = P(x)z* - Ovo je Bernulijeva DJ po z, za
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Diferencijalna jednacina sa totalnim diferencijalom

Razmatramo diferencijalnu jednacinnu
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0. (Q)

Definicija
Izraz
P(x,y)dx + Q(x, y)dy
je totalni diferencijal neke funkcije u(x, y) ako je
0P _9Q
dy ~ Ox’
Tada jednacinu (©) mozemo zapisati u obliku du = 0 tj.
ou ou
au = a—xdx+@dy=0
gde je

u(x,y)=C. (C = const.)



Diferencijalne jednacine
0000000000000000000e00

Diferencijalna jednacina sa totalnim diferencijalom

Primer (Na ¢asu)

2x+e”’
xe Y -cosy

Odrediti ono resenje diferencijalne jednadine y' =
zadovoljava pocetni uslov y(4) = 0.

koje

Primer (Na ¢asu)

Odrediti opsti integral diferencijalne jednacine
(e +y +siny)dx + (€ +x + xcosy)dy = 0.
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Ako
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0. (Q)
nije jednacina sa totalnim diferencijalom (tj. ‘3—5 # % ) onda koristimo

integracioni mnozilac A = A\(x, y) takav da je a(%yp) = 9Q9)

ox
Specijalno ako je izraz
oP _ 2Q
oy ox
Q
funkcija koja zavisi samo od x (ili konstanta) onda je

Specijalno ako je izraz
oP _ 2Q
oy ox
P
funkcija koja zavisi samo od y (ili konstanta) onda je




Odrediti opsti integral diferencijalne jednacine

(xsiny + ycosy)dx + (xcosy — ysiny)dy = 0.

Resiti diferencijalnu jednacinu

y;+x2y+2xy

X2 - )2
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