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Matrice

Matrica je pravougaona tablica brojeva sa m vrsta i n kolona:

ayr a2 ... ain

az  ax» azn
A= .

ami ame amn

@ Ako je m = n matrica je kvadratna.
@ Dimenzija matrice m x n predstavlja (broj vrsta) x (broj kolona).

@ Dve matrice A = [aj] i B = [bjj] su jednake ako su istih dimenzija
mxniakoje aj=b;,1<i<m 1<j<n.
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Definicija
Neka su A = |a;] i B = [bj] matrice dimenzija m x n. Njihov zbir je
matrica dimenzije m x n: A+ B=[a;j+ bj], 1 <i<m, 1 <j<n.

Zbir dve matrice razliCitih dimenzija nije definisan.

Definicija
Neka je A = [a;] matrica dimenzije m x n i o skalar. Proizvod matrice
A i skalara o je matrica dimenzije m x n: aA = [aaj].
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Teorema

Neka su A, B i C matrice dimenzije m x n i, 8 € C skalari. Tada
vazi:

Q@ A+rB=B+A

Q@ A+(B+C)=(A+B)+C

Q (aB)A=a(BA)

Q 1A=A

Q o(A+B)=aA+aB

Q (a+pB)A=aA+BA

Dokaz: za domadi.
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Definicija |
Neka je A = [a;] matrica dimenzije m x n i matrica B = [b;] dimenzije
n x p. Proizvod dve matrice A i B je matrica dimenzije m x p:

n
AB:[C,‘/'],C,]': Za,-kbkj, 1<i<mi1<j<p.
k=1

Teorema

Neka su A, B i C matrice dimenzija takvih da su odgovarajuca
mnoZenja definisana i neka je o € C skalar. Tada vazi:

@ A(BC) = (AB)C

Q@ AB+C)=AB+AC
(A+B)C=AC+BC

Q «(AB) = (aA)B = A(aB)

Dokaz: za domagéi.
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@ Ako postoji proizvod AB to ne znaci da postoji i proizvod BA.

@ Ako su Ai B kvadratne, onda postoji i AB i BA. Medutim,
mnozenje matrica u opStem slucaju nije komutativno tj. AB # BA.

@ AC=BC+ A=8B.

@ Neutralni element za sabiranje je nula matrica (matrica istih

dimenzija kao matrica sa kojom se sabira i kojoj su svi elementi
nule).

@ Neutralni element za mnozenje je jedini¢na matrica (na dijagonali

10 ... 0

o 01 .. 0
su jedinice, ostalo su sve nule): | =

0 0 .. {1

@ Ako je matrica A dimenzije m x n onda je neutral za mnozenje sa
desne strane jedinina matrica dimenzije n x n, dok za mnozenje
sa leve strane je jedini¢na matrica dimenzije m x m j.

Amxn - Inxn = Amxn i Imxm - Amxn = Amxan-
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Definicija

Transponovana matrica matrice A dimenzije m x n je matrica AT
dimenzije n x m koja se od matrice A dobija tako Sto vrste matrice A
zamene mesta sa odgovarajué¢im kolonama:

ay a2 ... am

AT a2 82 ... dame

ain aonp amn
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Teorema

Neka su A i B matrice dimenzija takvih da su operacije mnozenja
definisane i neka je « € C skalar. Tada vazi:

o (AT)T:A
Q@ (A+BT =AT 4+ BT
Q (AT =aAT

Q (AB)T = BTAT
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Determinanta

Determinanta kvadratne matrice reda n definiSe se preko
determinanti matricareda n— 1.

ayy a2 ... ain

aq 82 ... dop
Oznake: det(A),

dm  dpm2 .- damn

Determinanta je bro;.
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Odredivanje determinante matrice

n=1
n=2:
n=3
n>3:

A= [811] = det(A) = a.

_ [ an aee

= det(A) = dai1doo — ai28as1.
a1 a2 ] (A)

: Sarusovo pravilo

ain a2 as

A= o1 Aaop Aaos = det(A) = 411822833 +
az1 dz2 ass

12823831+ 3813821832 —a13822831 — 811823832 — 812821833

po definiciji.
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Definicija
Determinanta koja se nalazi u preseku r proizvoljnih vrsta i r
proizvoljnih kolona matrice A je minor reda r matrice A.

Definicija ‘
Ako je A kvadratna matrica, minor M; elementa a; je determinanta

matrice koja se dobija nakon izbacivanja i-te vrste i j-te kolone
matrice A.

Definicija
Kofaktor Cjj je Cj = (—1)"/M;.

Napomena: Minori i kofaktori se mogu razlikovati samo u znaku.
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Definicija
Ako je A matrica reda n > 2, njena determinanta se racuna preko:

n
det(A) = Za1jC1/ = a11Cy1 + @12C12 + ... + a@1nCqp
j=1

Teorema
Laplasov razvoj determinante po i-toj vrsti:

n
det(A) = Z a,-,-C,-,- = ai1Cjy + ajpCip + ... + ajnCip.
Jj=1

Laplasov razvoj determinante po j-toj koloni:
n
det(A) = Z a,-,-C,-,- = a1,-C1,- A ag,-Cg,- + ...+ a,,,-an.
i=1

Dokaz sledi iz narednih svojstava determinante.
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Svojstva determinanti

1) Determinanta je aditivha po kolonama i vrstama.

2) Ako se svi elementi jedne vrste/kolone matrice A
pomnoze skalarom A\ onda je determinanta tako
dobijene matrice jednaka A det(A).

3) Determinanta ne menja vrednost ako se jednoj
vrsti/koloni doda neka druga vrsta/kolona pomnozena
proizvoljnim brojem.

4) det(AB) = det(A) det(B).

5) Ako dve vrste/kolone matrice A zamene mesta
determinanta tako dobijene matrice menja znak.

6) det(AT) = det(A).
7) det(A) = 0 ako je ispunjeno nesto od sledeceg:
@ cela vrsta ili kolona matrice A sadrzi samo nule.

@ dve vrste/kolone matrice A su iste.
@ vrste/kolone matrice A su linearno zavisne.
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Inverzna matrica

Definicija
Kvadratna matrica A reda n je invertibilna ako postoji kvadratna
matrica B reda n takva da je

AB=BA=I.
Ukoliko takva matrica B postoji, nazivamo je inverzom matrice A i
oznacavamo saA~"' (. AA' = A"TA=1)
Definicija

Matrica A je regularna ako je det(A) # 0.
Matrica A je singularna ako je det(A) = 0.
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Teorema
Matrica A je invertibilna akko det(A) # 0.

Dokaz na Casu.
Napomena: samo regularne matrice imaju inverz.

Teorema
Ako je A invertibilna, onda je njen inverz jedinstven.

Dokaz na ¢asu.
Teorema

Ako je A invertibilna, onda je det(A~") = ﬁ(A).

Dokaz na ¢asu.



Matrice
000000000000008000

Definicija
Adjungovana matrica matrice A reda n je matrica

C11 C,-,1
AGAE |
Cin ... Cm
gde su Cj; kofaktori.

Teorema
Ako je A regularna kvadratna matrica, onda je

_ 1 .
= det(A) Ad(A).
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Svojstva inverznih matrica

1) (AB)~' =B 1A

) (A71 -1_A
3) (A N)Yr=A"" kt A = (A
puta
4) (cA)~'=1A"" cecC\{0}

5) (AT)y~1 = (AT

6) Ako je C invertibilna onda vazi:
a) AC=BC=A=B
b) CA=CB=A=B

Dokazi na ¢asu.

1 k € N\{0}.
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Rang matrice

Definicija
Rang matrice je maksimalni red regularnih minora matrice.

Teorema

Rang matrice jednak je maksimalnom broju linearno nezavisnih vrsta
te matrice odnosno maksimalnom broju linearno nezavisnih kolona te

matrice.
(1 0 0 ]
0
1
Kanonski oblik matrice je .
0 . 0 |

Rang je jednak broju jedini_ca na dijagonali.
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Definicija

Dve matrice su ekvivalentne ako se iz jedne moZe dobiti druga
nizom elementarnih transformacija. Ekvivalentne matrice imaju isti
rang.

Elementarne transformacije koje ne menjaju rang matrice:
@ MnozZenje neke vrste/kolone brojem razliCitim od 0.

@ Dodavanje nekoj vrsti/koloni neku drugu vrstu/kolonu pomnozenu
nekim brojem.

@ Zamena dve vrste/kolone.
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