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Definicija ‘
Niz realnih brojeva (krace brojni niz) je svaka funkcijaa: N — R . Broj
a(n) = ay je n-ti ¢lan niza. Za niz koristimo oznake (an)n>1 ili{an}s ;.
Pri tome razlikujemo niz {a,} od skupa {a, : n € N} jer u nizu svaki
Clan ima tacrio odredjeno mesto na kojem se nalazi, Sto nije slucaj
kod skupa. Nizove obic¢no zadajemo:
@ ispisivanjem elemenata ai, az, as, . .., ap, . . .
Q opstim &lanom niza a, = n? ili
@ rekurentnom formulom a, = 2a, » + a_,, ay = 3, a; = 2.
Definicija
Za niz {a,} kaZzemo da je monoton (rastuci, opadajuci, strogo rastuci,
strogo opadajuci) ako je takav posmatran kao funkcija a: N — R.
Slicno, kazemo da je niz ogranicen ako postoji M € R takvo da za
svako n € N vaZi |ap| < M. Analogno se definiSe pojam ogranicenosti
niza:
@ odozdo : (Ak )(vne N) k < a,
@ odozgo : (3K )(Vvn e N) ap < K.
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Definicija (Limes niza)
Realan broj b je grani¢na vrednost ili limes niza {a,} ako

(Ve >0)(3n(e) e N t.d. n>n(e) = |an—b| < e)

i pisSemmo lim a, = b (ilia, — b, n — co). Za niz koji ima granicnu
n—oo

vrednost kaZzemo da je konvergentan ili da niz konvergira. Niz koji

nema granicnu vrednost je divergentan niz (divergira).

Vidimo da konvergentni niz ima svojstvo da svaka e-okolina tacke b,
tj. interval (b — ¢, b + ¢) sadrzi beskonatno mnogo Clanova niza i da
se izvan toga intervala nalazi samo kona¢no mnogo ¢lanova niza.
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Definicija
Niz {an} divergira prema +occ ako

(YM > 0)(3n(M) eN) t.d. n> n(M) = a, > M.
Niz {an} divergira prema —oco ako

(VM > 0)(3n(M) e N) t.d. n> n(M) = a, < —M.

Teorema
Grani¢na vrednost (limes) niza je jedinstvena.

Definicija (Tacka nagomilavanija niza)

Broj b je tacka nagomilavanja niza {a,} ako se u svakoj e-okolini
broja b nalazi beskonacno mnogo clanova niza, tj.

(Ve > 0)(VYne N)(3me N,m> n) t.d. |an — b| < e.

+oo je tacka nagomilavanja niza {a,} ako

(Ve > 0)(Vne N)(@meN,m>n) td. an > M.

—oo je tacka nagomilavanja niza {a,} ako

(Ve > 0)(Yn e N)(Im e N,m > n) t.d. an < —M.
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@ Najveca taCka nagomliavanja niza zove se limes superior
(lim sup) a najmanija limes inferior (liminf).
@ Limes niza je i tatka nagomlivanja a obrnuto ne mora da vazi.
@ Ako je {an} konvergentan onda je lim a, = limsup a, = liminf aj,.
@ Podniz niza a: N — R je svaka kompozicija aoa (a: N — N
strogo ratuc¢a). r-ti ¢lan podniza je
(@0 a)(k) = a(a(K)) = Ba(k) = u
@ Geometrijski niz a, = 9", q,¢%, ¢, . ..
@ a, = (—1)"je ograniCen ali nije konveregentan.
Teorema
Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Teorema

Svaki niz ima monoton podniz.

Teorema

Svaki monoton i ogranic¢en niz je konvergentan.

Teorema (Bolzano-Weierstrass)
Svaki ograni¢en niz ima konvergentan podniz.



Broj e

Niz ’
an=(1+ E)”

Jje rastuci i ogranicen odozgo a samim tim i konveregentan.

nli)r20(1 4 15)” = e =2.718281828459045235360287471....

L ——
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Osobine limesa

Teorema
Neka su data dva konvergentna niza {a,} i {b,}. Tada je:
Q lim(a, + by) =lima, + lim b,
Q lim(a, — by) =lima, — lim b,
Q lim(cap) = clima,
Q lim(an - by) = lim(an) - lim(bp)
Q /imf: = liman ako je lim b, # 0 (iYn € N b, #0)

lim by

Teorema (o dva policajca) |

Ako za nivoe {an}, {bn} i {cn} postoji ny € N takav da za sve n > ng
vaZian, < b, < cpiakoje lim a,= lim ¢, =atadajei lim b, = a.
n—oo n—oo n—oo

Primer
Odrediti limes niza sa opstim ¢lanom

_ 1 1 1
an = V 1+n? + V2+n? et e
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Kosijev niz

@ Da li je moguce zakljuciti da je neki niz konvergentan ako ne
znamo njegov limes?

Definicija (KoSijev niz)
Niz {a,} je Kosijev ako

(Ve > 0)(3n. e N t.d. Vk €N) |ap.k — an| <e.

@ U skupu R pojmovi konveregentnog i KoSijevog niza su
ekvivalentni:

Teorema
Niz je konvergentan ako i samo ako je KoSijev.
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Neki poznati limesi

@ lim Va=1,a>0.

n—oo

@ lim v/n=1

n—oo

@ logn << nk << a" << n! << n" logaritamska funkcija mnogo
sporije raste od ostalih

Teorema (Stolcova)

Neka je dat proizvoljan niz {an} i rastuci niz {b,} takav da je
lim b, = +o00. Tada ako postoji limes

n—oo

onda postoji i limes

i jednaki su.
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