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Prostor R”

Definicija
R” = {(X4,...,Xn) : X4,..., X € R}

je skup svih uredenih n-torki X = (x1, ..., Xn), X; € R.

Elementi prostora R” se nazivaju tackama (vektorima), a x;
koordinatama.

(R", +,-) je vektorski prostor nad poljem R sa bazom

e =(1,0,..,0),...e,=(0,...,0,1).

Za dva vektora X = (X1, ..., Xp) iy = (V1, .., ¥n) i A € R je definisano:
@ X+Yy=(xg+¥yi,...., Xn + yn) Sabiranje dva vektora
@ \x = (\Xxq, ..., AXy) mnozenje skalarom
@ (0, ...,0) neutral za sabiranje
@ —X=(—Xy,...,—Xp) inverz
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Skalarni proizvod je preslikavanje koje svakom paru vektora X,y iz
n
R" pridruzuje realan broj (X,y) = > Xk V«-
k=1

Zax,y,z € R" ) € R vazi sledeée:

Za dva vektora x i y kazemo da su ortogonalna (piSemo x L y) ako
je (x,y) = 0.
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Neka je x € R". Norma je preslikavanje definisano na sledeci nacin

[IX[[ = V(% %) =

Za dva vektora x,y iz R", A € R vazi:

@ ||x|| > 0.
@ |x|]|]=0<x=0
O ||Ax][ = [A] - |||

© [+l < ||| + [yll
Kazemo da je vektor x normiran ako je ||x|| = 1.

Sistem vektora x; je ortonormiran ako je (x;,X;) =0, Vi #ji
[Ixi|| =1, Vi.
Zapravo, je sistem vektora x; ortonormiran ako je:

R LY Y
(xlvxj)_{.l’i:j
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Rastojanje (metrika) je preslikavanje d : R" x R"” — R definisano sa

dx.y) =|x—yl|=vVx-y.x-y) = [> (xi—y)2
i=1

NAPOMENA
U sluéaju n = 1 rastojanje u R se svodi na apsolutnu vrednost razlike:

d(x,y) = |x—yl.
Zax,y,z € R" vazi sledece:
@ d(x,y)>0
e dx,y)=0&x=Yy

)=
@ d(x,y) = d(y,x)
@ d(x,z) < d(x,y) +d(y,2)
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Metricka svojstva skupova u R”
Definicija
@ Kla,r] ={xeR"| d(a, x) < r} zatvorena kugla
@ K(a,r)={xeR"|d(a,x) < r} otvorena kugla

Definicija
Tacka x je unutrasnja tacka skupa M C R" ako za svako x € M

postoji e > 0 tako da otvorena kugla K(x,e) C M. Skup svih
unutrasnjih tacaka skupa M je unutrasnjost skupa (piSemo int M).

Tacka x je spoljasnja tacka skupa M ako je ona unutrasnja tacka
komplementarnog skupa M°¢ (ukoliko postoji kugla K(x, ¢) koja ne

pripada M).

Definicija

Ako tacka x nije ni spoljasnja ni unutrasnja tacka skupa M onda je

ona rubna (granic¢na) tacka skupa M. Skup svih rubinih tacaka skupa
M zovemo granicom (rubom) skupa M i obelezavamo sa oM.

Primer



Funkcije vise promenljivih - Uvod
00000@0000000000000000000000000000

Definicija
Neka je M C R".
@ Skup je M otvoren ako su mu sve tacke unutrasnje.

@ Skup je M zatvoren akko je njegov komplement otvoren skup
(sadrzi sve rubne tacke).

@ Skup je M ogranicen ako je sadrzan u nekoj kugli.
@ Skup je M kompaktan ako je ogranicen i zatvoren.

Primer
M={(x,y) eR2: x>+ y <6}, N={(x,y) e R?: x2 + y <6}.

Primer
@ (0,1) je otvoren skup uR
@ {3}, {3,4} nisu otvoreni skupovi u R
© N nije otvoren skup u R
© R je otvoren i zatvoren skup
@ (0, 1] nije otvoren. Da li je zatvoren?
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Okolina tacke a (u oznaci N (a)) je otvorena kugla sa centrom u a, {j.
N(a)={xeR"|d(a,x) <r}.

Svaka okolina taCke a sadrZi bar jo$ jednu tacku koja je razli¢ita od a.
Definicija ‘

Pod realnom funkcijom n realnih promeniljivih podrazumevamo svako
preslikavanje f : Dy — R, Dy C R" gde je domen Dy podskup od R".

Argument funkcije je vektor iz Dy, a rezultat je broj iz R. To je
vektorska funkcija jer uzima vrednosti iz vektorskog prostora.
Primer
f:D; — R gde je Ds =RS. f(x,y,z) = x? + y? + Z2.
f(0,1,2) =02 +12 + 22 =5,
Primer
Odrediti oblasti definisanosti sledecih funkcija:
@ f(x,y) =+v9—x2—y? f(x,y,z) = xy? —Inz, f(x,y) = arcsin £

° f(x,y) = 2=, f(x,y,2) =X+ & + 2
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Konvergencija
Definicija
Definicija 1:
Neka je xy tacka nagomilavanja skupa E C D C R". Broj a je

grani¢éna vrednost funkcije f : Df — R u X ako:
(Ve > 0)(Fd. > 0)(Vx e E\{Xo}) d(x,X0) < . = |f(X) — a| < e.

Definicija 2 (Hajneova definicija):

Neka je x, tacka nagomilavanja skupa E C D CR" i f: Dy — R. Za
funkciju f kaZemo da ima graniénu vrednost a € R u tacki x, ako za
svaki niz tacaka {x,} C E\{Xo} koji konvergira ka Xo, niz (f(X»))

konvergira ka a. Oznaka: lim f(x) = a.
X—Xo

Primer

lzradunati  lim  2XY
(x,9)=(0,0) X +¥*’

Primer
Da li postoji  lim 2XSIn +4ysm

(x,y)—(0,0)
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Teorema |
Ako funkcija f ima grani¢nu vrednost u X, onda je ona jedinstvena.

Dokaz sledi iz definicije jer konvergentan niz ima jedinstvenu grani¢nu
vrednost.

Teorema |
Nekasuf,g:R" = Rineka3 lim f(x)=F i3 lim g(x) = G. Tada
X—Xo X— X
postoje sledece granicne vrednosti i vaZi:
Q lim (f(x)+9(x))=F=+G

@ lim (10 9(x)) = F- G

0 _F
Q im o =G
Q lim M(X) = AF, A€ R.
X— Xo

Dokaz je analogan dokazu odgovarajucih tvrdjenja u slucaju funkcije
jedne promenljive (Matematika 1).
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Neprekidnost

Definicija

Definicija 1: Funkcija f : Dy — R, D C R" je neprekidna u tacki
Xo € Dy ako

(Ve > 0)(F. > 0)(Vx € Df) d(x,Xp) < 0. = |f(x) — f(X0)| < €.

Definicija 2: Funkcija f : D — R, D; C R" je neprekidna u tacki
Xo € Dy ako i samo ako za svaki niz tacaka (x,) C Dy koji konvergira
ka xo (4. Xn — Xo, N — o) vaZi

lim f(xn) = f(X0).

n—oo
Funkcija f(x, y) je neprekidna u tacki (xo, yo) € Dr ako je:

i V) =f .
(X-,}’;T(O,O) f(x,y) = f(xo, ¥o)

Kazemo da je funkcija f neprekidna ako je neprekidna u svakoj tacki
svog domena.

Primer (Na Casu)



Ako su f i g neprekidne u tacki xo tada su i funkcije f+g,f—gif-g
neprekidne u xo. Ako jos vazi g(xo) # 0 onda je i funkcija é
neprekidna u xg.
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Oznacimo tacku xo = (1, 1,2) sa crvenom zvezdicom (ona pripada
0VvOj povrsi).
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Ako bismo funkciju f(x, y) = x + y? posmatrali kao funkciju jedne

v

da povrsi).

a pripa

funkciju jedne promenljive

ijamo
inija koj

)

dob
ku crvena |

promenljive (fiksiramo y = 1
f(x,1) = x? + 12 (na graf

S
..
D
NN
NN
NN
NN
SN
NN
S
.

\
N
N
X
O\

N
\
AN




Ako
bis
ek mo u
s me
proma Ton s}t/c)) y sada fik
b = i |
2 +yzs(|rr]ali x=1
a grafiku ?::bijamo )
na linij e
ija koj g
i jju jed
pada "

==
=
=

=

oS
s

S
=3

S5
-
2
““‘::“‘

X
SR

5

S

=
=

=
S
S
=
SIS

=

K
AR
\\s“‘:‘“‘w o
i\“-a“é“ R :
R ‘&’;“3‘\:‘"‘:‘%““
“\‘\‘\““‘““‘“
& “““
5
ol

S

s

s
S

==
3

S
XX

=
===
o=

““
"“
=
=
S5
=
=
=

=
S

—
s
S

o "l
0 K
(XA i
7 G, i
'b/lf'l/'/lll
,

R
R

5SS,
=

Wi

N'l 7 7
; i W ;
iy . /j’
K5 7 .
o ”}W/I/M
Il,,,,y///{"”" ’
/////////”/Wﬂ
//,/////{/n// 7,

S5
=
==
5
=5
==
=
SIS

““

X
T
A
T

=
oS

s

5

_.
=
=
=
=
=
=
2

S
=
<5
=
S
S,

S
S
S
533
S
S

X
R

S5

<
R
N

“““

=
S
S

S5

oS

S5
>
=

=
‘_‘,":-
==
S
=
=
=
S
X

=
SO,
3

S
XK
3

=

R
SN
XN
D
X
R
X
XX

S

=

o
>

s
R

o%eSs

SRS
X
R
3
=

2

X

;'.,'»7,’;5'/"”’




Da bismo odredili tangentu funkcije f(x, 1) = x® + 1 (crveno) u tacki
Xo = (1,1) treba da odredimo izvod ove funkcije po promenljivoj x, tj.
fi(x,1) = 2x (crvena prava na grafiku).
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Da bismo odredili tangentu funkcije f(1,y) = 1 + y? (crno) u tacki
Xo = (1, 1) treba da odredimo izvod ove funkcije po promenljivoj y, tj.
f,(1,y) = 2y (crna prava na grafiku).

10 —|




Ove dve prave (crvena i crna tangenta) odreduju jednu ravan, ij.
tangentnu ravan na povrs.
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Izvodi realne funkcije jedne realne promenljive

Za funkciju jedne promenljive f : Dy — R, Dy C R izvod u tacki a
predstavlja nagib tangente na f u tacki (a, f(a)) i odreduje se preko:

Neka je data funkcija f : [-2,2] — R f(x) = x® — 3x2 — 2x.

-10
-12

-14

-16
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Zelimo da odredimo tangentu u tagki (—1, —2) (crvena tadka na
grafiku). To ¢e biti prava (crvena isprekidana linija).

14 + 4

-16
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Posmatrajmo nasu (crvenu) tacku (a, f(a)) = (—1,—2) i neka je

h = 2. Imamo novu ta¢ku (a+ h, f(a+ h)) = (1, —4) (na grafiku svetlo
plava zvezdica). Prava odredena sa ove dve tacke je svetlo plave
boje.

-10 + 4

12 + 4

-14 4

-16
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Smanjimo hna h=1.5. Imamo novu tacku
(a+ h,f(a+ h)) = (0.5,—1.625) (na grafiku
odredena sa ove dve tacke je roze boje.

roze zvezdica). Prava

-10 -

-14

-16
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Smanjimo hna h= 1. Imamo ta¢ku (a+ h, f(a+ h)) = (0,0) (zelena
zvezdica). Prava odredena sa ove dve tacke je zelene boje.

Smanjimo hna h = 0.5. Imamo tacku (a+ h, f(a+ h)) = (—0.5,0.125) (crna
zvezdica). Prava odredena sa ove dve tacke je crne boje.

Smanjimo hna h = 0.2. Imamo tacku (a+ h, f(a+ h)) = (—0.8,—0.832)
(plava zvezdica). Prava odredena sa ove dve tacke je plave boje.

20

15

10

-10

-15

-20
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lzvod u pravcu (funkcije vise promenljivih)

Nekaje f:[-2,2] = R, f(x,y) =4 —2x% — y?, tacka xo = (0,0,4)
(crvena zvezdica), a plave prave su tangente na f u Xg.
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Crvena prava - tangenta na f u tacki Xy koja sadrzi tacku
a = (1,—2,4) (druga crvena zvezdica van povrsi) tj. tangenta u

pravcu vektora a.
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Definicija
Nekaje f: D — R, Df CR", X, unutrasnja tacka skupa D; id +# 0
vektor. Grani¢na vrednost

) =, 1

ukoliko postoji, zove se izvodom funkcije f u tacki x, u pravcu
vektora a.

Primer (Na ¢asu)
Odrediti izvod funkcije

52 (%) #(0,0)
f(x’y)_{ow (x,¥) = (0,0)

u tacki xo = (0, 0) u pravcu vektora a = (1,2).
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Parcijalni izvod

Definicija ‘
Neka je f : Dy — R, Dy C R" definisana u okolini tacke

Xo = (a1, ..., @n) i Neka je ex k-ti vektor standardne baze u R". Ukoliko
postoji izvod funkcije f u tacki Xo pravcu vektora ex zovemo ga
parcijalni izvod funkcije f po promenljivoj xi u tacki xg tj.

8f(xo) im f(Xo aF hek) = f(Xo)

OXk h—0 h
im f(at,..., 81, ak + h, ak1,...,an) — f(a, ..., an)
h—0 h ’

Ako postoiji parcijalni izvod funkcije f po promenljivoj xx u tacki Xo,
onda kazemo da je funkcija f diferencijabilna po k-toj promenljivoj
u tacki Xo. Za funkciju dve promenljive f parcijalni izvodi po x i y u
tacki xop = (a1, a2):

of f(a1 +h,ag)—f(a1.,a2) if

87()(0) - f|7[>n0 h ’

(Xo) — im f(a1732 + hl?l = f(a1,82A
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Primer ( Odrediti parcijalne izvode funkcije (1) u tacki x, = (0, 0).) J

Iz Matematike 1 podsetnik kada je funkcija jedne promenljive
diferencijabilna u tacki xg € Dy.

f/(XO) — ’L[PO f(XO + h/?’ - f(XO)'

Drugi nacin da se ovo zapise je
f(xo + h) = f(x0) + f'(xo)h + o(h), h — 0.

Ako je f funkcija dve promenljive preslikavanje h — f'(xp)h u gornjem
uslovu se samo zamenijuje linearnim preslikavanjem L : R? — R.
Teorema

Ako je funkcija dve promenijive diferencijabilna u (xo, yo) onda postoje
fx(Xo, ¥o) /fy/(Xo,YO)-
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Ako neki od nji ne postoji funkcija nije diferencijabilna u (xo, yo). Ako
postoje oba onda proverimo da li izraz
f(Xo + h, yo + k) — f(x0, Yo) — fx(X0, Yo)h — 1} (x0, o) K
VI K2
tezi nuli kad (h, k) — (0,0). Ako to jeste slucaj onda funkcija f jeste
diferencijabilna u (xo, yo). U susprotnom nije.

Primer

Teorema |
Ako je f diferencijabilna u (xo, ¥o) onda je ona i neprekidna u (xo, ¥o)- |

Definicija
Neka je D C R” otvoren i xy € D. Vektor funkcija F : D — R" je

diferencijabilna u tacki xy ako postoji linearno preslikavanje
L:R™ — R" takvo da vaZi

F(Xo + h) = F(X) + Lh+ o(h), h— 0 )

ori cemu ie o( h) vektor funkciia.
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Zapisimo prethodnu jedankost u koordinatama (preko

F=(f,...f)7):
fi(xo + h) fi(xo) an...aim h o(h)
: = : + [ ] 3 I o , h—0.
fa(Xo + h) fa(X0) ant - - - 8nm hn o(h)
Uslov (2) je ekvivalentan uslovu
fi(xo + h) = f(x) + Lh+o(h), h—0,j=1,...,n (3)

gde su L; : R™ — R linearna preslikavanja Cije su matrice

of; of;
AL =lajg...am = [a—xf1 X0),- - -, %(Xg)]
Jednakost (3) je uslov diferencijabilnosti funkcije f;.

AL
MatricadJ = | @ | {j.

AL

n
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o of o,

%T;:(Xo) %Tf;(xo) %Tf;(xo)

J 57)(21()(0) Té(Xg) ﬁ(Xo)
x : E

h(x0) G2(x) .- (%)

se naziva Jakobijeva matrica. Linearno preslikvanje L je izvod vektor
funkcije F u xo i 0znacava se sa F'(xp).

Za m = n determinanta Jakobijeve matrice se zove Jakobijan u tacki
Xp i 0znacava sa det(J) ili |J|.

Primer (Veza Dekartovog i polarnog kooordinatnog sistema)
Odrediti Jakobijan preslikavanja:

- cos b
=[]
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Teorema (lzvod slozene funkcije) |

NekasuACR™ Bc R"otvoreniiF: A—R", G:B—>RK xocAi
F(xo0) = yo gde je yo € B. Ako je F diferencijabilna u xy i G
diferencijabilna u y, tada je i kompozicija G o F diferencijabilna u xq i
vazi

(Go F)'(x) = G'(¥) o F'(xo0)- )
Ovo je analogon teoreme za izvod slozene funkcije jedne promenljive
(podsetnik iz Matematike 1).

Izvodi drugog i viSeg reda:

Pf _ 8 (of\ & _ o (of 1" g1
087_5(5),672_7(6—» (oznake fy, ;)

Pf _ 9 (ofy &f _ 9 (of AeviTi i i "o
%oy = By (2h), 57ox = Bx (87) meSoviti izvodi (oznake fy,,, ) )
@ Analogno se definiSu mesoviti izvodi treceg reda: £, i, f%,,

11! 111 1"
Feys Ty By

Primer |
Odrediti sve izvode drugog reda funkcije f(x, y) = x3y + x* + y?e*¥.

v
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Teorema

Ako f ima mesovite parcijalne izvode fy, i fy, u nekoj otvorenoj kugli
sa centrom u (Xo, Yo) i ako su oni neprekidni u (xo, yo) tada je

fy (X0, ¥o) = (X0, Yo)-

Kvadratnu matricu

%f &f %f
67()(0) X1 OXz (XO) Tt 9x10x, (XO)
&Pf &Pf
8)(28)(1 ( 0) @(XO) Tt OXxe0X, (XO)
821‘ aZf. . 821‘.
axox (X0)  Fxom(X0) - aTg(XO)

nazivamo matricom drugog izvoda funkcije f u xo ili Heseovom
matricom (Hesijan) i obelezavamo sa H¢(xp). Ako su zadovoljeni
uslovi prethodne teoreme onda je Heseova matrica simetricna.
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