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Redovi realnih brojeva

@ Nekaje ay, @, ..., ap, ... niz realnih brojeva, u oznaci {a,}° ;.

[ee]
@ Suma > a, = ay + a + ... naziva se (beskonacnim) realnim
n=1
redom sa opstim ¢lanom aj,.

@ Sume:
81 = a
S =a +a

n o0
Sh=a1+..+a,= > ax (ntaparcijalna sumareda ) a)
k=1 n=1
nazivaju se parcijalnim sumama reda.
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Definicija
Ako postoji konacan limes niza parcijalnih suma reda tj. ||m S,=8
onda se kaZze da taj red konvergira (pisacemo skraceno (K) ) i da mu
je zbir (suma) S tj.
S=> an
n=1

Ako ne postoji limes nlim Sy, ili odredeno divergira (ako je
— 00
lim S, = +o00) onda kaZzemo da red divergira (pisacemo skraceno

n—oo

(D).
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Teorema
€9 . . . €9

Ako red )" a, konvergira, onda konvergiraired > c- an, ¢ € R.
n=1 n=1

) ) (oo} o0
Pritomvazi Y  c-a,=c- > ap.
n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.

Teorema

Ako redovi Y an i Y, b, konvergiraju, onda konvergira i njihov zbir

n=1 n=1
>_(an+ bp).
n=1
PritomvazZi y_ (an+ bn) = Y. an+ >_ bn.
n=1 n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.
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Teorema (Neophodan uslov za konveregenciju reda)

o0
Ako red Y a, konvergira, onda je lim a, = 0.
n—1 n—oo

Dokaz na ¢asu.

Obrnuto ne vazi!

Primer
Na céasu.

Primer
Na casu.

Definicija

Zadvareda Y a,i ) b, kaZemo da su ekvikonveregentni ako
n=1 n=1
istovrememo oba konvergiraju (divergiraju).
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Definicija

o0
Ostatakredajer, = > apn=amsi+amo+ ... -
n=m+1

m o0
Ociglednojeda: Sy, = > an=a1+...+an="rm= >, a — Sm.

n=1 n=1

Teorema

o0 o0

Redovi Y a,i > a, (m> 2) su istovremeno konvergentni ili
n=1 n=m

divergentni.

Dokaz na ¢asu.

Teorema

Red io: an konvergira akko lim rp, =0.
=1 m— o0

Dokaz na ¢asu.
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Kriterijumi za konvergenciju realnih redova sa
pozitivnim ¢lanovima (a, > 0)

Teorema (Poredbeni kriterijum 1)

o0 o0
Neka za ¢lanove redova >, a, i >, b, sa pozitivnim ¢lanovima vazi
=1 n=1

n=
0<ap<by VneN. Tada:

@ Akored Y b, konvergira, onda (= ) konvergiraired Y ap.
n=1 n=1

@ Ako red i an divergira, onda (= ) divergira i red i bn.
n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.
Primer
Na cGasu.

Primer
Na casu.
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Teorema

o0 o0
Neka za ¢lanove redova >, an i >, b, sa pozitivnim ¢lanovima vazi

n=1 n=1
ani1 bn+1

o < , Vn € N. Tada:

Q@ Ako red Z b, konvergira, onda (= ) konvergira i red Z an.

n=1 n=1

@ Ako red Z an divergira, onda (= ) divergira i red Z bp.
n=1 n=1

Teorema (Poredbeni kriterijum 2)

o0 o0
Neka za ¢lanove redova > an i > by sa pozitivnim ¢lanovima vazi
n=1 n=1

gde je L € (0,00). Tada su redovi Y a, i > b, ekvikonveregentni.

n=1 n=1




Ako je

pisemo a,~b, kad n — co. (Citamo: Niz a, se ponasa kao niz b, za
dovoljno veliko n. )

Na casu.

Na casu. l
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Teorema (Integralni kriterijum)

Neka je k € N. Neka je f(x) neprekidna, nenegativna i opadajuca
funkcija na [k, co) i neka je a, = f(n). Tadasured .., ani
nesvojstven integral |, k°° f(x)dx ekvikonveregentni.

Primer
Na casu.

Primer
Na casu.
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Teorema (Kosijev kriterijum)

o0
Neka je > a, red sa pozitivnim ¢lanovima i neka postoji nle van .
n=1 o0

Tada:
Q@ Akoje nim v/a, <1 ondared Y a, konvergira.

n=1

Q Akoje nle v/a, > 1ondared Y a,divergira.

n=1

@ Ako je lim /a, =1 onda ne moZemo nista reci o konvergenciji
n—oo

o0
reda > ap.
n=1

Primer
Na casu.

Primer
Na casu.
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Teorema (Dalamberov Kriterijum)

o0
Neka je Y- a, red sa pozitivnim ¢lanovima i neka postoji lim 2+t
n—1 n— oo n
Tada:

o0
Q Akoje lim 2 <1 ondared Y a, konvergira.
n—oo &n n—1

o0
Q Akoje lim % > 1 ondared ) a, divergira.
n—oo 9n n—1

© Akoje lim % = 1 onda ne moZemo nista reci o konvergenciji

n—oo
o0
reda > ap.
n=1
Primer
Na casu.
Primer

Na casu.
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Alternirajuci redovi
Definicija
Red i(—1)”+‘a,, =—a;—a+as—as+ ..., a,> 0 (Clanovi
n=1
naizmenicno menjaju znak) zove se alternirajuci red.

NAPOMENA |

Kriterijumi konvergencije za redove sa pozitivnim ¢lanovima ne vaze i
za alternirajuce redove.

Teorema (Lajbnicov Kriterijum) |

o0
Alternirajuéired Y (—1)"*'a,, a, > 0 je konvergentan ako je niz
n=1
{an}e, nerastuéii lim a, = 0.
n—oo
Dokaz na Casu.
Primer
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Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Primer |

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima su oni redovi ¢iji ¢lanovi menjaju
znak ali bez neke pravilnosti. Alterniraju¢i redovi su specijalni slucaj
redova sa proizvoljnim ¢lanovima.

Definicija

(o)
Ako konvergira pozitivan red >, |a,| onda kazemo da red sa
n=1

o0
proizvoljnim ¢lanovima , a, apsolutno konvergira.
n=1
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Za ispitivanje apsolutne konvergencije mogu da se koriste svi
kriterijumi kao i za redove sa pozivitnim ¢lanovima.

Teorema

[e.e]
Ako je red > a, apsolutno konvergentan, onda je on i konvergentan.
n=1

Obrnuto ne mora da vazi.

Primer
Na cGasu.

Primer
Na casu.
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