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Poglavǉe 1

Neodre�enost i
informacija

1.1 Iskustveno zasnivaǌe neodre�enosti
Qesto smo u polo�aju da poga�amo jedan broj iz nekog skupa bro-
jeva. Pretpostavimo da u skupu ima N brojeva i da nam je dozvo-
ǉeno da postavǉamo pitaǌa koja dozvoǉavaju samo odgovore ”da” i
”ne”. Prirodno se name�e razmixǉaǌe o tome koliko nam je najmaǌe
potrebno pitaǌa da bismo pogodili sluqajno odabrani broj iz zadatog
skupa. Jedna od poznatih strategija je da se skup podeli na dva (jed-
naka, ako je mogu�e) dela. Svaki od novodobijenih delova delimo,
ponovo, na isti naqin, na dva dela i tako dok u skupovima koji su
plod posledǌe podele ima taqno jedan broj.

Svaki put stavǉamo 1 za ”levi” i 0 za ”desni” podskup od dobijena
dva. Na kraju svaki od brojeva, tj. svaki od krajǌih podskupova, ima
svoju ”sliku” izra�enu nulama i jedinicama.

Pitaǌa postavǉamo, sada, prate�i ove podele skupa svih brojeva.
Odgovor ”da” oznaqavamo sa 1 a ”ne” sa 0. Rexeǌe je broj koji je
pridru�en binarnom broju koji smo dobili.

Na primeru sa 5-oqlanim skupom lako vidimo sve o qemu smo govo-
rili:

{1, 2, 3, 4, 5} 7→ {{1, 2}[1], {3, 4, 5}[0]}
7→ {{1}[11], {2}[10], {3}[01], {4, 4}[00]}
7→ {{1}[11], {2}[10], {3}[01], {4}[001], {5}[000]}.

Odgovaraju�a pitaǌa koja bismo postavǉali su:

• Da li je broj maǌi od 3?

• Da li je broj maǌi od 2? i Da li je broj maǌi od 4?

• Da li je broj maǌi od 5?

3



4 POGLAVǈE 1. NEODRE�ENOST I INFORMACIJA

Najve�a du�ina binarnog broja je upravo minimalni broj pitaǌa
potrebnih za sigurno poga�aǌe sluqajnog broja.

Zadatak koji smo sebi postavili na poqetku, sada, postaje pro-
nala�eǌe najve�eg potrebnog broja binarnih cifara za jednoznaqno
pridru�ivaǌe. Lako je videti da je to za jedan uve�an ceo deo bina-
rnog logaritma broja N tj. [log2 N ] + 1.

Sa stanovixta teorije verovatno�e imamo opit sa izvlaqeǌem jed-
ne od N ceduǉa iz xexira. Poxto su nam sve ceduǉe jednako ”va�ne”
ǌihove verovatno�e su, sve, p = 1/N . Broj potrebnih pitaǌa, sada,
postaje

− log2 p = − log2

1
N

=
N∑

k=1

− 1
N

log2

1
N

.

Zadatak mo�emo uopxtiti otklaǌaju�i uslov ravnomernosti ve-
rovatno�a, tj. svakoj od ceduǉa ci pridru�ujemo verovatno�u pi.
Lako je uoqiti da je, sada, prirodno, broj potrebnih pitaǌa postao
N∑

k=1

−pi log2 pi. Proverite to na jednostavnijim primerima.

Xta ako umesto odgovora ”da” i ”ne” koristimo vagu sa dva tasa?
Tada je mogu�i broj odgovora, tj. mogu�i su odgovori:”levi tas je
te�i”, ”desni tas je te�i” i ”tasovi su jednako texki”. Tada skupove
delimo na tri (xto je mogu�e bli�e, jednaka) podskupa a logaritam
”dobija” osnovu 3.

Oqekivani broj pitaǌa potrebnih za poga�aǌe unapred zadatog
broja, na naqin koji �emo kasnije detaǉnije opisati, odgovara meri
koju �emo zvati neodre�enost.

Da bismo pravilno definisali neodre�enost, potrebno je da na-
pravimo spisak osobina koje ta mera mora da zadovoǉava, u skladu sa
iskustvom koje imamo u poga�aǌu, na naqin kako smo gore opisali.

• Xto je skup mogu�ih brojeva ve�i, potrebno je vixe pitaǌa da
bi pogodili unapred odabrani broj.

• Potrebno je vixe pitaǌa ako je u pitaǌu ravnomerna raspodela
nego kada je u pitaǌu bilo koja druga raspodela verovatno�a nad
brojevima.

• Ako je potrebno pogoditi ”broj”, tj. ure�en par (sastavǉen iz
dva dela od kojih jedan biramo iz skupa sa N1 a drugi iz skupa
sa N2 brojeva), tada je potreban broj pitaǌa jednak zbiru broja
pitaǌa za svako od pojedinaqnih poga�aǌa.

1.2 Aksiomatsko zasnivaǌe neodre�enosti
Neka je opit kojem merimo neodre�enost predstavǉen sluqajno pro-
menǉivom X sa raspodelom P{X = xi} = pi, i = 0, 1, . . . , N . Pokaza�emo
da je

N∑

i=1

−pi log2 pi
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mera neodre�enosti koja zadovoǉava sve gore postavǉene iskustvene
zahteve.

Pre nego xto to uqinimo zapiximo te zahteve strogo. Ispratimo
kako je te aksiome zadao Ash.

Prvo, dogovorimo se da neodre�enost oznaqavamo sa H u sluqa-
ju kada zavisi od vektora raspodele verovatno�a tj. sa h kada su
verovatno�e jednake tj. kada je u pitaǌu ravnomerna raspodela vero-
vatno�a.

1. h(N) je monotono rastu�a funkcija od N , N ∈ N.
2. h(N1N2) = h(N1) + h(N2), N1, N2 ∈ N.
3.

H(p1, . . . , pN ) = H((p1 + · · · pl), (pl+1 + · · ·+ pN )) +

+ (p1 + · · ·+ pl)H
( p1∑l

i=1 pi

, . . .
pl∑l

i=1 pi

)

+
(
pl+1 + · · ·+ pN

)
H

( pl+1∑N
i=l+1 pi

, . . . ,
pN∑N

i=l+1 pi

)

(l = 1, 2, . . . , N − 1).

Ovu aksiomu nazivamo aksiomom grupisaǌa.

4. H(p, 1−p) je neprekidna funkcija argumenta p. Ovu aksiomu nazi-
vamo aksiomom neprekidnosti.

Teorema 1.2.1 Jedina funkcija koja zadovoǉava date aksiome je:

H(p1, . . . , pN ) = −C

N∑

i=1

pi logb pi, (1.1)

gde je C prozvoǉan pozitivan realan broj, b je realan broj ve�i od 1.

Dokaz 1.2.1 Izvedimo dokaz slede�i Ash-a. Jednostavno je proveriti
da (1.1) opisuje funkciju koja zadovoǉava sve postavǉene aksiome.

Poka�imo da svaka funkcija koja zadovoǉava aksiome 1 do 4 mora
biti oblika (1.1). Podelimo to zakǉuqivaǌe u nekoliko delova.

a) h(N l) = lf(N) za sve pozitivne cele brojeve M i l.

To se neposredno zakǉuquje indukcijom koriste�i se aksiomom 2.
Ako je N proizvoǉan ali zadat pozitivan ceo broj, tada (a) va�i
za l = 1. Na osnovu aksiome 2 je h(N l) = h(N ·Nk−1) = h(N)+h(N l−1)
te induktivna pretpostavka da je (a) taqno za sve cele brojeve
ukǉuquju�i i l − 1 imamo h(N l) = h(N) + (l − 1)h(N) = kh(N), qime
je dokaz za (a) zavrxen.

b) h(N) = C · log M(M = 1, 2, . . .) gde je C pozitivan broj.

Prvo neka je M = 1. Na osnovu aksiome 2 imamo h(1) = h(1 · 1) =
h(1)+h(1) te je f(1) = 0, kao xto i tvrdi (b). (Nema neodre�enosti
u poga�aǌu broja iz jednoqlanog skupa.)
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Neka je, daǉe, N ceo broj ve�i od 1. ako je l proizvoǉan pozitivan
ceo broj tada broj 2l le�i izme�u neka dva stepena broja N tj.
postoji pozitivan ceo broj k takav da je Nk 5 h(2l) < M l+1. Na
osnovu aksiome 1 sledi da je h(M l) 5 h(2l) < f(ml+1) i, na osnovu
(a), va�i kh(N) 5 lh(2) < (k+1)h(N) tj. k/l 5 h(2)/f(N) < (k+1)/l.
Logaritam je monotono rastu�a funkcija (sve dok je osnova ve�a
od 1) te dobijamo log Nk 5 log 2l < log Nk+1, tj. k log N 5 r log 2 <
(k + 1) log N , tj. k/r 5 (log 2)/(log N) < (k + 1)/l. Zapa�aju�i da su
h(2)/h(N) i (log 2)/ log N) oba izme�u k/l i (k + 1)/l dobijamo

∣∣∣ log 2
log N

− h(2)
h(N)

∣∣∣ <
1
r
.

Na osnovu proizvoǉnosti N i l mo�emo dozvoliti da l →∞ xto
nam daje (log 2)/(log N) = h(2)/h(N) tj. h(N) = C log N gde je C =
h(2)/ log 2. C mora biti pozitivno jer je h(1) = 0 i h(N) raste sa
porastom N .

c) H(p, 1− p) = −C[p log p + (1− p) log(1− p)] ako je p racionalan broj.

Neka je p = r/s gde su r i s pozitivni celi brojevi. Na osnovu
aksiome grupisaǌa imamo da je

h(s) = H
( 1

s
, . . . ,

1
s︸ ︷︷ ︸

r

,
1
s
, . . . ,

1
s︸ ︷︷ ︸

s−r

)

= H
(r

s
,
s− r

s

)
+

r

s
h(r) +

s− r

s
h(s− r).

Na osnovu (b) imamo

C log s = H(p, 1− p) + Cp log r + C(1− p) log(s− r).

Sledi da je

H(p, 1− p) = −C [p log r − log s + (1− p) log(s− r)]
= −C [p log r − p log s + p log s− log s +

+(1− p) log(s− r)]

= −C
[
p log

r

s
+ (1− p) log

s− r

s

]

= −C [p log p + (1− p) log(1− p)].

d) H(p, 1− p) = −C[p log p + (1− p) log(1− p)], za sve p ∈ [0, 1].

Gorǌe tvr�eǌe sledi neposredno iz (c) i aksiome neprekidnosti.
Ako je p bilo koji broj izme�u 0 i 1 iz neprekidnosti sledi da je

H(p, 1− p) = lim
p′→p

H(p′, 1− p′).
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Posebno, mo�emo dozvoliti da se p′ pribli�ava p nizom racional-
nih brojeva. Tada imamo

lim
p′→p

H(p′, 1− p′) = lim
p′→p

[−C(p′ log p′ + (1− p′) log(1− p′))]

= −C[p log p + (1− p) log(1− p)].

e) H(p1, . . . , pN ) = −C
N∑

i=1

pi log pi (N = 1, 2, . . .).

Ve� smo ustanovili da gorǌa formula va�i za N = 1 i N = 2. Za
N > 2, koriste�i aksiomu 3 dobijamo

H(p1, . . . , pN ) = H(p1 + · · · pN−1, pN ) +

+(p1 + · · ·+ pN−1) · H
( p1∑N−1

i=1 pi

, . . . ,
pN−1∑N−1
i=1 pi

)
+ pNH(1).

Ako pretpostavimo da je formula taqna za sve pozitivne cele bro-
jeve do N − 1 dobijamo

H(p1, . . . , pN ) = −C[(p1 + · · ·+ pN−1 log(p1 + · · ·+ pN−1)
+ pN log pN ]− C(p1 + · · · pN−1)[ p1∑N−1

i=1 pi

log
( p1∑N−1

i=1 pi

)
+ · · ·+

+
pN−1∑N−1
i=1 pi

log
( pN−1∑N−1

i=1 pi

)]
+ pN (0)

= −C
[( N−1∑

i=1

pi

)
log

( N−1∑

i=1

pi

)
+ pN log pN

]

− C
[ M−1∑

i=1

pi log pi −
( N−1∑

i=1

pi

)
log

N−1∑

i=1

pi

]

= −C

N∑

i=1

pi log pi.

Time je dokaz zavrxen. ¤

1.3 Osobine neodre�enosti
U narednim odeǉcima �emo pratiti Yeung-a.

Skoro najva�nija osobina neodre�enosti jeste da se, u sluqaju ka-
da neodre�enost raqunamo za sluqajno promenǉivu X neodre�enost
predstavǉa

H(X) := −
∑

x

p(x) log p(x) = −E(log p(X)) (1.2)
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gde smo sa p(X) oznaqili zakon raspodele sluqajno promenǉive X.
Neodre�enost mo�emo posmatrati i za sluqajne vektore, tj. parove

sluqajno promenǉivih. U tom sluqaju imamo

H(X, Y ) := −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y) = −E log p(X, Y ). (1.3)

Nastavǉaju�i daǉe mo�emo posmatrati i

H(Y |X) := −
∑
x,y

p(x, y) log p(y|x) = −E log p(Y |X). (1.4)

tj.

H(Y |X) =
∑

x

p(x)
[
−

∑
y

p(y|x) log p(y|x)
]
, (1.5)

gde je

−
∑

y

p(y|x) log p(y|x) =: H(Y |X = x) (1.6)

pa imamo

H(Y |X) =
∑

x

p(x)H(Y |X = x). (1.7)

Stav 1.3.1
H(X, Y ) = H(X) + H(Y |X) (1.8)

H(X,Y ) = H(Y ) + H(X|Y ). (1.9)

Dokaz 1.3.1 Koristi�emo skra�eno obele�avaǌe koje smo uveli ranije.

H(X,Y ) = −E log p(X, Y )
= −E log[p(X)p(Y |x)]
= −E log p(X)− E log p(X|Y )
= H(X) + H(Y |X).

¤

Tumaqeǌe prethodnog stava je da se poga�aǌe ishoda para sluqajno
promenǉivih (X,Y ) odvija u dva koraka: prvo poga�amo ishod sluqa-
jno promenǉive X a zatim ishod sluqajno promenǉive Y . Teorema
ka�e da je ukupna koliqina neodre�enosti jednaka neodre�enosti uk-
loǌenoj prilikom poga�aǌa ishoda X uve�anoj za neodre�enost za Y
pri uslovu da znamo ishod X.

Prethodni stav se mo�e uopxtiti na slede�i naqin:

H(X,Y, Z) = H(X) + H(Y |X) + H(Z|X, Y )
= H(X,Y ) + H(Z|X,Y )
= H(X) + H(Y,Z|X),
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t.j.

H(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , , Ym) = H(X1, . . . , Xn)
+ H(Y1, . . . , Ym|X1, . . . , Xn).

Jedna, iako veoma jednostavna, od, slobodno mo�emo re�i, najva�-
nijih nejednakosti u teoriji informacije data je slede�im stavom.

Stav 1.3.2 ( Shannon-ova nejednakost) Neka su (pi)N
i=1 i (qi)N

i=1 proiz-

voǉni pozitivni brojevi koji zadovoǉavaju
N∑

i=1

pi =
N∑

i=1

qi = 1. Tada je

−
N∑

i=1

pi log pi 5 −
N∑

i=1

pi log qi

uz jednakost ako i samo ako je pi = qi za sve i.

Dokaz 1.3.2 Dokaz poqiǌemo vezom: log2 x = log2 e loge x = log2 e · ln x,
koja obezbe�uje nezavisnost gorǌe nejedanakosti od osnove logaritma.

S druge strane osobina ln nam pojednostavǉuje dokaz. Naime, ln x 5
x − 1 uz jednakost ako is samo ako x = 1. Dakle, ln(qi/pi) 5 qi/pi − 1
uz jednakost ako i samo ako pi = qi. Mno�e�i sa pi i sabiraju�i po i
dobijamo

N∑

i=1

pi ln
qi

pi
5

N∑

i=1

(qi − pi) = 1− 1 = 0

uz jednakost ako i samo ako pi = qi za sve i. Dakle,

N∑

i=1

pi ln qi −
N∑

i=1

pi ln pi 5 0.

¤

Koriste�i Shannon-ovu nejednakost mo�emo dokazati, na primer,
i nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine

xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n 5

n∑

i=1

ai · xi.

Pokuxajte.
Evo i dokaza osobine koji smo dugovali od poqetnih zasnivaǌa

neodre�enosti.

Stav 1.3.3

H(p1, . . . , pN ) 5 log N = h(N) = H(1/N, . . . , 1/N)

uz jednakost ako i samo ako je

pi = 1/N, i = 1, . . . , N.

¤
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Dokaz 1.3.3 Primenom prethodnog stava sa qi = 1/N dobijamo

−
N∑

i=1

pi log pi 5 −
N∑

i=1

pi log
1
N

= log N

N∑

i=1

pi = log N

uz jednakost ako i samo ako je

pi = qi = 1/N, i = 1, . . . , N.

Stav 1.3.4 H(X, Y ) 5 H(X) + H(Y ) uz jednakost ako i samo ako su X i
Y nezavisne.

Dokaz 1.3.4 Zapa�aju�i da je

p(xi) =
N2∑

j=1

p(xi, yi) ip(yj) =
N1∑

i=1

p(xi, yj)

mo�emo zapisati:

H(X) = −∑N1
i=1 p(xi) log p(xi) = −

N1∑

i=1

N2∑

j=1

p(xi, yj) log p(xi)

H(Y ) = −∑N2
j=1 p(yj) log p(yj) = −

N1∑

i=1

N2∑

j=1

p(xi, yj) log p(yj)

Odatle imamo:

H(X) + H(Y ) = −
N1∑

i=1

N2∑

j=1

p(xi, yj)[log p(xi) + log p(yj)]

= −
N1∑

i=1

N2∑

j=1

p(xi, yj)[log p(xi) · p(yj)]

= −
N1∑

i=1

N2∑

j=1

pij log p(xi)p(yj)

Stavimo da je qij = p(xi)p(yj). Tada, imamo

H(X,Y ) = −
N1∑

i=1

N2∑

j=1

pij log pij .

Primeǌuju�i Shannon-ovu nejednakost dobijamo

N1∑

i=1

N2∑

j=1

pij log pij 5 −
N1∑

i=1

N2∑

j=1

pij log qij

uz jednakost ako i samo ako je pij = qij za sve i, j.
¤
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Sliqno mo�emo dokazati da je

H(X1, . . . , Xn) 5 H(X1) + · · ·+ H(Xn)

uz jednakost ako i samo ako su X1, . . . , Xn nezavisne.

Stav 1.3.5 H(Y |X) 5 H(Y ) uz jednakost ako i samo ako su X i Y neza-
visne.

Dokaz 1.3.5 Iz prethodnog imamo da je

H(X) + H(Y |X) = H(X, Y ) 5 H(X) + H(Y )

uz jednakost ako i samo ako su X i Y nezavisne.
¤

Da bi ste se uverili da ste savladali prethodno, doka�ite jox
jednu od znaqajnih nejednakosti teorije informacije, da je

H(Y,Z|X) 5 H(Y |X) + H(Z|X).

1.4 Neodre�enost u lancima
Stav 1.4.1

H(X1, X2, . . . , Xn) =
n∑

i=1

H(Xi|X1, . . . , Xi−1). (1.10)

Dokaz 1.4.1 Za n = 2 smo tvr�eǌe ve� dokazali. Dokazujemo daǉe in-
dukcijom po n. Pretpostavimo da je tvdr�eǌe taqno za n = m, gde je
m = 2. Tada je

H(X1, . . . , Xm, Xm+1)
= H(X1, . . . , Xm) + H(Xm+1|X1, . . . , Xm)

=
∑m

i=1 H(Xi|X1, . . . , Xi−1) + H(Xm+1|X1, . . . , Xm)

=
∑m+1

i=1 H(Xi|X1, . . . , Xi−1).

¤

Stav 1.4.2

H(X1, X2, . . . , Xn|Y ) =
n∑

i=1

H(Xi|X1, . . . , Xi−1, Y ). (1.11)

Dokaz 1.4.2

H(X1, X2, . . . , Xn|Y )
=

∑
y p(y)H(X1, X2, . . . , Xn|Y = y)

=
∑n

i=1

∑
y H(X1, X2, . . . , Xn|Y = y)

=
∑n

i=1 H(X1, X2, . . . , Xn|Y ),

¤



12 POGLAVǈE 1. NEODRE�ENOST I INFORMACIJA

1.5 Informacija
Pod pojmom informacija izme�u dve sluqajno promenǉive podrazume-
vamo neodre�enost o vrednosti sluqajno promenǉive, recimo, X koja
bude otkloǌena nakon xto saznamo vrednost neke druge sluqajno pro-
menǉive, recimo, Y . Jednostavno I(X; Y ) = H(X) −H(X|Y ) = H(Y ) −
H(Y |X).

Mera informacije (daǉe kra�e: informacija) izme�u sluqajno
promenǉivih X i Y se zadaje kao:

I(X; Y ) =
∑
x,y

p(x, y) log
p(x, y)

p(x)p(y)
= E log

p(X, Y )
p(X)p(Y )

. (1.12)

Stav 1.5.1 Informacija izme�u X i X jednaka je neodre�enosti za X.
tj. I(X; X) = H(X).

Dokaz 1.5.1

I(X; X) = E log
p(X)
p(X)2

= −E log p(X)
= H(X).

¤

Na taj naqin skoro da sve osobine mo�emo dokazivati za samo jednu
od ove dve mere. Otud je mogu�i naziv za neodre�enost i samoin-
formacija.

Lako je uoqiti (proverite) da je informacija simetriqna po X i
Y tj.

I(X; Y ) = I(Y ;X).

Otuda i ne koristimo u oznaci znak | ve� ;.
I informacija se proxiruje na uslovne raspodele verovatno�e i

to kao

I(X; Y |Z) :=
∑
x,y,z

p(x, y, z) log
p(x, y|z)

p(x|z)p(y|z)
= E log

p(X, Y |Z)
p(X|Z)p(Y |Z)

.

Doka�ite da je, i u ovom sluqaju, I(X; Y |Z) = I(Y ; X|Z).
Skra�eno zapisivaǌe je i ovde veoma korisno

I(X;Y |Z) =
∑

z

p(z)I(X; Y |Z = z)

gde je

I(X;Y |Z = z) :=
∑
x,y

p(x, y|z) log
p(x, y|z)

p(x|z)p(y|z)
.

Sliqno kada je uslov po dve sluqajno promenǉive pixemo

I(X; Y |Z, T ) :=
∑

t

p(t)I(X; Y |Z, T = t)
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gde je

I(X; Y |Z, T = t) =
∑
x,y,z

p(x, y, z|t) p(x, y|z, t)
p(x|z, t)p(y|z, t)

.

Da bi ste se uverili da ste savladali prethodno doka�ite slede�a
dva tvr�eǌa.

Stav 1.5.2
I(X;X|Z) = H(X|Z).

Stav 1.5.3

I(X; Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z),
I(X; Y |Z) = H(Y |Z)−H(Y |X, Z),
I(X; Y |Z) = H(X|Z) + H(Y |Z)−H(X;Y |Z).

Xto se tiqe terminologije za neodre�enost i informaciju obavez-
no pogledajte:

http://www.lecb.ncifcrf.gov/ toms/information.is.not.uncertainty.html.
Mi smo, upravo, i usvojili izraz ”neodre�enost” dok pojam ”in-

formacija” koristimo kao naziv mere a izraz ”podatak” �emo koris-
titi za ono xto se, najqex�e, u naxem jeziku, pogrexno, koristi pojam
”informacija”.

1.6 Informacija u lancima
Stav 1.6.1 ( Data Processing Inequality) Neka U,X, Y, V obrazuju la-
nac Markova (oznaka koju �emo, daǉe, koristiti je U ∝ X ∝ Y ∝ V ).
Tada je

I(U ; V ) 5 I(X; Y ).

Dokaz 1.6.4 Pa�ǉivim pra�eǌem definicija i osobina lanaca Marko-
va. ¤

1.7 Neka druga tumaqeǌa informacije
Pretpostavimo da je za sluqajno promenǉive X i Y mogu�e na�i
skupove X̃ i Ỹ takve da su:

( i) X̃ i Ỹ su disjunktni ako su X i Y nezavisne,

( ii) X̃ = Ỹ kadgod su X i Y jednoznaqno odre�ene jedna drugom, tj. u
pitaǌu je oboznaqno jednoznaqno preslikavaǌe.

Prvo, proverite da li takvi skupovi (uvek?) postoje. Ako postoje
onda je mogu� uspostaviti slede�e veze, gde je µ neka (mora li biti?)
verovatnosna mera:
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H(X) = µ(X̃),
H(Y ) = µ(Ỹ ),

H(X, Y ) = µ(X̃ ∪ Ỹ ),
H(X|Y ) = µ(X̃ \ Ỹ ),
I(X; Y ) = µ(X̃ ∩ Ỹ ),

H(X, Y, Z, · · ·) = µ(X̃ ∪ Ỹ ∪ Z̃ ∪ · · ·),
I(X;Y ;Z; · · ·) = µ(X̃ ∩ Ỹ ∩ Z̃ ∩ · · ·).

Gorǌe veze nisu se, do sada, pokazale znaqajnim ali su pogodne za
uspostavǉaǌe intuicije ako ste dovoǉno dobro nauqili teoriju mere
ili teoriju verovatno�e.

1.8 Kullback-Leibler-ovo rastojaǌe
Neka su p i q dve verovatnosne mere nad zajedniqkim verovatnosnim
prostorom skupa elementarnih ishoda X. Qesto nam je potrebna mera
koliko je p razliqita od q ili obratno. Ta mera mora zadovoǉavati
osnovne zahteve tj da je nula kada i samo kada je p = q i da je nenega-
tivna. Oznaqimo sa Ep oqekivaǌe u odnosu na p. Kullback-Leibler-ovo
razila�eǌe ( information divergence) definisano izrazom

KL(p||q) :=
∑

x

p(x)
p(x)
q(x)

= Ep log
p(x)
q(x)

zadovoǉava zadate uslove.

Stav 1.8.1
KL(p||q) 6= KL(q||p).

Stav 1.8.2
KL(p||q) = 0.

Dokaz 1.8.2 Neposrednom primenom Shannon-ove nejednakosti. ¤

Izvorno Kullback i Leibler su definisali simetriqno i nenega-
tivno rastojaǌe: KL(P ||Q) + KL(Q||P ) ali ono nije naxlo skoro ni-
kakve primene.

Pinsker je predlo�io d(p, q) =
∑

x∈X
|p(x)−q(x)| kao meru razila�eǌa

dve verovatnosne mere.
Za ve�bu doka�ite slede�i stav i jednakosti (Pu je ravnomerna

raspodela na odgovaraju�em skupu vrednosti):

Stav 1.8.3

KL(P‖Q) = −∑
x p(x) log q(x) +

∑
x p(x) log p(x)

= H(P,Q)−H(P )
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KL(p||q) = 1
2 ln 2

d2(p, q).

-

I(m) = KL(δim‖{pi}), gde je δij = { 1, za i = j
0, za i 6= j

.

-

I(X; Y ) = KL(P (X,Y )‖P (X)P (Y ))
= KL(P (Y |X)‖P (Y ))
= KL(P (X|Y )‖P (X)),

-
H(X) = log N −KL(P (X)‖Pu(X))

-
H(X|Y ) = log N −KL(P (X, Y )‖Pu(X)P (Y ))

= log N −KL((P (X, Y )‖P (X)P (Y ))−KL((P (X)‖Pu(X))

= log N −KL(P (X|Y )‖Pu(X))

Kullback-Leibler-ovo razila�eǌe je naxlo znaqajnu primenu u matem-
atiqkoj statistici.

1.9 Nejednakost Fano-a
Razloge za izvo�eǌe ove osobine neodre�enosti �emo videti kada
budemo dokazivali obrat osnovnih teorema kodiraǌa teorije infor-
macije.

Stav 1.9.1 Za svaku sluqajno promenǉivu X je

H(X) 5 log #X,

gde je #X veliqina skupa mogu�ih vrednosti sluqajno promenǉive X tj.
X. Ova granica je taqna ako i samo ako je X ravnomerno raspodeǉena na
X.

Dokaz 1.9.1 Neka je u ravnomerna raspodela nad X, tj. u(x) = 1
#X za sve

x ∈ X. Oznaqimo sa SX skup vrednosti koje uzima sluqajno promenǉiva
X. Tada je

log #X−H(X) = −
∑

x∈SX

p(x) log
1
X

+
∑

x∈SX

p(x) log p(x)

= −
∑

x∈SX

p(x) log u(x) +
∑

x∈SX

p(x) log p(x)

=
∑

x∈SX

p(x)
p(x)
u(x)

= KL(p||u)
= 0
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¤

Neka su X i X̂ sluqajno promenǉive koje uzimaju vrednosti iz
istog skupa (azbuke) X. Obele�imo Pe = P{X 6= X̂}.

Teorema 1.9.1 (Nejednakost Fano-a) Neka su X i X̂ sluqajno promen-
ǉive koje uzimaju vrednosti iz iste azbuke X. Tada je

H(X|X̂) 5 hb(Pe)) + Pe log(#X− 1).

Dokaz 1.9.2 Neka je

Y =
{

0, X = X̂

1, X 6= X̂

H(Y |X, X̂) = 0 jer je Y funkcija X i X̂ (doka�ite). Tada je

H(X|X̂) = I(X;Y |X̂) + H(X|X̂, Y )
= H(Y |X̂)−H(Y |X, X̂) + H(X|X̂, Y )
= H(Y |X̂ + H(X|X̂, Y )
5 H(Y ) + H(X|X̂, Y )

= H(Y ) +
∑

x̂∈X

[
P{X̂ = x̂, Y = 0}H(X|X̂ = x̂, Y = 0) +

+ P{X̂ = x̂, Y = 1}H(X|X̂ = x̂, Y = 1)
]
.

X mora uzeti vrednost x̂ ako je X̂ = x̂ i Y = 0. Odatle je

H(X|X̂ = x̂, Y = 0) = 0.

Ako je X̂ = x̂ i Y = 1 tada X mora uzeti vrednost iz skupa {x ∈ X :
x 6= x̂} koji sadr�i #X − 1 qlanova. Dakle, prema posledǌoj dokazanoj
teoremi imamo

H(X|X̂ = x̂, Y = 1) 5 log(#X− 1),

gde ova gorǌa granica ne zavisi od x̂. Na osnovu toga zakǉuqujemo:

H(X|X̂) 5 hb(Pe) +
( ∑

x̂∈X

P{X̂ = x̂, Y = 1}) log(#X− 1)

= hb(Pe) + P{Y = 1} log(#X− 1)
= hb(Pe) + Pe log(#X− 1),

¤

Jednostavna posledica nejednakosti Fano-a je slede�a nejednakost
koju �emo koristiti qex�e od nejednakosti Fano-a same.

Stav 1.9.2
H(X|X̂) < 1 + Pe log #X.
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1.10 Neodre�enost stacionarnog izvora
Diskretan izvor podataka {Xi, i = 1, . . .} je beskonaqna zbirka sluqajno
promenǉivih ure�enih skupom prirodnih brojeva. Sluqajno promen-
ǉive Xi �emo zvati slovima. Pretpostavimo, daǉe, da su sve H(Xi)
konaqne. Tada za svaki konaqan podskup A skupa obele�ja {i : i = 1, . . .}
posmatramo

H(Xi, i ∈ A) 5
∑

i∈A

H(Xi) < ∞.

Poxto je, osim u posebnim sluqajevima, neodre�enost beskonaqne
zbirke beskonaqna, posmatramo

HX = lim
n→∞

1
n

H(X1, . . . , Xn)

i ako postoji to �emo smatrati neodre�enox�u diskretnog izvora
podataka.

Za izvor podataka ka�emo da je stacionaran (otporan na protok
vremena koji poistove�ujemo sa porastom obele�ja) ako je raspodela
za X1, X2, . . . , Xn ista kao i za Xm+1, Xm+2, . . . , Xm+l.

U opisivaǌu graniqnog ponaxaǌa za {Xi} koristi�emo, ako postoji
H ′

X = lim
n→∞

H(Xn|X1, X2, . . . , Xn−1).

Stav 1.10.1 Neka je {Xi} stacionaran izvor. Tada H ′
X postoji.

Dokaz 1.10.1

H(Xn|X1, X2, . . . , Xn−1) 5 H(Xn|X2, X3, . . . , Xn−1)
= H(Xn−1|X1, X2, . . . , Xn−2),

Nerastu�i niz ograniqen nulom odozdo je konvergentan. ¤

Stav 1.10.2 Za svaki stacionaran izvor podataka {Xi} postoji neod-
re�enost HX i jednaka je H ′

X .

Dokaz 1.10.2

1
n

H(X1, . . . , Xn) =
1
n

n∑

i=1

H(Xi|X1, X2, . . . , Xi−1)

Na osnovu teoreme ( Cesáro) o tome da za svaki niz realnih brojeva takav
da je an → a, n →∞ va�i i da 1

n (a1 + · · ·+ an) → a, n →∞ lako zakǉuqu-
jemo da je

HX = lim
n→∞

1
n

H(X1, X2, . . . , Xn) = H ′
X .

¤

Dokazali smo da neodre�enost postoji za izvor podataka ako je
on stacionaran, no, ako taj izvor nije i ergodiqan, tada dobijena
vrednost ne mora imati i suxtinsko znaqeǌe. Na ovom mestu pojam
ergodiqnosti prevazilazi naxe potrebe i obra�ene pojmove, te �emo
se na to vratiti ako i kada to bude prikladno.
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1.11 Podse�aǌe
Na poqetku ovog poglavǉa dali smo primer sa poga�aǌem sluqajno
odabranog broja iz petoqlanog skupa.

Pitaǌima koja smo postavǉali vrednost log2 5 smo smaǌivali za
neodre�enost otkloǌenu odgovaraǌem na svako od postavǉenih pitan-
ja, uslovno prethodnih odgovora.

Proverite.
Ako ste pomislili na to da smo neodre�enost log2 5 predstavili

kao zbir steqenih informacija na osnovu svakog od pitaǌa, odliqno,
spremni ste za slede�e poglavǉe.



Poglavǉe 2

Kôdiraǌe bez xumova

2.1 Kôd

Neka nam je data sluqajno promenǉiva X sa skupom mogu�ih vrednosti
X Neka nam je dat konaqan skup D (#D < ∞). Kôd je preslikavaǌe
C : X → D∗ gde je D∗ = ∪∞i=1Di.

Kako kôdiramo izvor podataka? Tako xto kôdiramo svako slo-
vo koje on proizvede i te (kôdne) reqi (niske) nadovezujemo jednu
na drugu po redu nailaska izvornih znakova. Naravno, postavǉa se
problem povratka na izvorni niz slova tj. dekôdiraǌa. U tom ciǉu
posmatramo posebnu vrstu kôdova, tzv. jednoznaqno prepoznatǉive.
Kôd je jednoznaqno prepoznatǉiv ako svaki konaqan niz (u daǉem,
niska) kôdnih znakova odgovara samo jednoj izvornoj poruci tj. niski
izvornih znakova (u daǉem, slova). Dakle, jednoznaqno prepoznatǉiv
kôd je, jednostavno, obostrano jednoznaqno preslikavaǌe iz skupa slo-
va izvora podataka u skup kôdnih reqi (niski nad k̂odnom azbukom).

Skoro svaki izvor podataka poseduje nexto xto nazivamo suvix-
nox�u. To je, jednostavno

1− H(X)
log N

.

Vratimo se na zadatak sa poqetka kǌige. Ako imamo qetiri bro-
ja od kojih biramo jedan i ako nisu svi brojevi jednako verovatni,
onda, u sluqajevima sa pogodno odabranim verovatno�ama, ne mora
biti potrebno dva pitaǌa za (ponavǉam, sigurno) otkrivaǌe odabra-
nog broja. Probajte.

Ciǉ kodiraǌa bez xumova jeste da se ukloni suvixnost radi xto
efikasnijeg prenosa podataka. Naime, kod izvora podataka sa suvix-
nox�u prenosilo bi se vixe znakova nego xto je to potrebno. Danas
se kodiraǌe bez xumova, jednostavno, naziva sa�imaǌem podataka tj.
data compression.

19
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2.2 Kraft-ova nejednakost
Teorema 2.2.1 Neka je C kôd sa kôdnom azbukom od D slova. Neka su,
daǉe, l1, l2, . . . , ln du�ine kôdnih reqi. Ako je C jednoznaqno prepoznatǉiv
tada je

n∑

i=1

D−li 5 1.

Dokaz 2.2.1

( n∑

i=1

D−li
)N =

( n∑

i1=1

D−li1
)( n∑

i2=1

D−li2
) · · · (

n∑

iN=1

D−liN

)

=
n∑

i1=1

m∑

i2=1

· · ·
n∑

iN=1

D(−li1+li2+···+lkN
)

=
Nlmax∑

1

AiD
−i

gde je lmax = maxi{li} i Ai je broj kôdnih reqi du�ine N sa i znakova.
Lako je zakǉuqiti da je Di 5 Ai jer je broj mogu�ih niski du�ine i nad
azbukom od D znakova ne maǌi od broja kôdnih reqi du�ine i. Odatle
imamo:

( n∑

i=1

D−li
)N =

NLmax∑
1

AiD
−i = Nlmax

pa je (
n∑

i=1

D−li) 5 (Nlmax)1/N . Kada N →∞ tada (Nlmax)1/N → 1. ¤

2.3 Prefiks i trenutan kôd
Za kôd ka�emo da je prefiks kôd ako nijedna kôdna req nije prefiks
neke druge kôdne reqi istog kôda. Lako zakǉuqujemo da je svaki pre-
fiks kôd i jednoznaqno prepoznatǉiv, tj. nema kôdne niske koja bi
se mogla prepoznati (dekôdirati) u dve razliqite izvorne reqi, i
trenutno prepoznatǉiv tj. prepoznavaǌe se mo�e izvrxiti slovo po
slovo, nije potrebno qekati zavrxetak kôdne reqi da bi se vrxilo
prepoznavaǌe.

Teorema 2.3.1 Za pozitivne brojeve l1, l2, . . . , ln postoji prefiks kôd ako
i samo ako je za te brojeve zadovoǉena nejednakost Kraft-a.

Dokaz 2.3.1 Poxto je svaki prefiks kôd jednoznaqno prepoznatǉiv, iz
Kraft-ove nejednakosti direktno sledi potrebnost.

Bez gubitka opxtosti mo�emo pretpostaviti da je l1 5 l2 5 · · · 5
ln i posmatrati sve niske du�ine ln nad azbukom obima D kojih ima Dlm .
Ideja je da se poqne sa punim, balansiranim D-arnim drvetom, izabere
kôdna req i otklone svi ǌeni izdanci sa drveta. Poxto je Dl1 = 1
uvek mo�emo na�i prvu kôdnu req. Pretpostavimo, daǉe, da je na�eno
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i kôdnih reqi. Pokazujemo da mo�emo na�i novu du�ine li+1. Za sve
1 5 j < i, kôdna req du�ine j ima Dli+1−lj izdanaka reda li+1 na drvetu.
Sada ima Dli+1 qvorova na punom drvetu dubine li+1. Potkresali smo

i∑
j=1

Dli+1−lj qvorova sa drveta. Broj preostalih qvorova na dubini i + 1,

tada, je:

Dli+1 −
i∑

j=1

Dli+1−lj = DlI+1 −
i+1∑

j=1

Dli+1−lj + Dli+1−li+1

= Dli+1 −Dli+1

i+1∑

j=1

D−lj + 1

= Dli+1(1− 1) + 1 = 1 ( Kraft)

te uvek mo�emo na�i kôdnu req du�ine i+1 ako je Kraft-ova nejednakost
zadovoǉena. ¤

2.4 Optimalnost kôda
Teorema 2.4.1 ( Teorema o kôdiraǌu bez xumova) Neka je C jednoz-
naqno prepoznatǉiv kôd azbuke sa D slova za sluqajno promenǉivu X.
Tada je oqekivana du�ina kôdne reqi u C odozdo ograniqena neodre�enox-
�u te sluqajno promenǉive, HD(X) (raqunate po logaritmu osnove D).
Ta doǌa granica je taqna ako i samo ako je li = − logD pi za sve i.

Dokaz 2.4.1

L−HD(X) =
∑

pi logD Dli +
∑

pi logD pi

=
∑

pi logD piD
li

=
1

ln D

∑
pi ln piD

li

= 1
ln D

∑
pi

(
1− 1

piDli

)
(ln a 5 a− 1)

=
1

ln D

∑
(pi − 1

Dli
)

=
1

ln D
(1−

∑
D−li)

= 1
ln D

(1− 1) ( Kraft)

= 0.

Lako je proveriti da za li = − logD pi va�i L =
∑

pi logD
1
pi

= HD(X).
Za dokaz taqnosti granice potrebno je da jednakost va�i na dva mesta
gde se pojavǉuje nejednakost. Dobijeno ograniqeǌe a = 1

piDli
= 1 dokazuje

potrebnost uslova. ¤

Potra�imo naqin da saqinimo prefiks kôd sa najmaǌom oqeki-
vanom du�inom kôdne reqi. Ciǉ nam je da minimizujemo L =

∑
pili uz
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zadato
∑

D−li 5 1. Koriste�i Lagrange-ove multiplikatore vrximo
minimizaciju

J =
∑

pili + λ(
∑

D−li)

xto, nakon diferenciraǌa po li, daje

∂J

∂li
= pi + λ(D−li logC D).

Izjednaqavaju�i to sa 0 dobijamo

D−li =
pi

λ logC D
.

Koriste�i se ograniqeǌem nalazimo da je D−li = pi najboǉe rex-
eǌe, dakle li = −logDpi je najboǉa du�ina kôdne reqi. Problem je u
tome xto du�ina kôdne reqi mora biti prirodan broj. No, pokazu-
je se da mo�emo posti�i du�inu koja je bliska najboǉoj. Neka je
l′i = d− logD pie. Jasno je da je

∑
D−d− logD pie 5 1. Tada je

logD pi 5 l′i < − logD pi + 1 t.j.

∑
pi logD pi 5

∑
pil

′
i < −

∑
pi logD pi + pi t.j.

HD(X) 5 L 5 HD(X) + 1.

Dakle, najboǉa oqekivana du�ina kôdne reqi je najvixe za 1 daleko
od HD(X). Ostaje nam da pokuxamo da to i ostvarimo. Krenimo redom
kako su takvi kôdovi nastajali.

2.5 Shannon-ovo binarno kôdraǌe
Claude Shannon je predlo�io da se uspostavi slede�a nejednakost:

H(X)
log D

5 L̄ =
N∑

k=1

P{xk}nk < 1 +
H(X)
log D

Odatle se jednostavno dobija da je:

2−nk 5 P{nk}, k = 1, N.

Da bi sve ove nejedenaqine bile ispuǌene mora va�iti:

N∑

k=1

2−nk 5 1.

Dakle, znamo da tra�eni kôd postoji. Takav kôd �e imati osobinu da
je:

H(X) 5 L̄ < H(X) + 1.

Algoritam kôdiraǌa je slede�i:
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1. skup poruka postaviti u nerastu�i poredak po ǌihovim verovat-
no�ama

[x1, x2, . . . , xN ] : P{x1} = P{x2} = . . . = P{xN}

2.

α1 = 0

α2 = P{x1}
α3 = P{x2}+ P{x1} = P{x2}+ α2

α4 = P{x3}+ α3

. . .

3. na�i najmaǌe cele (ni)∞i=1 kao rexeǌa nejednaqina:

2niP{xi} = 1, i = 1,∞

4. razviti decimalan broj αi u binarni zapis do ni-tog mesta.
Poka�imo da je to se sasvim saglasno i da se ovakvo kodiraǌe mo�e

izvesti. Zbog ve� uoqene qiǌenice da je
N∑

k=1

2−nk 5 1 postoji prefiks

kôd sa �eǉenim du�inama kodnih reqi.
Daǉe, imamo da je 0 = α1 < α2 < . . . < αn < αn+1 = 1. Pretpostavimo

da αk razvijamo do nk-tog mesta:

αk → .τ−1τ−2 . . . τ−nk

αk+1 → .τ−1τ−2 . . . τ−nk+1 , nk+1 = nk.

No, αk+1 = αk + P{xk}, te je : .τ ′−1τ
′
−2 . . . τ ′−nk+1

= .τ−1τ−2 . . . τ−nk
+

.τ ′′−1τ
′′
−2 . . . τ ′′−nk

. Zbog 2niP{xi} = 1, i = 1,∞ lako se vidi da �e pred-
lo�ene kodne zamene za αk i αk+1 biti razliqiti binarni brojevi xto
obezbe�uje jednoznaqnost dekodiraǌa.

¤
Primeniti Shannon-ovu proceduru kôdiraǌa na slede�i skup po-

ruka:
[X] = [x1, x2, x3, x4]

[P ] = [.4, .3, .2, .1].

Krenimo redom:

α1 = 0, α2 = .4, α3 = .7, α4 = .9

.4 = 2−2, n1 = 2

.3 = 2−2, n1 = 2

.2 = 2−3, n1 = 3

.1 = 2−4, n1 = 4
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0 = α1 = 00 | x1 → 00
.4 = α2 = 01 | 1 x2 → 01

.7 = α3 = 101 | 1 x3 → 101
.9 = α4 = 1110 | x4 → 1110

2.6 Gilbert-Moore kôdiraǌe
Krenimo od nejednaqina:

21−nk 5 P{xk} < 22−nk , k = 1, N.

Da bi se uverili da kôd sa navedenim du�inama kôdnih reqi zaista
postoji primetimo:

N∑

k=1

21−nk 5 1 <

N∑

k=1

22−nk

tj.

2
N∑

k=1

2−nk 5 1 < 4
N∑

k=1

2−nk .

dakle, postojaǌe kôda je obezbe�eno. Xtavixe:

1− nk 5 log P{xk} < 2− nk

1− L̄ 5 −H(X) < 2− L̄

1 + H(X) 5 L̄ < 2 + H(X).

Algoritam je slede�i:
1. zapisati poruke u �eǉenom poretku
2. odabrati (ni)N

i=1 tako da je 21−ni 5 P{xi} < 22−ni .
3. izraqunati neopadaju�i niz:

α1 =
1
2
P{x1}

α2 = P{x1}+
1
2
P{x2}

α3 = P{x1}+ P{x2}+
1
2
P{x3}

4. xi → binarni razvoj broja αi na ni mesta.
Poka�imo da je gorǌi algoritam dopustiv. Jedna od slede�e dve

nejednakosti mora biti ispuǌena za bilo koja dva simbola (i < j):

(a) P{xi} 5 P{xj} (b) P{xi} > P{xj}
(a) ⇒ ni = nj, no, zbog:

αj = αi +
1
2
P{xi}+

1
2
P{xj}

αj = αi + 2ni + 2−nj
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dobijamo da j-ta kôdna req ne mo�e biti jednaka sa prvih nj mesta u
i-toj kôdnoj reqi. Sliqan zakǉuqak mo�emo izvesti kao posledicu za
(b).

¤
Primeniti Gilbert-Moore-ovu proceduru kôdiraǌa na slede�i skup

poruka:
[X] = [t, A, B, C]

[P ] = [.1859, .0642, .0127, .0218].

Rexeǌe:

[n] = [4, 5, 8, 7] [α] = [.09295, .2180, .25635, .2736]

t → 0001
A → 00110
B → 01000001
C → 0100011

Napomena: Sliqna procedura se mo�e provesti i zameǌuju�i αi sa

βi =
i−1∑
j=1

21−nj + 2−ni .

2.7 Huffman-ov kôd
Ovaj kôd se zasniva na izgradǌi drveta ali poqevxi od lix�a. Kada
stignemo do stabla drveta vra�amo se do svakog od listova. Uoqimo
dva najmaǌe verovatna znaka i spojimo ta dva znaka u jedan. Ponovimo
postupak iz prethodnog koraka na novodobijeni skup znakova (sa za
1 maǌim brojem qlanova). Zavrxavamo kada nam ostane dva qlana.
Kôdiraǌe sada vrximo tako xto toj dvojici preostalih dajemo kôdove
0 i 1 (ako je u pitaǌu binarno kôdiraǌe, sasvim je sliqno za kôdiraǌe
azbukom sa D slova samo xto spajamo po D najmaǌe verovatnih znakova
a ne po 2). Sada, u slede�em koraku, razdvajamo spojene i svakom od
ǌih dodajemo po 0 ili 1 na postoje�u kôdnu req. Nastavǉamo dok
nismo ”razmotali” sve uparene znakove.

Teorema 2.7.1 Huffman-ov kôd je optimalan.

Dokaz 2.7.1 Pretpostavimo da nije optimalan. Neka je C′1 optimalan
kôd za x1, x2, xn. On �e imati kôdne reqi k′1, k

′
2, . . . , k

′
n sa odgovaraju�im

du�inama d′1, d
′
2, . . . , d

′
n.

Doka�imo da za optimalan trenutan kôd va�i:

• Znaci sa ve�im verovatno�ama imaju kra�e kôdne reqi, pj > pk →
dj 5 dk,

• Dva znaka sa najmaǌim verovatno�ama imaju kôdne reqi iste du-
�ine, dn−1 = dn,
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• Me�u kôdnim reqima du�ine kn mora biti najmaǌe dve reqi koje se
sla�u na svim mestima osim posledǌeg.

Ako je p− j > pk i dj > dk tada je mogu�e obrazovati boǉi kôd jednos-
tavnom zamenom reqi kj i kk.

Neka je pn−1 > pn. Tada je dn−1 5 dn. Ako je pn−1 = pn tada, na osnovu
pretpostavke o ure�eǌu kodnih reqi imamo dn−1 5 dn. Napokon, ako je
dn > dn−1 mo�emo odbaciti posledǌi znak n-te kôdne reqi i dobiti kôd
koji je i daǉe trenutan i boǉi od onog od kojeg smo poxli.

Ako se nikoje dve kôdne reqi najve�e du�ine ne poklapaju na svim
mestima osim posledǌeg onda mo�emo odbaciti posledǌi znak takvih
kôdnih reqi i dobiti boǉi kôd.

Dakle, sada imamo da je d′n−1 = d′n. Posledǌe dve kôdne reqi se pok-
lapaju svuda osim na posledǌem znaku. Bez gubitka opxtosti neka su
to kodne reqi kn−1 i kn. Spojimo xn−1 i xn i obrazujmo kôd C′2 tako
xto �emo xn,n−1 pridru�iti kôdnu req kn sa otkǉoǌenim posledǌim
znakom.Proverite da kôd C′2 ima maǌu oqekivanu du�inu kôdne reqi od
C”1 xto protivureqi pretpostavci o optimalnosti kôda C”1 qime je
tvr�eǌe dokazano.

¤

2.8 Shanno-Fano-kôdiraǌe
Jednostavno, skup verovatno�a podelite u dva dela (za binarno kôdi-
raǌe, na D delova ako je azbuka obima D) xto pribli�nije jednakih
zbirova. Nastavite tako sa deǉeǌem podskupova sve dok ne postanu
dvoqlani. Svaki od qlanova posledǌih dobijenih dvoqlanih skupova
kôdirati sa 0 i 1, i nastaviti sa ”peǌaǌem” nazad, dodaju�i svaki
put po jedan (0 ili 1) znak kod ”raspakivaǌa” svakog od podskupova.

Ako vam se ovo uqinilo poznatim, to je upravo pravilo koje smo
predlo�ili na poqetku kada smo uvodili pojam neodre�enosti. Time
smo zatvorili taj krug.

U ovom poglavǉu smo pokazali kako pripremiti podatke za prenos
preko nekog od komunikacionih kanala veze. Naime, otklonili smo su-
vixnost svojstvenu svakom od izvora podataka. Na osnovu te suvix-
nosti qesto smo sposobni da i na osnovu delimiqnog sadr�aja neke
poruke rekonstruixemo celu poruku. Primer je otklaǌaǌe samoglas-
nika iz reqi. Upravo to je ideja slede�eg poglavǉa gde �emo se baviti
kako da sa�ete podatke pouzdano prenesemo preko zadatog kanala veze.

Ostanite uz nas, ne meǌajte kanal!



Poglavǉe 3

Kanali veze

3.1 Diskretan kanal veze bez pam�eǌa

Kanal veze �emo zadati kao matematiqki model za, pogotovu danas,
veoma qest, skoro neizbe�an, zadatak prenosa podataka preko nekog od
medija, tj. naqina ostvarivaǌa veze. Bila to radio veza, �icna veza
u ma kom obliku ili nexto tre�e sve �emo to pokuxati da opixemo
jednim matematiqkim modelom.

Kao prvo, zadajmo ulaznu i izlaznu azbuku tj. skupove znakova koje
mo�emo oqekivati na ulazu tj. izlazu iz kanala veze. Oznaqi�emo ih
sa U tj. V. Za potrebe ovog poglavǉa (otud pojam ”diskretan” kanal
veze) ograniqi�emo se na konaqne ulaznu i izlaznu azbuku. Sluqa-
jno promenǉive koje oqekujemo na ulazu tj. izlazu iz kanala veze oz-
naqi�emo sa U tj. V . Odmah da primetimo da, suprotno svim oqeki-
vaǌima, nismo oznaqili ulaz u kanal sa X jer �emo tu oznaku ko-
ristiti za sluqajno promenǉivu koja predstavǉa izvor podataka koji
�elimo da prenesemo kanalom veze. Izme�u X i U na�i �e se kôdira-
ǌe bez xuma zadu�eno da otkloni suvixnost, kao xto smo to obradili
u prethodnom poglavǉu.

Osnovno ograniqeǌe na model kanala veze jeste postojaǌe xuma
u prenosu podataka tokom ostvarivaǌa veze. Xum �emo, kao xto je
uobiqajeno u primenama teorije verovatno�e, modelirati sluqajnim
procesom. No, za razliku od uobiqajenih metoda, xum ne�emo izdva-
jati i opisivati ǌegovu raspodelu verovatno�e ili nexto sliqno,
ve� �emo, jednostavno, posmatrati zbirku uslovnih verovatnosnih
mera {p(vj |ui); i ∈ U , j ∈ V}. Dakle, za svako ulazno slovo iz ulazne
azbuke imamo uslovnu raspodelu slova iz izlazne azbuke. Sluqajno
promenǉiva Y je, time, sasvim dobro zadata.

Na taj naqin, qim zadamo raspodelu verovatno�e sluqajno promen-
ǉive U , imamo zadate sve slede�e veliqine: H(U), H(V ), H(V |U),
H(U |V ) i I(X;Y ).

Zapazimo da je kanal veze sasvim odre�en samo zbirkom uslovnih
verovatno�a, dok, za poznavaǌe raspodele verovatno�e na ǌegovom
izlazu neophodno je da znamo i raspodelu verovatno�e na ulazu.

Jedna od osnovnih numeriqkih osobina kanala veze jeste i, u nekom

27
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smislu, mera ǌegove propusne mo�i tj. kapacitet kanala veze koji
zadajemo kao:

C = sup
PU

I(U ;V )

gde je PU raspodela verovatno�e sluqajno promenǉive U .
Jedan od osovnih zadataka teorije informacije jeste dokazivaǌe

onoga xto je Shannon nazvao teoremom kôdiraǌa za kanal veze. Dak-
le, vaǉa na�i uslove koje mora zadovoǉiti kanal veze da bi mogli
tvrditi da postoji naqin da ili skoro sasvim pouzdano (sa verovat-
no�om 1) ili sa nekom velikom verovatno�om prenesemo podatke tim
kanalom veze. Ve� u dokazivaǌu Fano-ove nejednakosti imali smo po-
jam grexke jer je ta nejednakost i dokazivana upravo radi upotrebe
u dokazu teoreme kôdiraǌa za kanal veze. Jox jedna nejednakost koju
smo ve� dokazali a pravǉena je po meri kanala veze kao modela jeste
Data Processing Inequality.

Ostaje da objasnimo i otkud ”bez pam�eǌa” u naslovu ovog odeǉ-
ka. Dakle, kao xto mo�ete zakǉuqiti iz gorǌeg uvoda, verovatno�a
svakog izlaznog slova iz kanala veze zavisi iskǉuqivo od slova koje
je upravo primǉeno na ulazu. Otud nedostatak pam�eǌa. Naravno,
postoje znatno opxtiji modeli kanala veze.

Pre nego xto krenemo daǉe, uoqimo da se kod diskretnog kanala bez
pam�eǌa, kada govorimo o zbirci uslovnih raspodela, u stvari radi
o jednostavnoj matrici uslovnih verovatno�a gde su vrste obele�ene
ulaznom azbukom kanala veze, a kolone izlaznom azbukom kanala veze.

3.2 Vrste diskretnih kanala veze
bez pam�eǌa

Otprati�emo izlagaǌe Ash-a u ovom razvrstavaǌu i razvijaǌu osobi-
na informacije kao funkcije matrice prelaznih verovatno�a i ulaz-
no-izlaznih raspodela verovatno�e.

Prvo razvrstavaǌe diskretnih kanala veze bez pam�eǌa izvrxi-
�emo po I(U ; V ).

• Za kanal veze ka�emo da je bez gubitaka ako je H(U |X) = 0. Tada
je ulaz u kanal veze sasvim odre�en ǌegovim izlazom. Dakle,
skup vrednosti izlaza kanala veze mo�emo podeliti u disjunktne
skupove

E1, E2, . . . , EN ⊂ V takve da je P{V ∈ Ei|V = vi} = 1, i = −−→1,U .

• Za kanal veze ka�emo da je nesluqajan ako

∀i, j p(vj |ui) = 1 ili 0

tj. ako je (ekvivalentno) H(V |U) = 0.

• Za kanal veze ka�emo da je bez xuma ako je i bez gubitaka i
nesluqajan.
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• Za kanal veze ka�emo da je beskorisan ako je I(U |V ) = 0 tj. ako je
(ekvivalentno) H(U |V ) = H(U), tj. ako su (ekvivalentno) U i V
nezavisne sluqajno promenǉive, za sve ulazne raspodele verovat-
no�e.

• Za kanal veze ka�emo da je simetriqan ako su skupovi verovat-
no�a svi vrsta me�usobno jednaki i skupovi verovatno�a svih
kolona tako�e me�usobno jednaki.

Kod simetriqnog diskretnog kanala veze bez pam�eǌa lako dokazu-
jemo da je H(V |U) nezavisno od ulazne raspodele verovatno�e i da
zavisi iskǉuqivo od matrice uslovnih verovatno�a.

H(V |U = ui) = −
#V∑

j=1

p′j log p′j , i = −−−→1, #U

H(V |U) = −
#U∑

i=1

p(ui)H(V |U = ui)

= −
#V∑

j=1

p′j log p′j ,

za svaku ulaznu raspodelu verovatno�a p(u). Jedan od va�nih primera
simetriqnog kanala veze jeste binaran simetriqan kanal veze bez
pam�eǌa. Dakle, sluqaj kada je #U = #V = 2. Iz simetriqnosti lako
zakǉuqujemo da je, skra�eno zapisano, p(0, 0) = p(1, 1) = 1− ε i p(0, 1) =
p(1, 0) = ε.

Vratimo se na opxti simetriqan kanaz veze bez pam�eǌa. ko-
riste�i se izrazom koji smo izveli gore i stavǉaju�i da je

p(ui) =
1

#U , i = −−−→1, #U .

Raqunaju�i dobijamo

p(vj) =
#U∑

i=1

p(ui, vj) =
#U∑

i=1

p(ui)p(vj |ui) =
1

#U p(vj |ui).

Posledǌi zbir jeste zbir j-te kolone u matrici tog kanala veze. Ta
matrica je simetriqna te imamo da je

#U∑

i=1

p(vj |ui) =
#U∑

l=1

s′l, nezavisno po j.

Dakle, sve verovatno�e u raspodeli na izlazu iz kanala veze su jed-
nake te je, kada uvrstimo H(Y ) = log #V u izraz za informaciju, ko-
riste�i ve� izraqunatu vrednost H(V |U),

C = log #V −H(p′1, . . . , p
′
#V).
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3.3 Metoda Muroga

Izraquna�emo kapacitet kanala zadatog matricom prelaznih verovat-
no�a. Ograniqeǌe na tu matricu jeste da ona mora biti kvadratna
tj. da je #U = #V.

Za datu matrica prelaznih verovatno�a (pij)m×m imamo da je:

H(V | U) = −
m∑

i=1

p(ui)
m∑

j=1

p(vj | ui)log(p(vj | xi)).

Napiximo slede�i sistem:

p11A1 + . . . p1mAm =
m∑

j=1

p(vj | u1)log(p(vj | u1)) =
m∑

j=1

p1j log(p1j)

. . .

pm1A1 + . . . pmmAm =
m∑

j=1

p(vj | um)log(p(vj | um)) =
m∑

j=1

pmj log(pmj).

Odatle mo�emo zapisati naxu uslovnu neodre�enost kao:

H(V | U) = −p1(p11A1 + . . . + p1mAm)− p2(p21A1 + . . .

+p2mAm)− . . .− pm(pm1A1 + . . . + pmmAm).

Oznaqimo:
p1 = p(u1) . . . pi = p(ui).

Primetimo da je:

p(v1) = p1p11 + . . . pmpm1 =: q1

. . .

p(vm) = p1p1m + . . . pmpmm =: qm.

Odatle imamo da je:

H(V | U) = −q1A1 − . . .− qmAm.

Zakǉuqujemo daǉe:

I(U ; V ) = H(V )−H(V | U) = −
m∑

i=1

qilog(qi) +
m∑

i=1

qiAi.

Daǉe se sve odvija Lagrange-ovom metodom mno�ilaca za nala�eǌe
ekstremuma funkcije vixe promenǉivih.

Definiximo funkciju:

U(q1, . . . , qm) == −
m∑

i=1

qilog(qi) +
m∑

i=1

qiAi + λ

m∑

i=1

qi,

nalaze�i izvode dobijamo:

∂U

∂qi
= −(1 + log(qi)) + Ai + λ = 0
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tj.
−1 + A1 − log(q1) + λ = 0

. . .

−1 + Am − log(qm) + λ = 0,

odakle, zbog istovremenosti, dobijamo:

i 6= j ⇒ Ui − log(qi) = Uj − log(qj),

pomno�imo svaku od veza sa qi i primenimo operator
m∑

i=1

:

−
m∑

i=1

qi +
m∑

i=1

qi(Ai − log(qi)) + λ

m∑

i=1

qi = 0

tj.
−1 + Ai − log(qi) + λ = 0

ili
Ai − log(qi) = 1− λ.

Dakle,

I(U ;V ) =
m∑

i=1

qi(Ai − log(qi)) =
m∑

i=1

qi(1− λ) = 1− λ = C.

Daǉe, neposredno imamo:

C = 1− λ = Ai − log(qi)), qi = 2Ai−C

xto, zbog qiǌenice da su q-ovi verovatno�e i u zbiru daju jedan za-
kǉuqujemo:

C = log(2A1 + . . . + 2Am).

3.4 Metoda Meister,B.&Oetti,W. 1957

Evo uslova koji su neophodni da bi ova metoda dovela do kapaciteta
kanala veze sa zadatom matricom prelaznih verovatno�a:

• matrica ne mora biti kvadratna i ne mora biti nesingularna,

• vodi se raquna i o ceni prenosa svakog znaka,

• metoda se zasniva na konveksnosti fje neodre�enosti i problem
rexavamo metodama kvazi-konveksnog programiraǌa.

PROBLEM:
Dat nam je diskretan kanal veze bez memorije svojom matricom

prelaznih verovatno�a:

P = (pij), i = −→1, n, j = −−→1, m
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pij = 0, i = −→1, n, j = −−→1,m,

n∑

i=1

= 1, j = −−→1,m

Pretpostavimo, daǉe, da nema nultih vrsta. Dakle, za svaku raspo-
delu na ulazu:

−→p = (p1, . . . , pn); pi = 0, i = −→1, n,

n∑

i1

pi = 1.

i imamo zadati ”cenovnik” ulaznih znakova:

−→c = (c1, . . . , cn); ci = 0, i = −→1, n.

Brzina prenosa kroz dati kanal veze se definixe kao:

R(p) :=
n∑

i=1

m∑

j=1

pjpij ln(
pij∑n

k=1 pkpik
)

1∑n
j=1 cjpj

.

Dakle:

C = max
~p∈P

R(p), P :skup dopustivih raspodela ~p.

Za naxe potrebe je dovoǉno uzeti:

P = {~p | pi = 0, i = −→1, n;
n∑

i=1

= 1}.

Uvedimo slede�e oznake:

αj :=
n∑

i=1

pij ln(pij)

qi :=
n∑

j=1

pijpi,

(izlazna raspodela verovatno�a)

(ln(~q))i = ln(qi), i = −−→1, m

~s = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qm)

S = {~s | pj = 0,

n∑

j=1

, qi =
n∑

j=1

pijpj}.

R(s) =
(< ~α, ~p > − < ~q, ln(~q) >)

< ~c, ~p >
=:

f(~s)
g(~s)

.

Problem, sada, postaje:

C = max
~s∈S

R(~s)

Moramo proveriti:



3.4. METODA MEISTER,B.&OETTI,W. 1957 33

• S je konveksan poliedar u En+m

• f i g su pozitivne nad S

• R je neprekidna u S i neprekidno diferencijabilna u nepraznom
skupu:

S0 := {~s | s ∈ S, qi > 0, i = −−→1,m}.

Dakle, R dosti�e svoj maksimum za barem jedno ~s ∈ S.
Pre�imo na metodu:

korak 1 :poqiǌemo sa ~s ∈ S0 proizvoǉnim (obiqno se kre�e sa ravnomer-
nom raspodelom)

korak 2 :za dato ~sk ∈ S0 nalazimo ~sk ∈ S tako da je:

rSk = max
~s∈S

rSk(~s)

rS1(~s) = f(~s1)+ < ∂f(~s1), (~s− ~s1) >

g(~s1)+ < ∂g(~s1), (~s− ~s1) >

korak 3 :na odseqku
[~sk, ~sk]

odre�ujemo taqku ~sk+1, takvu da je:

R(~sk+1) = max
~s∈[~sk,~sk]

R(s)

korak 4 :vratiti se na korak 2 sa vrednox�u ~sk+1.

Veoma uspexnu metodu za odre�ivaǌe kapaciteta kanala mo�ete
na�i u radu Suguru Arimoto, ”An Algorithm for Computing the Capacity of
Arbitrary Discrete Memoryless Channels”, IEEE Transactions on Information
Theory, vol. IT-18, No. 1, January 1972.
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Poglavǉe 4

Prenos podataka kanalom
veze

4.1 O kôdu i grexci
Pretpostavi�emo da smo podatke pripremili za prenos kanalom veze,
tj. da smo otklonili svaku mogu�u suvixnost kao xto smo to objas-
nili ranije (teorema kodiraǌa za kanale veze bez xumova).

Poruku koju xaǉemo biramo iz ure�enog skupa W ∈ {1, 2, . . . , M}
dobijaju�i um(W ). Dakle, ne xaǉemo slovo po slovo kroz kanal veze
ve�, xodno proceni, slova povezujemo u m-torke (niske).

Nakon prolaska niske kroz kanal veze, na izlazu, dobijamo sluqajnu
nisku vm saglasno uslovnoj raspodeli verovatno�a p(vm|um) gde je
p(vk|uk, vk−1) = p(vk|uk), k = 1, 2, . . . , m xto u sluqaju da je kanal bez
povratne sprege, tj. ako ulazni znakovi ne zavise od proxlih izlaznih
znakova, tj. p(uk|uk−1, vk−1), daje p(vm|um) =

∏m
i=1 p(vi|ui)..

Saglasno odgovaraju�em pravilu prepoznavaǌa poga�amo obele�je
za W . Ako se obele�je ne poklapa uqinili smo grexku prepoznavaǌa,
u suprotnom smo pravilno prepoznali.

(M, m)-kôd za kanal (U ,p(v|u),V) sastoji se od:

• Ure�enog skupa {1, 2, . . . , M}.
• Preslikavaǌa (kôdiraǌa) um : {1, 2, . . . ,M} → Un koje daje kôdne
reqi um(1), um(2), . . . , um(M). Skup kôdnih reqi nazivamo kôdnom
kǌigom.

• Preslikavaǌa prepoznavaǌa (dekôdiraǌa) g : Vm → {1, 2, . . . , M},
koje je nesluqajno pravilo koje svakoj mogu�oj izlaznoj n-torci
pridru�uje ocenu.

Neka je:

λi = P{g(vm) 6= i|um = um(i)} =
∑
vm

p(vm|um(i))1g(vm)6=i

uslovna verovatno�a grexke ako je poslata req sa obele�jem i, gde je
1A indikator doga�aja A.

35
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Najve�a verovatno�a grexke za (M,m)-kôd je

λ(m) = max{λi|i = 1, 2, . . . , M}.

Sredǌa verovatno�a grexke za (M, m)-kôd je

P(m)
e =

1
M

M∑

i=1

λi.

Brzina (M, m)-kôda je R = log M
m bita po svakom pojedinaqnom preno-

su.
Brzina prenosa R je dosti�na ako postoji niz (d2mRe,m) kôdova

takvih da najve�a verovatno�a grexke λ(m) → 0, m →∞.
Kapacitet kanala veze je gorǌa me�a (supremum) svih dosti�nih

brzina prenosa.
Naslu�ujemo da �e, za dovoǉno duge kôdne reqi, pri brzinama

neposredno ispod kapaciteta biti mogu�e ostvariti proizvoǉno malu
verovatno�u grexke.

Svakako, postoje razni pristupi pravilima prepoznavaǌa. Me�u-
tim, skoro sva koriste osobinu koju nazivamo AEP(Asymptotic Equipar-
tition Property). Ne, ne�u pokuxavati da to prevedem.

Ako posmatramo na tu osobinu iz teorije verovatno�a to je veoma
jednostavna posledica zakona velikih brojeva. Zakon velikih broje-
va ka�e da ako imamo niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajno

promenǉivih Xi, i = 1, 2, . . . tada 1
n

n∑
i=1

Xi je za dovoǉno veliko n blisko

EX1.

Teorema 4.1.1 (AEP) Neka su Xi, i = 1, 2, . . . nezavisne i jednako ras-
podeǉene (saglasno p(x)). Tada − 1

n log p(X1, X2, . . . , Xn) → H(X1) u vero-
vatno�i.

Dokaz 4.1.1 Ako primenimo isto preslikavaǌe na nezavisne jednako
raspodeǉene sluqajno promenǉive dobijamo nezavisne jednako raspode-
ǉene sluqajno promenǉive. U naxem sluqaju neka je to preslikavaǌe
− log p(Xi). Tada, shodno zakonu velikih brojeva, imamo:

− 1
n

log p(X1, X2, . . . , Xn) = − 1
n

n∑

i=1

log p(Xi)

→ −E log p(X1) u verovatno�i

= H(X1)

¤

Ova jednostavna posledica je veoma znaqajna jer nam omogu�uje da
skup n-torki podelimo na dva podskupa. Jedan, skup tipiqnih, pri-
bli�no jednakih verovatno�a koje u zbiru iznose blisko jedinici i,
drugi, skup netipiqnih koji u zbiru imaju verovatno�u blisku nuli.
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Za nisku (x1, x2, . . . , xn) �emo re�i da je tipiqna (pripada skupu
T n

ε ) ako je

2−n(H(X1)+ε) 5 p(x1, x2, . . . , xn) 5 2−n(H(X1)+ε).

Teorema 4.1.2 Skup T n
ε ima slede�e osobine:

1. Ako je (x1, x2, . . . , xn) ∈ T n
ε tada je

H(X1)− ε 5 − 1
n

log p(x1, x2, . . . , xn) 5 H(X1) + ε.

2. P{T n
ε } > 1− ε za n dovoǉno veliko.

3. #T n
ε 5 2n(H(X1)+ε).

4. #T n
ε = 2n(H(X1)−ε) za n dovoǉno veliko.

Dokaz 4.1.2 za 1. Sledi neposredno na osnovu definicije skupa T n
ε .

za 2. Sledi neposredno na osnovu prethodno dokazane teoreme. Naime,
verovatno�a doga�aja (X1, X2, . . . , Xn) ∈ T n

ε te�i 1 za n →∞. Dak-
le, za svako δ > 0 postoji n0 takvo da je za sve n = n0 ispuǌeno

P{| − 1
n

log p(X1, X2, . . . , Xn)−H(X1)| < ε} > 1− δ.

Stavǉaju�i da je δ = ε dobijamo 2.

za 3.

1 =
∑

x∈Xn

=
∑

x∈T n
ε

p(x)

=
∑

x∈T n
ε

2−n(H(X1)+ε)

= 2−n(H(X1)+ε)#T n
ε , tj.

#T n
ε 5 2n(H(X1)+ε).

za 4. Za dovoǉno veliko n imamo da je P{T n
ε } > 1− ε te je

1− ε < P{T n
ε }

5
∑

x∈T n
ε

2−n(H(X1)−ε)

= 2−n(H(X1)−ε)#T n
ε , tj.

#T n
ε = (1− ε)2n(H(X1)−ε).

¤
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Pre nego sa uputimo ka glavnoj teoremi teroje informacije obra-
timo pa�ǌu na tvr�eǌe koje nam u naprednim (najopxtijim) sluqaje-
vima dokaza gorepomenute teoreme znaqajno poma�e.

Ukupna verovatno�a grexke u prenosu data je kao
∑
i

P(i)λi gde je P

raspodela verovatno�e na ulazu u kanal veze.

Teorema 4.1.3 Neka nam je dat kanal veze. Neka je λ(m)(p,P) verovat-
no�a grexke ako je raspodela xuma u kanalu zadata sa p a raspodela na
ulazu data sa P. Neka je, daǉe, P0 ravnomerna raspodela verovatno�e
na ulazu u dati kanal veze. Tada je

λ(m)(p,P) 5 λ(m)(p,P0).

Dokaz 4.1.3 Zadajmo preslikavaǌa kôdiraǌa i prepoznavaǌa f i g. Ne-
ka je λ(u) =

∑
y:g(y)6=(u)

p(y|f(u)). Dakle, to je verovatno�a grexke ako

je poslato u. Ukupna verovatno�a grexke je, tada,
∑

u∈U
P(u)λ(u). Ako

promenimo redosled kôdnih reqi (permutacijom π) dobijamo novu ukupnu
verovatno�u grexke λ(π) =

∑
u∈U

P(u)λ(π(u)). U sluqaju kada je P = P0

ukupna verovatno�a grexke ne zavisi od π i jednaka je 1
#U

∑
u∈U

λ(u) = λ̄.

Za svaku raspodelu verovatno�a P postoji π takva da je λ(π) 5 λ̄.
Jednostavno, uzmimo sluqajnu permutaciju Π, gde su sve permutacije
skupa U jednako verovatne. Tada je

min
π

λ(π) 5 Eλ(π) = E
∑

u∈U
P(u)λ(πu)

xto je jednako

∑

u∈U
P(u)Eλ(πu) =

∑

u∈U
P(u)

1
#U

∑

ũ∈U
λ(ũ) = λ̄.

Dakle, za svako f i g mo�emo na�i nova pravila kôdiraǌa i prepoz-
navaǌa sa ukupnom verovatno�om grexke ne ve�om od λ(P0, f, g). Mini-
mizuju�i po f i g dobijamo tvr�eno. ¤

4.2 Pravila prepoznavaǌa
U opxtem sluqaju pravila prepoznavaǌa se dele na osnovu toga da li
onaj koji vrxi prepoznavaǌe poznaje raspodelu verovatno�e na ulazu
u kanal veze ili ne. U prvom sluqaju ka�emo da imamo idealnog pos-
matraqa dok u drugom sluqaju imamo prepoznavaǌe po pravilu najve�e
verodostojnosti.

U pravilu idealnog posmatraqa prepoznajemo poslatu req na os-
novu primǉene tra�e�i najve�u naknadnu (a posterior-nu) verovatno�u.

P{ poslato je u| primǉeno je v} =
P(u)p(v|u)

p(v)
,
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gde je
p(v) =

∑
u

P(u)P(v|u).

U pravilu najve�e verodostojnosti prepoznajemo poslatu req na
osnovu primǉene tra�e�i najve�u prethodnu (a prior-nu) verovatno�u
p(v|u).

Teorema 4.2.1 ( i) Za svako pravilo prepoznavaǌa, idealni posmatraq
daje najmaǌu ukupnu verovatno�u grexke me�u svim prepoznavaqi-
ma.

( ii) Ako je ulazna poruka ravnomerno raspodeǉena nad skupom U i ako je
pravilo kodiraǌa takvo da su sve mogu�e kôdne reqi za svaku poruku
jednako verovatne iz skupa svih kôdnih reqi tada se pravilo ide-
alnog posmatraqa i pravilo najve�e verodostojnosti poklapaju.

Dokaz 4.2.1 Poxto je imenilac zadat primǉenom reqju v ostaje nam
da brojilac uqinimo xto je mogu�e ve�im . Pretpostavimo da koristi-
mo funkcije f i g za kôdiraǌe tj. prepoznavaǌe. Tada je ukupna verovat-
no�a grexke

∑

U

P(W = i)p(g(v) 6= u| poslato je u(i))

=
∑

u

∑

y:g(y) 6=u

p(y|u)

=
∑

y

∑

x:x6=g(y)

p(x)p(y|x)

=
∑

y

∑
qq svi x

p(x)p(y|x)−
∑

y

p(g(y))p(y|g(y))

= 1−
∑

y

p(g(y))p(y|g(y)).

Upravo pravilo idealnog posmatraqa tra�i da svaki qlan posledǌeg
zbira bude najve�i mogu�i. Dakle, ceo zbir je, tada, najve�i a ukupna
verovatno�a grexke najmaǌa.

Drugi deo teoreme se dokazuje jednostavnom raqunicom.
¤

Teorema 4.2.2 Ako su izvorne poruke jednako raspodeǉene nad skupom U
i ako koristimo pravilo najve�e verodostojnosti i kôdiramo pravilom
f , tada ukupna verovatno�a grexke zadovoǉava

λ(f) 5 1
#U

∑

u∈U

∑

u′∈U :u′ 6=u

P{p(Y |f(u′)) = p(Y |f(u))|U = u}.

Dokaz 4.2.2 Mogu�nosti za grexku su:

• p(Y |f(u′)) = p(Y |f(u)) za neko u′ 6= u,
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• p(Y |f(u′)) = p(Y |f(u)) za neko u′ 6= u xto ukǉuquje i sluqaj kada je
f(u) = f(u′),

tj. da nema grexke kada je p(Y |f(u′)) < p(Y |f(u)), za svako u′ 6= u.
Tada je verovatno�a grexke

P( uqiǌena je grexka |U = u)
5 P{p(Y |f(u′)) = p(Y |f(y)), za neko u′ 6= u|U = U}

5
∑

u′∈U :u′ 6=u

P{p(Y |f(u′)) = p(Y |f(u))|U = u}.

Mno�e�i sa 1
#U i sabiraju�i po u zavrxavamo dokaz.

¤

Tvr�eǌe se lako prepravǉa u sluqaju da nije u pitaǌu ravnomerna
raspodela ve� neka druga, zadata (recimo q), zamenom mno�ioca 1

#U
sa q(u).

Pored nesluqajnih pravila kôdiraǌa i prepoznavaǌa koristimo i
sluqajna pravila kôdiraǌa gde se kôdna req bira sluqajno iz kôdne
kǌige. Prednosti sluqajnog kôdiraǌa su to xto iz postojaǌa ”do-
brog” sluqajnog kôdera sledi i postojaǌe ”dobrog” nesluqajnog i xto
se raqunaǌe kod sluqajnih kôdova umesto diskretne optimizacije svo-
di na optimizaciju nad verovatnosnim raspodelama xto je udobnije.
Mana je ta xto, iako sa zanemarǉivom verovatno�om moze do�i do
sluqaja da dobijeni kôd nije jedan-u-jedan, tj da se kôdne reqi za dve
razliqite poruke poklope.


