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Heonpebhenoct n
nHpOpMAanuja

1.1 HckycTBeHO 3acHUBambe HeonpeheHocTn

Uecro cMo y momoskajy mga morabhamo jeman Opoj M3 HEKOr CKyma Opo-
jea. IIpermocraBumo ma y ckymy mMma N OpojeBa u ma HaAM je TO3BO-
JLEHO Ma TMOCTAaBJ/HLAMO MUTAHa KOja M03BOJHABAJYy caMo omrosope ’ma” u
7ue”. Ilpupomno ce mamehe pazMumbame O TOME KOJIUKO HAM je HAjMAME
noTpebHO muTama 1a OUCMO TOTOMUIN CIyUYajHO onabpanu 6poj 13 3a1aTOT
cKymna. JemHa OX MO3HATHUX CTpaTeruja je ma ce CKyI monenu Ha asa (jen-
Haka, ako je moryhe) mesma. CBaku o4 HOBOIOOHUjEHUX IEJIOBA HEJKMO,
IOHOBO, Ha KMCTHW HAYMWH, HA IBa [EeJia ¥ TAaKO OOK y CKYIOBUMAa KOjU CY
0 TOCJHEeNhe ToAesie UMa, TAYHO jemaH Opoj.

Cpaxku nyT crassbamo 1 3a "aesu” u 0 3a ” mecHr” mOICKyI o moOujeHa
nBa. Ha kpajy cBaku om 6pojeBa, Tj. CBAKM O KPajHmUX MOACKYIOBa, UMAa
cBOjy ”cnuky’ U3paKEHy HyJIaMa U jeTuHUIIaMA.

I[Turama mocraBmamo, cama, nparehu oBe momese ckyma cBux Opojesa.
Oparosop ”ma” osmauaBamo ca 1 a "me” ca 0. Pememe je 6poj koju je
OpUApPYKEH OMHAPHOM OPOjy KOju cMO HOOUIU.

Ha npumepy ca 5-odnaHHM CKYIOM JaKO BAIMMO CBE O UeMy CMO T'OBO-
punu:

{1,2,3,4,5} — {{1,2}[1],{3,4,5}[0]}
= {{1}[11], {2}[10], {3}[01], {4, 4}{00]}
= {{1311], {2}{10], {3}[01], {4}[001], {5}[000]}.

Ogarosapajyha nmurama Koja GUCMO MOCTABHAIHA CY:
e [la su je 6poj mamu ox 37
e /la nu je 6poj mamu ox 27 u a nu je 6poj mamu ox 47

e Jla nu je 6poj mamu ox 57
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Hajseha my:xuma OGmoapHor 6poja je ympaBo MUHUMAJHU OpPOj MUATAHA
noTpebHUX 3a curypHo nmorabame ciayduajHor 6poja.

3amaTak KOju CMO CceOM IOCTaBUIM HA IMOUYETKY, Cana, MOCTaje MPOo-
HaJaxkeme HajBeher morpebHOr Opoja OmHapHUX Udapa 3a jeTHO3HAUHO
npuapy:xuBame. Jlako je Bumeru ma je to 3a jeman yBehan meo meo OGuna-
pHor sorapurMa 6poja N tj. [logy N]+ 1.

Ca cranoBumTa TEOpUje BepoBaTHONE MMAMO ONUT Ca U3BJIAUECHEM je-
we on N menyspa u3 memupa. llomTo ¢y HaM CBe nenysbe jegHAKO ~ BaykHe”
BuxoBe BepoBaTHOhe cy, ce, p = 1/N. Bpoj moTpebHUX muTama, cana,
mocraje

1 K11
—logyp = flogQN = Zfﬁlog2 N
k=1

3amaTak MOKEMO YOIIITUTU OTKJIamajyhu yCIOB PAaBHOMEPHOCTU Be-
poBatHohia, Tj. cBakKoj on Iemyba C; TPUIPY:KYyjeMO BepoBaTHONy p;.
Jlako je youmTu ma je, cama, OIpUpPOIHO, OPOj HOTPEOHUX MUTAA IMOCTAO
N

> —pilogs p;. IIpoBepure TO HA jeAHOCTABHUjUM IPUMEDPUMA.
k=1
[IITa ako ymecTo omrosopa ”na” u "He” KOpUCTUMO Bary ca aBa Taca’?

Tana je moryhm 6poj oarosopa, Tj. Moryhwm cy oaroBopu:” JeBuU TaC je
Tesku, ” IeCHU Tac je TeXn’ W 7 TACOBU CY jeTHAKO Temkwu . Tana CKymoBe
nmesqumo Ha Tpu (mTo je Moryhe Ouwmske, jeqHaka) MOACKYNa a JIOTapUTAM
” nobuja” ocHoBy 3.

OuekuBanu 6poj murama HOTpeOHMX 3a morabame yHampen 3amIaTor
Opoja, HA HAUMH KOju NeMO KacHUje meTajbHUje ONMMCcaTu, OAroBapa Mepu
kojy hemo 3BaTu HeompebheHOCT.

Ila 6ucmo npaBuiHO nedpuHuUcaau HeonpebheHocT, nmorpedbHO je ma Ha-
IpaBMMO CIMCAK 0COOMHA KOje Ta Mepa Mopa ha 3aJ0BOJbaBa, Y CKIALY Ca
UCKYCTBOM KOje mMaMO y norabamy, Ha HAUYMH KAKO CMO T'ODE OIMUCAJIU.

e [IIto je ckyn moryhux 6pojesa Behwu, moTpebHO je BUIle MUTAHA 13
Ou moroauamM yHampen oxabpaHu Opoj.

e [loTpebHO je Bulle mUTama aKO je y MUTAKY PABHOMEDHA PACHONesa
HEro KaJa je y muTamy OMIIO Koja ApyTa paclonesna BepoBaTHoha HaX
O6pojeBuMa.

e Ako je morpebro moromutu ”6poj”, Tj. ypeben map (cacraBmen u3s
OBa mOesa On KOjux jeman Oupamo u3 ckyma ca Ni a Apyru u3 CKyma
ca Ny Gpojesa), Tana je morpeban 6poj murama jemuak 36upy 6poja
IATama 33 CBAKO O IojeanHadvHuX norabama.

1.2 AxkcumomaTcKo 3acHUBame HeonpebheHocTn

Heka je omur rojem mepmmo HeompebheHOCT mpencTaB/beH CIAyYajHO TPO-
mersmuBoM X ca pacmomerom P{X =z;} =p;, i =0,1,..., N. ITorazahemo
na je

N

> —pilogspi

i=1
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Mepa #HeoapeheHOCTH KOja 3a10BOJbABA CBE IOpe MOCTABJLEHE UCKYCTBEHE
3axTeBe.

[Ipe HEro mrro TO yYMHUMO 3aMUIMUMO Te 3aXTeBe cTporo. Mcmpartumo
Kako je Te akcuome 3amao Ash.

IIpBo, moroBopumo ce ma mHeompebhenocT o3mauaBamo ca H y cayua-
jV Kama 3aBUCH O BeKTOpa pacmojeisie BepoBaTtHoha Tj. ca h rama cy
BepoBaTHONe jemnake Tj. Kaga je y IUTABy PABHOMEpPHA PACIOIEIIa BEPO-
BarHODA.

1. h(N) je monorono pacryha ¢ymknuja ox N, N € N.
2. h,(NlNQ) :h(N1)+h(N2), Nl,NQ € N.

3.
H(pi,...,pn) = H((pr+-p), 141+ +pn)) +
p1 jJi
+ (p1++pl)H( 1 yoeee 1 )
Zizlpz' Zi:lpi

Pi+1 PN
+ (14 +pn)H( e, )
Zf\;lﬂ 2 vazHl y23

(1=1,2,...,N—1).

OBy akCHOMYy Ha3MBAMO AKCHOMOM IPYIUCAA.

4. H(p,1—p) je Henperngua ¢pynruuja aprymenta p. OBy akCHOMY HA3U-
BaMO aKCUOMOM HEIPEKUAHOCTU.

Teopema 1.2.1 Jeduna gynxyuja xoja 3a0o80omasa dame axcuome je:

N
H(py,...,pn) = =CY _p;log,pi, (1.1)
i=1

20e je C' nposgoman nosumusan peaaak 6poj, b je pearan 6poj eehu 00 1.

Ioxka3z 1.2.1 Hzsedumo dokas caedehu Ash-a. JeonocmasHo je nposepumu
da (1.1) onucyje Pynryujy xoja 3600806464 CEE NOCTNABHEHE GKCUOME.

Iloxancumo da ceaxa Pywryuja xoja 3adosonasa axcuome 1 do 4 mopa
bumu obauka (1.1). Iodeaumo mo 3aKpYNUBATE Y HEKOAUKO 0EA08A.

a) h(NY) = 1f(N) 3a cee nosumuene uene bpojeae M u .

To ce nenocpedno sakmyuyje undyruujom xopucmeliu ce axcuomom 2.
Axo je N npouszsonan asu 3a0am nosumusar yeo bpoj, mada (a) saxcu
3al =1. Ha ocnosy axcuome 2 je h(N') = h(N-N¥~1) = h(N)+h(N!1)
me undyKmMuera npemnocmasxa da je (a) mawno 3a cee yeae bpojese
yrpywyiyhu u l — 1 umamo h(N') = h(N) + (I — 1)h(N) = kh(N), wume
je doxaz sa (a) saepuwen.

6) h(N)=C-logM(M =1,2,...) 2de je C nosumusean 6poj.

IIpso nexa je M = 1. Ha ocnosy axcuome 2 umamo h(l) = h(1-1) =
h(1)4+h(1) meje f(1) =0, xao wmo u mepou (6). (Hema neodpelherocmu
y nozalawy 6poja us jedrouaanoz ckyna.)
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Hexa je, damwe, N ueo b6poj eehiu 00 1. axo je | npouszsomar nozumusan
ueo 6poj mada bpoj 2' sexmcu usmeby nexa dsa cmenena 6poja N mj.
nocmoju nozumusar yeo 6poj k maxae da je N* < h(2') < M'*1. Ha
ocnosy axcuome 1 caedu da je h(M') < h(2Y) < f(m!*1) u, na ocrosy
(a), samcu kh(N) < 1h(2) < (k+1)h(N) mj. k/1 < h(2)/f(N) < (k+1)/1.
Jozapumam je monomono pacmyhia gyrkyuja (cee dox je ocnoea eeha
00 1) me dobujamo log N* < log?2! < log N¥*1 mj. klog N < rlog2 <
(k+1)log N, mj. k/r < (log2)/(logN) < (k+1)/l. 3anaxcajyhu da cy
h(2)/h(N) u (log2)/log N) oba usmehy k/l u (k+ 1)/l dobujamo

log2  h(2) 1

logN  h(N) <

Ha ocnosy npoussonrnocmu N ul moncemo doseoaumu d0a l — 0o wmo
nam daje (log2)/(log N) = h(2)/h(N) mj. h(N) = Clog N zde je C =
h(2)/log2. C mopa bumu nosumueno jep je h(l) =0 u h(N) pacme ca
nopacmom N.

u) H(p,1 —p)=—Clplogp+ (1 —p)log(1 — p)| axo je p payuorasan 6poj.

Hexa je p = r/s 20e cy r u § nogumusHu yeau bpojesu. Ha ocroey
AKCUOME 2PYNUCATHE UMAMO 0 je

Ha ocnosy (6) umamo

Clogs = H(p,1—p)+ Cplogr+ C(1 —p)log(s —r).

Caedu da je

H(p,1-p) =-C [plogr—logs+ (1 —p)log(s—r)]
=—C [plogr —plogs+plogs—logs+
+(1 = p)log(s —r)]

=-C [plog§+(17p)log87r

=—C [plogp+ (1—p)log(1—p).

0) H(p,1—p)=—C[plogp+ (1 —p)log(l —p)|, 3a cee p € [0,1].

Topwe mephewe caedu wenocpedno u3 (y4) u aKcuome HenpexuoroCmu.
Axo je p buno xoju 6poj usmeby 0 u 1 uz nenpexudrocmu caedu 0a je

H(p,1—p) = lim H(p',1-7p).
p'—p
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Iocebro, moacemo dozeorumu 0a ce p' npubauICABA D HUOM PAUUOHAN-
nuz Opojesa. Tada umamo

lim H(p/,1—p') = lim[-C(p'logp’ + (1 —p')log(1 —p'))]
p'—p p'—p

= —Cl[plogp+ (1 —p)log(1 —p)].

N
e) Hpi,...,pn) =—C > p;logp; (N=1,2,..).

=1
Beh cmo yemanosuau da zopwa gopmysa eancu 3a N =1 u N =2. 3a
N > 2, xopucmehu axcuomy 3 dobujamo

H(pi,...,pn) = H(pi1+---pn-1,pN) +
+(p1+-'~+p1v_1) P1 PN-1

H( . o\
die1 Di D im1 Di

Axo npemnocmagumo 0a je fopmyaa mawra 3a c8e No3uMuUBHe yeae bpo-
jese 0o N — 1 dobujamo

) +pnH().

H(p1,...,pn) = —-Cllp1+--+pn-1log(pi+ - +pn-1)
+ pnlogpn] —C(p1+---pn-1)
D1 D1
[ ——log (———) +--+
> S p
TR log( byl ')]+pzv(0)

D=1 Pi di=1 P
- (S

pi) + PN 1ngN}
i=1 i=1
M-1 1 N-1
- C[ pilogpi — ( Z Pi) log Z Pz}
i=1 i=1 i=1
N
= —C) pilogp;.

i=1

Tume je doxas za8puLeH. O

1.3 Ocobune HeonpebhenocTu

Y HapemHUM oxepIMMa NeMo mpaTuTy Yeung-a.

Cropo HajBaskHUIja ocobuna HeonpebheHocTH jecTe na ce, y ciydvajy Ka-
na HeompebheHOCT padyyHaMo 3a CIy4YajHO MPOMEHBUBY X HeomapebhenocT
npeacTaBiba

H(X):= = p(x)logp(x) = —E(log p(X)) (1.2)
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rae cMmo ca p(X) 03HAUMIM 3aKOH PACIOEJNe CIIyJYajHO IpOMeHbuBe X .
HeonpebernocT MokeMo mocMaTpaTy U 3a ClydajHe BEKTOPE, Tj. IapOBe
CIIy4YajHO IPOMEHLUBUX. Y TOM CIydYajy UMaMo

H(X)Y) Zp z,y)logp(z,y) = —Elogp(X,Y). (1.3)

T,y

Hacrasmajyhu mame MoskeMO mocMaTpaTy u

H(Y|X): Zp z,y)logp(ylz) = —Elog p(Y|X). (1.4)
Tj.

HYIX) =3 ol )| = Y plyle)logp(yla)|, (15)

rue je
— Y pylz)logp(yle) = HY|X = =) (1.6)
H(Y|X) = Zp H(Y|X = x). (1.7)

Cras 1.3.1

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X) (1.8)
H(X,Y)=H(Y)+ HX|Y). (1.9)

Hoxka3 1.3.1 Kopucmuhemo ckpaheno obeaencasame Koje cmo yeeau paruje.

H(X)Y)

—Elogp(X,Y)
—Elog[p(X)p(Y|z)]

= —Elogp(X) — Elog p(X|Y)
=H(X)+ H(Y|X).

O

Tymaueme TpeTxogHOr cTaBa je na ce norabame ucxoma mapa CiaydajHo
npomenssuBux (X,Y) onBuja y msa ropaka: npso morabamo ucxon ciyda-
jHO mpomenmuBe X a 3aTUM MCXOI CIy4YajHo mpomenmuBe Y. Teopema
KaKe [a je yKynHa KoauunHa Heonpebenoctu jemmaka meonpebenocTu yr-
sowmeno] npuiukoM norabama ucxoma X ysehanoj 3a meompebenoct 3a Y
IpY YCJOBY Oa 3HaAMO mcxon X .

IIpeTrxomuu cTaB ce MOKe YOUIITUTH Ha cjienenu HaYMH:

H(X,Y,Z) H(X)+ H(Y|X)+ H(Z|X,Y)
H(X,Y)+ H(Z|X,Y)

H(X) + H(Y, Z]X),
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T.j.

H(X1,..., X, Y1,...,,Yn) = H(X1,...,Xn)
+ H(Y,....YnlX1,..., X,).

Jemma, nako BeoMa jemHOCTaBHA, O, CIOOOMHO MOkeMo pehu, HajBak-
HUjUX HejeTHAKOCTU Y Teopuju MHpOpManuje nara je cienehum cTaBoM.

Cras 1.3.2 ( Shannon-osa mejemmaxoct) Hexa cy (p;)Y, u (¢:)Y, npous-
N

B80MHU NOZUMUBKHY Opojesu Koju 3adosomasajy Y, p; = ». q; = 1. Tada je
i=1 i=1

N N
—> “pilogp; £ =Y pilogy;
i=1 i=1

Y3 jednarxocm axo u camo aKo je p; = q; 3G c8e i.

JHoxaz 1.3.2 Jloxas nowumwemo eezom: logy,x = log, elog, x = logye - Inz,
Koja obesbelyje nesasucrocm 20pme Hejedanarocmu 00 0CHOBE A0ZAPUMMA.
C Opyze cmpane ocobura In wam nojednocmasnyje dokas. Haume, Inx <
x — 1 y3 jeonaxocm axo uc camo axo x = 1. [axae, In(q;/p;) < qi/pi — 1
Y3 jednaxocm axo u camo axo p; = q;. Mwoxwcehu ca p; u cabupajyhu no i

Qobujamo
N
X:pZ ln § Z —-1=0

Y3 JeOHaKoCm aKo U camo axo p; = q; 3a cae i. Jaxae,

N N
Zpi Ing; — Zpi Inp; < 0.
=1 =1

O

Kopucrehu Shannon-oBy HejemHakoCT MOMKEMO NOKa3aTW, HA IPUMED,
U HEjeTHAKOCT apUTMETUYKE U T€OMETPUjCKe CpeanHE

xtag? - oxen < g a; - ;.

[Toxkymajre.
EBo um mokasza ocobuHE KOju CMO AYTrOBAJW OJ IMOUYETHUX 3ACHUBAHA
HeonpebenocTu.

Cras 1.3.3
H(py,...,py) < log N = h(N) = H(1/N,...,1/N)
Y3 JeORaKoCm aKo U CaMo axo je

pi=1/N, i=1,...,N.
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Hoxa3z 1.3.3 IIpumenom npemzoonoe cmasa ca ¢; = 1/N dobujamo

N N ) N
,;pilogpi < *;pilogﬁ :logN;pi =log N
Y3 jeOHAKOCMm aKo U Camo ako je
pi=¢;=1/N, i=1,...,N.

Cras 1.3.4 H(X,Y) < H(X)+ H(Y) y3 jeonaxocm axo u camo axo cy X u
Y wnesasuche.

Ioxaz 1.3.4 3anaxcajyhiv da je

Ny
plai) =Y plaiyi) up(y;) Zp (i,y;)
Jj=1
MONCEMO 3anucamu.
H(X) =—3" p(ai)logp(x; ZZP (i,y;) log p(x;)
i=1 j=1
N1 Ns
H(Y) =-=Y12py)logp(y) = =D  plwiy;)logp(y;)
=1 j=1
Odamae umamo:
N1 Ns
HX)+HY) = =Y p(zi,y;)llogp(x;) + log p(y;)]
i=1j=1
N; Ns
= =) plwi,yy)llogp(x) - ply;)]
i=1 j=1
N1 No
= =Y pijlogp(zi)p(y;)
i=1 j=1

Cmasumo da je ¢;; = p(z;)p(y;). Tada, umamo
N1 N
== pijlogpi;-
i=1 j=1

Hpumenyjyhu Shannon-oey wejednarocm dobujamo

N1 N2 N1 N2

DO pijlogpi £ =Y pijlog g

i=1 j=1 i=1 j=1

Y3 JedHaKoCm aKo U CAMO aKO je Dij = G;j 3a cee i, .
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CanuHO MOsKEMO HOKa3aTy Ia je
H(Xy,...,Xp,) SH(X)+-+ H(X,)

Y3 jJeAHAKOCT aKO U caMO ako ¢y Xji,..., X, HE3aBUCHE.

Cras 1.3.5 HY|X) £ H(Y) y3 jeonaxocm axo u camo axo cy X u'Y wnesa-
sucHe.

Ioxka3z 1.3.5 U3z npemzodnoe umamo 0a je
H(X)+ H(Y|X) = H(X,Y) £ H(X) + H(Y)

Y3 jeonarxocm axo u camo axo cy X uY wnezasucwe.
O

Ila ©6u crTe ce yBepumim na CTe CaBJIaAAJIN NMPETXOMHO, NOKAYKUTE jOII
jemHy oI 3HauJajHUX HejeTHAKOCTU TeOopHje MHPopManuje, na je

H(Y,Z|X) < H(Y|X) + H(Z|X).

1.4 Heonpebenoct y marnmuma

Cras 1.4.1

n

H(X1,Xs,...,X,) :ZH(Xi|X17...,Xi,1). (1.10)

i=1

Hoxkaz 1.4.1 3a n = 2 cmo mephewe geh dokasasu. oxasyjemo dame un-
dyxyujom no n. Ipemnocmasumo da je medphewe mawno 3a n = m, zoe je
m 2 2. Taoa je
H(Xq1,...,Xm, Xm+1)
= H(X1, o, Xo) + HXm1| X1, Xon)
=3 H(X Xy, X))+ H X | X, - X))
=S H(XG| X, X)),

CraB 1.4.2

H(X1, Xy, ., X,|Y) =Y H(Xi|Xy,...,X;1,Y). (1.11)

Jloka3 1.4.2

H(X1,Xa,..., Xa|Y)
=, P H(X1, Xa, ..., Xp|Y =)
= Y H(X, KXo, XY =)
=" H(Xy, Xa, ..., X |Y),

3
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1.5 NMudopmanuja

Ilon nojmom mEBOpManuja usmehy aABe ciaydajHO IPOMEHJBPUBE IIOADPA3YMe-
BaMO HeoJgpeDHeHOCT 0 BPeQHOCTU CIAydYajHO IPOMEHJ/LUBE, penuMo, X Koja
Oy/1e OTKJIOHE€HA HAKOH INTO Ca3HAMO BPENHOCT HEKe APYTe CIYYajHO IPO-
MeHspuBe, perumo, Y. Jemnoctasuo [(X;Y) = H(X) - HX|Y)=H(Y) —
H(Y|X).

Mepa wunpopmaimje (name kpahe: wunpopmanuja) mameby ciyuajHO
npoMmenmuBux X u Y ce 3amaje Kao:

p(z,y) p(
=2 pleylos oy =Bl ooy (412

T,y

Cras 1.5.1 Ungopmavuja usmely X u X jeonara je neodpehenocmu sa X.
mj. I(X;X) = H(X).

Hoxa3z 1.5.1

I(X;X) = Elog;((XX)L

= —Elogp(X)
— H(X).

O

Ha Taj mHaumu ckopo na cBe 0COOMHE MOKEMO MOKA3UBATU 38 CaMO jeIHY
on ose mee Mepe. Otyn je moryhwu Hasus 3a meompebenoct m camoumH-
dpopmamuja.

Jlako je youuru (uposepure) ma je unpopmanuja cumerpudHa mo X u
Y 1j.

I(X;Y)=I1(Y; X).
Oryzna u He KOpUCTUMO y O3Hanu 3Hak | Beh ;.

1N muadopmamnuja ce mpomupyje HA yCIOBHE pacmonese BepoBaTHole u

TO Kao
. - p(z,ylz) _ p(X,Y]Z)
TEGYIZ) = D vl 2o oG ~ B XY 2

x,Y,z

Horasxkure na je, m y osoM cayuajy, [(X;Y|Z) =1(Y; X|Z).
CkpaheHo 3anucuBame je 1 OBIEe BEOMa KOPUCHO

I(X;Y|Z) = Zp I(X;Y|Z = 2)

rme je
p(z,ylz)
|

Yl
p(z]z)p(

X;Y|Z ==z) p(z,y|z) log
106Y|Z = 2) = Y pl.yl2) o

z,y

CunyHO KaJa je YyCJIOB MO ABE CIYYAjHO HPOMEHJLUBE MUIIEMO

I(X;Y|Z,T) Zp I(X;Y|Z,T =t)
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rue je
p(z,ylz,1)

IX:Y|ZT =1) = ) plesy. 20 mr = s

Z,Y,z

Ila Ou cTe ce yBepuam Ja CTE CABJIAAATIUA TIPETXOMTHO NOKaKUTE cieneha
nBa TBphema.

Cras 1.5.2
I(X;X|Z)=H(X|2).
Cras 1.5.3
I(X;Y|z) = H(X|Z)- H(X|Y,2),
I(X;Y|Z) = H{Y|Z)-H(Y|X,2),
I(X;Y|Z) = HX|Z)+H(Y|Z)-H(X;Y|Z).

[ITo ce Tuue TepMmunOIOTrUje 3a HEeonpebhenocT 1 napopManujy odases-
HO TIOTJIenajTe:

http://www.lecb.nciferf.gov/ toms/information.is.not.uncertainty.html.

Mu cmo, yupaBo, u ycBojunu m3pas ~Heonpebenoct” mok mojam ”umH-
¢opmanuja’ KOPUCTUMO Ka0O HA3UB Mepe a m3pa3 'momatar’ hemo ropuc-
TUTU 33 OHO IITO Ce, Hajuemne, y HAIIEM je3UKY, TOTPEIIHO, KOPUCTH IOjaM
"mHpopmanuja’.

1.6 WNMudopmamnuja y gaHmmmMa

Cras 1.6.1 ( Data Processing Inequality) Hexa U, X,Y,V obpasyjy sa-
nay Maprosa (osnaxa xojy hemo, dawe, xopucmumu je U o« X oY oc V).
Taoda je

I(U;V) S I(X;Y).

Joxas 1.6.4 axncrueum npahiemem deduruyuja v ocobuna aanaya Mapro-
aa. O

1.7 Heka npyra TymMauema MHPOpPMAaIje

[IpermocTraBuMo ma je 3a cayvajuo nmpomenmuBe X um Y wmoryhe nahwu
ckynoBe X u Y TakBe na cy:

(1) X uY cy mucjyrkrHE ako cy X u Y HesaBucHe,

(i) X =Y ramron cy X u Y jemmosnauno oxpebene jemma apyrou, Tj. y
nuTamy je 0003HAYHO jeTHO3HAUYHO NIPECINKABAE.

IIpso, nposeputre ma au TakBu ckynosu (yBek?) mocrtoje. Ako mocroje
onza je moryh ycmocrasuru cienehe Bese, rae je p Heka (Mopa siu 6utu?)
BEPOBATHOCHA Mepa:
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H(X) p(X),
HY) = uY),
H(X,)Y) = pXUY),
H(X]Y) = u(X\Y),
I(X;Y) = wXnY),
HX,Y,Z,---) = wXUYUZU--.),
I(X;Y;Z;-) = wXNYnZn--.).

T'opme Bese HUCY ce, mo cana, mOka3alle 3HAYAJHUM aJU Cy IOTOIHE 33
yCIOCTaBJ/balke UHTYUINjE aKO CTE€ NOBOJLHO NOOPO HAYYUIU TEOPU]Yy Mepe
niIu Teopujy BepoBaTHONE.

1.8 Kullback-Leibler-oBo pacrojame

Heka cy p u ¢ nBe BepoBaTHOCHE Mepe HAJ 3ajeTHUYKUM BEPOBATHOCHUM
IPOCTOPOM CKyIa esieMeHTapHux umcxona X. Yecro mam je morpebHa mMepa
KOJIUKO je p pa3iauduTa on ¢ uiau obpaTHo. Ta mMepa mMopa 3aq0BOJbaBaTU
OCHOBHE 3aXT€Be Tj Mla je HyJa Kala U caMO KaJa je p = ¢ U Ia je HeHera-
tusHa. O3maummo ca E, ouexnBame y oxmocy uHa p. Kullback-Leibler-oso
pasunaxeme ( information divergence) nedpurncano mzpazom

KL(p||g) == %:p(f)% = E, log ‘Zg

3a00BOJ/baBa 3aJaTe YyCJIOBE.

CraB 1.8.1
KL(pllq) # KL(ql[p)-
CraB 1.8.2
KL(pllq) = 0.
Ioka3z 1.8.2 Henocpednom npumenom Shannon-oge nejednaxocmu. O

UNzeopro Kullback u Leibler cy medwmuucanu cumerprdso m HeHera-
tusHO pacrojame: KL(P||Q) + KL(Q||P) anu ono Huje HAILIO CKOPO HU-
KaKBe NPUMEHE.

IMunckep je npemnoxkuo d(p,q) = > |p(z)—q(x)| kao mepy pasunaxkema
BE€ BEPOBATHOCHE Mepe. vex

3a BexkOy mokawkure ciaenehu cras m jemmakoctu (P, je paBHOMepHA

pacmozesa Ha oxrosapajyhem ckymy BpemHoCTH):
Cras 1.8.3

KL(P|Q) = -2, p(x)logq(z) + >, p(z)logp(z)
=H(P,Q)— H(P)
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KL(pllg) = 51— 2d (p,q)-
_ . 1, zai=y
I(m) = KL(6im|{p:i}), rme je d;; ={ 0, saitj"
I(X;Y) = KL(P(X,Y)|P(X)P(Y))

= KL(P(Y|X)|P(Y))
= KL(P(X|Y)|P(X)),

H(X) = log N — KL(P(X)|| P (X))

H(X]Y) = log N — KL(P(X, Y)|| P.(X)P(Y))
— log N — KL((P(X, Y)||P(X)P(Y)) - KL((P(X) || P, (X))
— log N — KL(P(X]Y)||P. (X))

Kullback-Leibler-oBo pasunaskeme je HAIIIO 3HAYAJHY TPUMEHY Y MATEM-
ATUYKOj CTATUCTUIIN.

1.9 Hejemaakoct Fano-a

Paznore 3a um3sobeme oBe ocobune meompebenmocTtu hemo Bumerm kKana
OymeMoO mOKa3mMBajiu O00OpaT OCHOBHUX TEOPEMa KOIUpPama Teopuje MHPOP-
Manuje.

CraB 1.9.1 3a ceaxy cayuajno npomennusy X je
H(X) = log #X,

20e je #X geaununa ckyna mozyhuxr epednocmu CAywajHo npomensuse X myj.

X. Osa zpanuya je mawna axo u camo axo je X pasHomMepro pacnodemerna Ha
X.

Iokas 1.9.1 Hexa je u pasnomepra pacnodeaa nad X, mj. u(x) = ﬁ 3a cae
x € X. Osnauumo ca Sy cKYn 8pedHOCU KOjJe Y3UMA CAYHATHO TPOMEHDHUBE

X. Taoda je

log#%X - H(X) = Z log— + Z z)log p(x

rESx TESx

= — Z z)logu(x) + Z p(z)log p()
TESx TESx

_ p(x)

= xgx Py

= KL(p|[u)

> 0
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O

Herka cy X u X CIIy4ajHO TPOMEHJBUBE KOj€ yA31/IMajy BPEIHOCTU U3
ucror ckyna (azbyre) X. Obenexnmo P, = P{X # X}.

Teopema 1.9.1 (Hejemmaroct Fano-a) Hexa cy X u X cayuajno npomen-
puse Koje yaumajy epedrocmu uz ucme asdbyxe X. Tada je

H(XlX) é hb(Pe)) + Pe IOg(#% - 1)

Joxa3 1.9.2 Hexa je

0, X=X
Y = ’ ~
{1, X#£X

H(Y|X,X) =0 jep je Y dynxyuja X u X (Ooxaxncume). Tada je

H(X|X) = I(X;Y|X)+H(X|X,Y)

H(Y|X)— H(Y|X,X)+ H(X|X,Y)

H(Y|X + H(X|X,Y)

H(Y)+ H(X|X,Y)

HY)+ Y [P{X=4Y =0}HX|X =4Y =0)+
TeEX

+ P{X=32Y=1}HX|X=2Y=1).

A

X mopa yszemu epednocm T axo je X =%uY =0. Odamae je
H(X|X =%,Y =0)=0.

Axo je X=2uY =1 mada X mopa yzemu epednocm uz ckyna {x € X :
x # &} xoju cadpacu #X — 1 waanosa. Hakxae, npema nocaedwoj 00kazaroj
MeoPeMU UMAMO

H(X|X =Y =1) < log(#% — 1),

20€ 084 20DPHA ZPAHUYA He 3a6ucy 00 L. Ha ocnosy moea 3aKpy4yjemo:

=
fa
s
A

ho(Pe) + (D P{X =2,V = 1}) log(#X — 1)
zex

= hp(P,) +P{Y =1} log(#X — 1)

= hb(Pe) + P IOg(#x - 1)3

O

JemnocraBHa mocisenuna HejeqHakocTu Fano-a je caemeha mejemmarocT
k0jy hemo ropuctuTu vemhe onx HejemuakocTu Fano-a cawme.

CrasB 1.9.2 .
H(X|X) <14 P.log#X.
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1.10 HeonpebeHocT cTarimoHAPHOT M3BOpPAa

Iuckperan ussop momartaka {X;,i =1,...} je Geckonauna 30UPKa CIyUYajHO
npoMenpUBUX ypebhenux ckymom npupomaux 6pojeBa. CiaydajHO TpOMeEH-
mwuse X; hemo 3Baru cimosuma. Ilpernmocrasumo, name, na cy cse H(X;)
konaune. Tana 3a cBaku koHauan noackyn A ckymna obenexja {i:i=1,...}
oCMaTpaMo
H(X;ie A) <) H(X;) < oo.
icA

ITomTo je, ocuMm y mocebHUM ciydajeBuMa, HeoapebheHocT DeckoHaUHe

30upke OECKOHAUHA, TOCMATPaMO

Hx = lim lH(Xl,...,Xn)
n—oo N

1 ako mocToju To hemo cmarparu HeompebheHomhy AMCKPETHOT M3BOPA
moiaTaka.

3a M3BOp moJaTaKa KAKEMO Oa je CTaOouMoHAapaH (OTIOpaH Ha IPOTOK
BpeMeHa koju mouctoseliyjeMo ca mopacToM obereskja) ako je pacmomena
3a X1, Xo,..., X, ucta ka0 1 328 X;i1, Xm42, .-« Xmti-

Y omucuBamy rpaHUYHOr MOHamama 3a { X; } kopucrrhemo, ako nocroju

H;( = lim H(Xn|X1,X2,...,Xn_1).

n—oo

CraB 1.10.1 Hexa je {X;} cmayuonapar ussop. Tada H% nocmoju.

Joka3z 1.10.1

H(Xn‘XhXQa"'vXn—l) é H<Xn|X27X3a"'aXn—1)
H(X’n71|X17X27 o 7Xn72)7

Hepacmyhu nus oeparuden, Hyaom 000300 je KOHEEPZEHMAH. O

Cras 1.10.2 3a cearu cmayuonapan uzeop nodamaxa {X;} nocmoju neoo-
pehenocm Hx u jeonara je H .

,Z[ORa3 1.10.2
n 1y---yn n () 1, A2y Ag—1

i=1

Ha ocrnosy meopeme ( Cesdro) o mome 0a 3a c6axu nu3z peasnux bpojeea maxas
0a je an — a,n — 00 84Ny U 0G %(m + - Fay) — a,n — 00 AAK0 3aKMHYUY-
jemo da je
1
: U
Hx = lim —H(X;,X,,...,X,,)=Hy.
n—oo N

O

Ilokazanu cmo na #HeompeDheHOCT mocToju 3a M3BOP MOJaTaka ako je
OH CTAIMOHApAaH, HO, aKO Taj WU3BOP HUje W epProaudvaH, Tana no0ujeHa
BPEOHOCT HE MOPAa MMATKU W CYLUITMHCKO 3Havewme. Ha oBOoM MecTy mojam
eproInYHOCTH TIpeBa3miaal3u Haire morpebe m obpabhene mojmose, Te hemo
Cce Ha TO BPATUTHU aKO U KaJa TO Oyne NMPUKIATHO.
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1.11 Ilomcehame

Ha mouerky oBor morsnas/pa majm CMO IpuMep ca morabameM ciydajHO
onabpaHOr Opoja M3 METOUJAHOT CKYTIA.

[Turamuma koja CcMO mOCTaBJHANM BPEIHOCT log, 5 CMO CMAmUBAIN 3a
HeonpeheHOCT OTKIIOmEHY OArOBAPAEM HA CBAKO O HOCTABJHEHUX IMUTAH-
ja, YCIOBHO IPETXOMTHUX OACOBOPA.

[Iposepwurte.

Axo cre moMucamiau Ha TO na cMo Heoxpebemoct log, 5 mperncraBmin
Kao 30up creveHnX MHOOpMAaNMja Ha OCHOBY CBAKOL O MUTAmA, OIJIUYHO,
cupeMHU cTe 3a cienelie moriasbe.



IIorgaBine 2

Komupame 0e3 mymMmoBa

2.1 Konx

Hexa maMm je mara ciaydajHo mpoMenmuBa X ca CKyIoM MOryhux BpegHOCTH
X Hera mam je mat xomauad ckyn D (#D < oo). Konm je mpecaukaBame
C:X — D* rue je D* = U, D'

Kako k6mupamo um3sop momaraka? Tako mTo KOAMpPaAMO CBAKO CJO-
BO Koje OH mpousBene u Te (kdmHe) peur (HUCKE) HAIOBE3YjeMO jemHy
Ha APYyry IO peny HaWJIaCKa M3BOPHUX 3HAKOBa. HapaBHO, mocraBiba ce
npobieM TMOBpaTKa HA WM3BOPHU HU3 CJOBA Tj. AEKOAUparma. ¥ TOM MUY
nmocMarpaMo mocebHy BPCTY KOIOBa, T3B. jeTHO3HAUHO MPENO3HATI/LUBE.
Koén je jemHo3HAYHO TPENO3HATILUB AKO CBaku KoHauaH HU3 (y IasneM,
HUCKa) KOIAHUX 3HAKOBA OArOBapa CaMO jeAHO] U3BOPHO] MOPYLX Tj. HUCKA
U3BOpHUX 3HaKOBa (y maJsseM, ciosa). Jlakie, je [HO3HAYHO IPENO3HATILUB
KO je, jemHOCTaBHO, 0OOCTPAHO je THO3HAYHO MPECINKABAKE U3 CKYTIa CJI0-
Ba M3BOPA MONATAKA Yy CKyI KOIHUX peun (HUCKA HaJ KOJHOM a30yKOM).

CKrOpO CBakM M3BOD IIOJATAKa IOCELyje HEIITO INTO HA3MBAMO CYBHII-
womhy. To je, jemHocTaBHO

H(X)

1——=.
log N

Bpatumo ce ma 3amarak ca modeTka Kmure. AKO mMaMo yetupu Opo-
ja om Kojux OWpaMmo jemaH M aKO HUCY CBU OpOjeBU jeTHAKO BEPOBATHHU,
OHIa, y CiydYajeBuMa ca IOTOMHO oabpaHuM BepoBarHOhama, HE MOpa
6utu norpebHO ABA mHTama 3a (MOHABJHAM, CUTYPHO) OTKPUBAaH€ onabpa-
vor Opoja. Ilpobajre.

Hum rkommpama Ge3 myMOBa jecTe Ma Cce YKIOHU CYBUIIHOCT PAIU IITO
epuKacHUjer IpeHoca momaTtaka. Hawmme, ko M3BOpa mogaTaka ca CyBUII-
HOIINY TPEeHOCUJIO OM Ce BUIle 3HAKOBA HEro ImTo je To moTrpebuo. [lamac
ce Kogupame 6e3 IMIyMOBa, jeJHOCTABHO, HA3UBA CAKMMAIEM IIOIATAKA Tj.
data compression.

19
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2.2 Kraft-oBa HejemHakocT

Teopema 2.2.1 Hexa je C %60 ca x60HoMm azbykom 00 D caosa. Hexa cy,
dawe, l1,1ls, ... 1, Oymcune kOOHUT pevwu. Axo je C jeOH03HaUHO NPENOZHAMAOUS
mada je

JIokas 2.2.1

(S07)% = (L D) (30 D) (30 Do)

i1=1 i2=1 in=1

n m n
Z Z Z D(—liy Hlig e Fliy)

i1=1142=1 in=1
Nlmaz
= > AD
1

20€ je lmarz = max;{l;} u A; je 6poj ko0nux peuu dymcune N ca i 3maxosa.
Jaxo je saxpyuwumu da je Dy < A; jep je 6poj moeyhur wucku dyxcune i mao
asbyxom 00 D snaxosa we manu 00 6poja kOOHUT pewu Oyxcuwne i. Odamae
UMAMO:

n NLax
(YD) = 3 AD7 = Nlyaa
=1 1

na je (3. D74%) £ (Nlpaz)N. Kada N — 0o mada (Nlpez)/N — 1. 0O
i=1

2.3 Ilpedurc u TpeHyTaH KO

3a k64 KaxkeMo na je mpedurc KO ako HUjeqHa KOAHA ped HUje IpePuKc
Heke Apyre kOmHe peun uctor kOma. Jlako 3akmydyjeMo ma je cBaku mpe-
¢UKC KOL M jeOHO3HAYHO IPENO3HATJHUB, Tj. HeMa KOIHE HIUCKe Koja 0u
ce Morya mpenossHaru (IeKOIUpaTu) y OBE pPa3iuuuTe MU3BOPHE PEUYU, U
TPEHYTHO NMPENO3HATJPUB Tj. MPENO3HABAIE CE MOYKE U3BPIIUTU CJIOBO IIO
CJI0BO, HUje MOTPeDOHO 4YeKaTuW 3aBpIIETAK KOAHE pedr nga Ou ce BPIINIIO
IpEeno3HaBabE.

Teopema 2.3.1 3a nosumuene bpojeseli,la, ..., 1, nocmoju npedurc k60 axo
u camo aKo je za me bpojese zadosomena wejeonakocm Kraft-a.

JHoxkasz 2.3.1 Ilowmo je ceaku npegurc kK60 je0H03HAYHO NPENOIHAMAUB, U3
Kraft-oee nejednarocmu dupexmmno caedu nompeoHocm.

Bes zybummxa onwmocmu moxcemo npemnocmasumu 0a je l; Slog < -+ <
I, u nocmampamu cee nucke dyacune L, nad asbyxom obuma D xojux uma Dl .
Hoeja je da ce noune ca nynwum, basancuparum D-aprum dpsemom, uzabepe
KOOHA pew u omkaoHe ceu menu uzdanuu ca opsema. Ilowmo je D > 1
yaex moxucemo wahu npsy ko60ny pey. Ilpemnocmasumo, dame, da je nahero
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i koOnux pewu. Ilokasyjemo da moxwcemo wahu nosy dymcuwne liy1. 3a cee
1 <j < i, kK60na pew dyxcune j uma D'+1~l uzdanara peda l; 1 wa dpsemy.
Cada uma D"+ weoposa na nynom opeemy oybume liy1. ITomxpecaru cmo

1
3 Dli+1=li wgoposa ca dpeema. Bpoj npeocmanux weoposa na dybunu i+ 1,
j=1

mada, je:
A i+1
Dli+1 _ § Dli+1—lj — Dl1+1 _ § Dli+1—lj +Dli+1_li+1
j=1 Jj=1
i+1
= Dl —plmry"DTliq1
j=1

1\

Ditt(1—1)+121 ( Kraft)

me yeex moacemo nahiu k60ny pey dyxacure i+1 axo je Kraft-osa nejednaxocm
30400805 €EHA. O

2.4 OnTuMaJIHOCT KOIAa

Teopema 2.4.1 ( Teopema o k6gupamy 6e3 mymoBa) Heka je C jednos-
HAYNO MPENOZHAMAUE KOO asbyxe ca D caosa 3a cayuajno npomenpusy X .
Tada je ouvexusana dyxcuna x60He pevu y C 000300 ozpanuvena Heodpehernowt-
hy me cayuajno npomennuee, Hp(X) (pauyname no sozapummy ocrose D).

Ta dowa epanuya je mawka axo u camo axo je l; = —logp p; 3a cee i.
Ilokasz 2.4.1
L-Hp(X) = > pilogp D"+ pilogpp;
= Zpi logp piDli

1 .
= D Zpi lnpiDl’

1 1
zZ (1 — —— <g_
= InD sz(l piDli) (na<a—1)

IV
ol
-

|
!
N—
_
>
(=)
&

Jlaxo je nposepumu da 3a l; = —logp p; eamcu L =" p;logp i = Hp(X).

3a 00%Ka3 MauHOCMU 2ParUYe NOMpPedHo je 0a jeOraKocm 8ancu Ha 084 MeCma
20e ce nojasnyje nejednaxocm. Jlobujeno oepanuueme a = p'}j,i =1 doxasyje
;

nompedHOCMm YCa08a. (]

[Torpaskumo HAUMH A cauYMHMMO OpePuKC KOO ca HAjMamOM OUEKHU-
BAHOM Iy:kuHOM KOmHe peun. llmm Ham je ma munmmmsyjemo L = > p;l; y3
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samato Y. D7l < 1. Kopucrehin Lagrange-oBe MyJITUIIMKATODE BPIIAMO

MUHUMU3ANNU]y

TO, HAKOH AudepeHnmpama 1o l;, naje

oJ
o i + AN(D7h log D).

WN3jennavaBajyhu to ca 0 modujamo

I _ Pi
Aogs D’
Kopucrehu ce orpannuemem mamasumo ga je D% = p;, maj6osme pemr-
eme, nakiae l; = —logpp; je HAjOOoMma myskmHa KOmHE peun. I[Ipobiem je y

TOME IMTO Oy:KUHA KOAHE peum Mopa Outwm mpupoman 6poj. Ho, morasy-
je ce ma MOKeMO TOCTMINM ny:KUHY Koja je Oumcka Hajoosmoj. Heka je
I/ = [~logp pi]. Jacwo je ma je S, D~[~1°80Pil < 1. Taza je

logppi = 1 < —logppi +1 T.j.
Zpi logppi = Zpilg < —Zpi logp pi + pi T.j.

Hp(X) £ L < Hp(X) +1.

Haxkne, Hajbo/ma oueKkuBaHa Ay:KUHA KOJHE Pevn je HajBulle 3a 1 gajgero
on Hp(X). Ocraje HaMm ma NOKyImIaMo Aa TO U OCTBapuMo. KpeHumo penom
KaKO Cy TAKBU KOJOBU HACTAjAJN.

2.5 Shannon-oBo OmHAPHO KOIpame

Claude Shannon je mpemio:xuo ma ce ycmocrasu cienelia HejeqHaKOCT:

H(X)
log D

N
_ H(X
§L: E P{xk}nk<1+7( )
k=1

log D
Ogatie ce jemHocTaBHO nobuja ma je:

27" < P{ng}, k=1,N.
Ila Ou cBe OBe HejeneHaunWHe OUie UCIYHEHE MODPA BAKUTU:
N
Z 27k <1,
k=1

Ilakne, 3zaMO qa TpakeHu KO mocToju. Takas kOx he mvaTu ocobuHy Oa
je:
H(X)SL<H(X)+1

Anropuram rOaupama je ciaenehn:
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1. ckym mopyka mMOCTaBUTU y HepacTyhu mopenak mo HUXOBUM BEPOBAT-
rohama

[xl,xg,...,xN] : P{ml}ZP{xg}zzP{a:N}
2.
a7 = 0
Q9 = P{Q?l}
Q3 = P{xg}—l—P{xl} :P{$2}+OZ2
(6%} = P{I3}+Oé3

3. mahu HajMmame nese (n;)°; Kao pelema HejeIHAUNHA!

2" P{x;} 21, i=1,00

4. pa3BuTu menuMmaJiaH O0pPoj «; y OMHApHU 3aIUC OO N;-TOT MECTA.

ITokaskumo na je TO ce cacBUM CArjacHO U J1a Ce OBAKBO KOIUPAH€ MOKe
N
n3Bectu. 360r Beh youene uumenune ma je > 27" < 1 mocroju mpedukc
k=1
KO ca jKeJbeHUM Ny)KMHAMa KOITHUX DEeYl.

Hame, mmamo naje 0 =) < az < ... < ay < an+1 = 1. [Ipernocrasumo
Ia o PasBUjaMO IO NE-TOT MECTa:

. —  To1T—2...T—p,

Q1 —  To1T—2 Ty Mgl 2= N

Ho, agpt1 = ag + P{ag}, Te je : 747 5. ..TLnk+1 = T 4T—2...T—p, +
!y, 36or 2" P{xy 21, Q= 1,00 mako ce Buau ma he mpen-
JIOJKEHE KOMIHE 3aMEHE 32 (i U (4] OUTU pA3InduTy ODMHApHU OPOjeBu mTo
06e36ebhyje jemHO3HAYHOCT JEKOAUPAIHA.
O
IIprmenuTn Shannon-oBy mpouenypy kOaupama Ha ciaegehu ckym mo-
pyka:
[X] = [xlv x2,T3, xéd
[P] =[4,.3,.2,.1].

Kpenumo pemom:

42272 np =2
32272 =2
22273 n =

12274 np=4
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0=a; =00 | x1 — 00
d=ay=01]1 s — 01
T=a;=101]1 3 — 101
.9:a4:1110| ry — 1110

2.6 Gilbert-Moore komupame

Kpenumo on nejennaumua:

2l=me < Playg} < 227°™ k=1,N.
Ila 6u ce yBepuian ga KOA ca HaBEeIEHUM Oy;KMHAMa KONHUX PedM 3ancCTa
MMOCTOjU TPUMETUMO:

N N

221—’% <1< ZzQ—M

k=1 k=1

Tj.
N N
2y 2T S 1<dy 27
k=1 k=1

nakje, mocrojame K6aa je 06e3dbebheno. IllTasumre:

1—n; £ logP{zy} <2-—ny
1-L £ —-H(X)<2-1L
1+H(X) £ L<2+H(X).

Ausropuram je caenehn:
1. 3ammcaTry IOPYKe y KeJbEHOM MOPETKY
. omabpatu (n;)Y, tako ma je 2'7" < P{x;} < 227,
3. u3pavyHaTH Heomanajynu Hus:

\o}

a1 = %P{lj}
[6%) = P{CCl} + %P{l‘g}
Qa3 = P{$1}+P{JE2}+%P{I3}

4. x; — OuHApPHU Pa3BOj Opoja a; HA n; MeCTa.
Ilokaxumo ma je ropmu anropuraMm gonycTus. JenHa of cienehe nse
Heje[HAKOCTH Mopa OUTH HUCHyHeHa 3a 6umio koja asa cumborna (i < j):

(@) Plwi} = Plz;y (b)) Plai} > Plag}

(a) = n; 2 nj, HO, 360T:

1\

@

1 1
ai+ 5 Plzi} + 5 Plz;}

Q; 2 o + 2™ 427
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mobujamo ga j-Ta KOOHA ped He MOke OMTHU jelHaKa ca IPBUX N; MECTa y
n-T0j kOaHO] peun. CandaH 3ak/bydak MOMKEMO M3BECTU KaO MOCIEANIY 3a

(6).
O

Mpumenutn Gilbert-Moore-oBy npornenypy kdaupama Ha ciaenehu Ky
mopyKa:

(X]=[u,A,B,C|
[P] = [.1859,.0642,.0127,.0218].
Pemenme:
[n] =[4,5,8,7] [a] = [.09295, .2180, .25635, .2736]

U — 0001

A — 00110

B — 01000001
C — 0100011

HaHOMeHaI CJII/I‘{H& Hpone,aypa ce MOXKe HpOBeCTI/I u 3aMeH>yjth/1 a; Cca
i—1
=% 21 2
j=1

2.7 Huffman-oB ko

OsBaj kO ce 3aCHUBA HA M3rPaBU APBETA aJii IMOYEBIM o aumha. Kamna
cTuraeMo o crabna apsera Bpahamo ce mo cBakor on JucToBa. Y OUYMMO
IBa HajMame BEPOBATHA 3HAKA W CIIOjUMO Ta OBA 3HaKa y jemaH. [loHOBUMO
NOCTYNAK M3 MPETXOMHOr KOPaka Ha HOBONOOWjeHM CKyn 3HakoBa (ca 3a
1 mamuMm GpojeM wiaHOBa). 3aBpmaBaMO Kajla HAM OCTAHE IBa JJaHA.
Komupame cama BpIMMO TaKO IMITO TO] ABOJUIM MIPEOCTAJUX IajeMO KOI0Be
Oul (ako je y nuramy GuHAPHO KOAUPAHE, CACBUM j€ CJIUYHO 3a KOAUDAhE
azbykom ca D cioBa caMo mTO crajaMo mo D HajMame BepOBATHUX 3HAKOBA
a "e mo 2). Cana, y cienelieM kopaky, pa3BajaMo CIOjeHE U CBAKOM O]
wux mgomajemo mo 0 mam 1 mHa mocrtojehy rOmmy peu. HacraBmamo mOK
HUCMO ~pa3MoTanaun’ CBe yIapeHe 3HAKOBE.

Teopema 2.7.1 Huffman-oe k00 je onmumanan.

Iokaz 2.7.1 IIpemnocmasumo da nuje onmumanan. Hexa je C onmumanan
K00 3a T1,Ta,Tn. On he umamu xoone pewu ki, k... kI ca odzoeapajyhum
oyocunama dy, db, ..., d,.

Jloxancumo 0a 3a ONMUMAAAH TP ERYMAH KOO 8ANCU:

o 3nayu ca sefium seposammohama umajy xpahe x00ne pewy, p; > prp —
dj é dk7

o Jlsa snaxa ca wajmamwum seposamuohama umajy xooHe pevwyu ucme 0y-
acune, dp_1 = dy,
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o Mehy x00HUM pevuma Oyxcure k, mMopa bumu wajmame 08e peyu Koje ce
CAAHCY HaA CBUM MECTNUMEG OCUM NOCAEODER.

Axo je p—j > pr udj > di, mada je moeyhe obpaszosamu 6o K60 jedroc-
masrom 3amerom pewu kj u k.

Hexa je pn_1 > pn. Tada jed,_1 < dp,. A%0 je pn_1 = pn mada, Ha 0cHOBY
npemnocmaske o ypehewy xoonuxr pevwu umamo d,_ 1 < d,. Hanoxon, axo je
dp > dp_1 MORCEMO 000aUUMU NOCAEODY ZHAK T-ME KOOHE Peyl U 000UMU KO0
KOJU je u dame mpPenymar u 60U 00 0H02Z 00 Kojez CMO NOWAU.

Axo ce nuxoje dse ko0OHe peuu Hajeehe dyacune He NOKAANGJY WA CEUM
MECTNUMA OCUM NOCAEOBEZ 0HOG MOAMCEMO 000GUUMY TOCAELOBY ZHAK MAKEUT
KOOHUT pewu u dobumu 6oy KO0.

Jaxae, cada umamo da je d,_; = di. Iocaedwe dse k60He pevu ce nok-
aanajy ceyda ocum wa nocaedwem snary. bes eybumra onwmocmu weka cy
mo koone pewu kp—1 u kn. Cnojumo Tp_1 u Tp u obpasyjmo %60 Ch maxo
wmo hemo Tpp—1 nNpuopycumu K60HY pew ky ca 0OMKAHOBERUM NOCAEOHUM
snaxom. IIposepume da k60 Ch uma mamwy ouexusany Oymcuny Koone pewu 00
C”1 wmo npomusypevu npemnocmasyy o onmumasrocmuy xkéda C’1 wume je

mephemwe 00Ka3aH0.
O

2.8 Shanno-Fano-komupame

JenuocraBHo, ckyn BepoBaTHONA momenute y aBa neina (3a OuHAPHO KOIU-
pame, Ha D nenoBa ako je a3byka obuma D) mro OpUOIMKHUjE jeTHAKAX
30upoBa. HacraBure Tako ca mememeM MOACKYIIOBA CBE MOK HE IOCTAHY
neousnanu. CBaKM Ol WIAHOBA MOCIENHBUX NOOMjEHUX MBOUWIAHUX CKYIIOBA
rOmupaTu ca 0 u 1, m HacTaBuTy ca ’memameM’ Ha3am, AONAjyNu CBaKuU
oyt no jeman (0 mam 1) 3uak xkox ”pacnakuBama’ CBAKOI O HOACKYIIOBA.

Axo BaM ce 0BO YyUMHMJIO IO3HATHUM, TO je YyIOpPaBO MPABUIO KOje CMO
IpeIJIOKUIN Ha MOYETKY Kana cMO yBoauau mnojam mHeonpebenoctu. Tume
CMO 3aTBOPWIM Taj KPYT.

Y 0BOM MOTJaB/by CMO IMOKA3aJIM KAKO IPUIPEMUTH IIOJATKE 38 MPEHOC
IPEKO HEKOT OJ KOMYHUKAIMOHWX KaHaja Beze. Hawme, OTKIOHUIN CMO Cy-
BUIIHOCT CBOjCTBEHY CBAKOM OJ M3BOpa momaraka. Ha ocHOBY Te cyBumi-
HOCTHU YECTO CMO CIIOCOOHUM Ia W Ha OCHOBY MOEJVMMUYHOI CaAp:Kaja HEKE
IOpYKe PEKOHCTPYUIIEMO eIy MOpyKy. llpumep je oTkIamame caMoriac-
HUKA 13 peun. Y IpaBo TO je uaeja ciaeneher moriassma rae hemo ce 6aButu
KaKO [a CaykeTe IMOJATKE NOY3IaHO IPEHeCeMO MPEKO 3a0aTOr KaHAJIa Be3e.

OcranuTe y3 HAC, HE MemajTe KaHa!
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Raxmasnu Be3e

3.1 JIumckperan KaHaJ Be3e 0e3 mamhema

Kanan Beze hemo 3amarm ka0 MaTeMATHYKU MOIEJ 3a, HOTOTOBY IAHAC,
BEOMA YeCT, CKOPO Hem3berkaH, 3a1aTakK IPEHOCA IOJATAKA IPEKO HEKOT O
Meauja, Tj. HAUMHA OCTBapuUBama Be3e. buiia TO paamo Besa, sKUIHA Be3a
y Ma KoM obusmky miau HemTo Tpehe cBe ieMo TO mokymaTu na OmuAmeMo
jeIHUM MaTEeMaTUYKUM MOIEIOM.

Kao npBo, 3amajMo yna3uy u usdinasHy a3dyKy Tj. CKyIOBe 3HAKOBA KOje
MOKEMO OUEKMBATHU Ha yJIa3y Tj. u3ja3y u3 kanauaa Beze. Ozmaunlhiemo mx
ca U 1j. V. 3a morpebe oBor moriaspa (0Tyn mojam ” AUCKpeTan” KaHai
Bese) orpaHnumiieMo ce Ha KOHAYHE yJasHy U u3nasHy asbyky. Coyua-
jHO IPOMEHJbUBE KOj€ OYeKyjeMO Ha yJjaa3y Tj. M3Ja3y W3 KaHaJa Be3e 03-
maurhemo ca U tj. V. Oamax ma mpuMeTMMO Oa, CYIPOTHO CBUM OYEKU-
BamMMa, HUCMO O3HAUMIM yJja3 y KaHaJd ca X jep hemMo Ty O3HAKY KO-
PUCTUTH 3a CIYYajHO IPOMEHJLUBY KOja IPEACTAB/LA U3BOP HOJATAKA KOjU
KenuMo na npenecemo kanaiaoMm Besze. VzmeDhy X u U mahu hie ce k6nupa-
me 0e3 myMa 3aIysKEeHO Ja OTKJIOHU CYBUINHOCT, Ka0 IMITO CMO TO 00paauin
Yy OIPETXOAHOM IIOTJIABJIBY.

OCHOBHO OrpaHMUYEH-€ HA MOJEJ KaHajla Be3e jecTe MOCTOjame HIyMa
y MPEeHOCYy momaraka TOKOM ocTBapuBama Bese. [llym hemo, kao mro je
yobuuajeHo y mpuMeHaMa TeOopuje BepoBaTHONE, MOMENUPATH CJIYYajHUM
nponecom. Ho, 3a pasaury om yobmuajeHux meroma, myM Hehiemo m3nBa-
jaTl W ONMCUBATU H-ETOBY pAacCIoOnely BepoBaTHONE WM HEmTO CIWYHO,
Beh hewmo, jemmocraBHO, mocmaTpaTn 30MPKY YCJIOBHUX BEPOBATHOCHUX
Mmepa {p(vj|u;);i € U,j € V}. Ilakiae, 3a CBAKO yJIa3HO CJIOBO U3 yJa3He
a30ykKe MMaMO yCJIOBHY PAacCIOIeNy CioBa u3 u3iaa3He a3zdbyke. CiaydajHo
npoMmenspuBa Y je, TuMe, cacBuM TOOPO 3amara.

Ha raj mauun, ynMm 3amaMo pacunoznesiy BepoBaTHOLE CiIydajHO MPOMEH-
spuse U, mmamo 3azxate cBe cuenehe semnunne: H(U), H(V), H(V|U),
H{U|V)u I(X;Y).

3ama3uMo na je kaHaia Be3e cacBuM onapebhen camo 30MPKOM yCIIOBHUX
BepoBaTHONA, NOK, 3a MO3HABAaWmE PACIOJENie BepoBaTHONE Ha HEroBOM
13733y HEOIXOTHO je na 3HaMO M PACIonely BepoBaTHONe Ha yiasy.

JenHa on OCHOBHUX HYyMEPUYKUX OCOOMHA KaHaJa Be3e jecTe U, Y HEKOM

27



28 IIOTJVIABJBE 3. KAHAJIU BE3E

CMUCIY, Mepa HeroBe IpomycHe MONM Tj. KamamuTeT KaHAJIA Be3e KOju
3aajeMo Kao:
C=supI(U;V)
Py
rae je Py pacmomesa BepoBatHOhe ciyuajuo mpomenmuse U.

Jenman on OCOBHUX 3alaTaka Teopuje MHPOPMAIUje jecTe NOKA3UBAaHE
oHOra mTO je Shannon Ha3BaO TEOpeMOM KOIMpama 3a KaHaid Bese. Jlak-
se, Basba Hahwm ycioBe KOje MOpa 3aMOBOBUTU KAHAJ Be3e Oa OU MOTJIN
TBPIUTK Aa IIOCTOjU HAUMH NA WJIM CKOPO CACBUM IIOY34aHO (Ca BepoBaT-
HohioMm 1) mum ca HEKOM BeJIMKOM BepOBATHONOM IpeHeceMO HOAATKe TUM
kaHaJsioM Bese. Beh y mokasuBamy Fano-oBe HejemHakoCcTu mMMasum CMO IO-
jaM Tpemke jep je Ta HejeOHAKOCT M MOKA3WUBAHA YIPABO paau ymorpeode
y IOKa3y TeopeMe KOQupama 3a KaHaJ Be3e. JOl jeqHa HejeTHAKOCT KOjy
cmo Beh mokaszasu a mpaB/beHA je IO MEPU KAHAJIA BE3e KA0 MOJAesa jecTe
Data Processing Inequality.

Ocraje na objacauMo u OoTKyn " 06e3 mamhiema” y HACIOBY OBOT OmIeJb-
ka. Jlakjge, Kao MTO MOKETE 3aKLYUYUTH U3 TOPHET YBOJA, BepoBaTHONA
CBAKOI' M3JIa3HOT CJIOBa U3 KAHAJA BE3€ 3aBUCHU HUCKILYUYUBO O CIOBA KOje
je ympaBo nmpumsbero Ha yiuaasy. Otynm memocrarak mamhema. Hapasmo,
IIOCTOj€e 3HATHO ONIITUjU MOJEJU KaHAJIa Be3e.

IIpe Hero mro KpeHeMO naJsbe, yOUNMO [a Ce KO AUCKPETHOT KaHaya 0e3
mamhema, Kaga TOBOPUMO O 30UpHIM YCIOBHUX PACIOIENa, Y CTBAPU paI
0 jeIHOCTABHOj MaTpPHUIX YCIOBHUX BepoBaTHONa rme cy BpcTe obeiseskene
yya3HoM a30yKOM KaHaJia Be3e, a KOJIOHE M3Ja3HOM a30yKOM KaHaJa Be3e.

3.2 Bpcre muckpeTHMX KaHaJIa Be3e
0e3 mamhema

Ornparuhiemo usnarame Ash-a y oBoM pasBpcraBamy U pa3BUjamy 0COOU-
Ha mHGOpManuje Kao (yHKIVje MaTpUIle IPeJla3HnX BepoBaTHONa u yias-
HO-M3Ja3HUX PacCIomeiia BepoBaTHole.

[IpBo pasBpcTaBame MUCKPETHUX KaHAJa Be3e 0e3 maMhema W3BPIIU-

hewmo mo I(U; V).

e 3a kaHAJ Bese KaxkeMO na je 0e3 ryburaka ako je H(U|X) = 0. Tana
je ynas y ramas Bese cacBuMm onpeben merosmm m3naszom. Iaxue,
CKYII BPEIHOCTH M3J1a38 KAHAJIA BE3€ MOKEMO IOLEIUTH Y AUC)yHKTHE
CKyIIOBE

Ei, Es,...,Ex CV tarse na je P{V € B[V =v;} =1, i = 1,U.

e 3a KaHAJ Be3e KayKeMO Ja je HecJydajaH ako
Vi, j p(vjlw;) = 1 mam 0
1j. ako je (eksmsasentno) H(V|U) = 0.

e 3a KaHaJ Be3e KakeMo Oa je 6e3 myma ako je m 6e3 ryburara u
HecJIy4dajaH.
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e 3a ramay Be3e Ka:xkeMo 1a je Geckopucan ako je I(U|V) =0 1j. ako je
(exksuBanentno) H(U|V) = H(U), tj. ako cy (exBusasentuo) U n V
He3aBUCHE CIyYajHO IPOMEHJLbUBE, 38 CBE yJa3He PAaCIOAesIe BEPOBAT-
mohe.

e 3a KaHAJ Be3e KaKeMO Ja je CUMETPUYAH aKO Cy CKYIOBU BEPOBAT-
woha cBu BpcTta MehycobOHO jemHakum W CKyMOBM BepoBarHONa CBUX
KoJIOHA Takohe mMehycobHO jemHaKM.

Kon cumerpuunor muckperHOr KaHaJsa Bede 6e3 mamhema J1ako TOKa3y-
jemo ma je H(V|U) me3saBucHO of yiasHe pacmonxeie BepoBarHohie m nma
3aBUCHU KUCKJBYUMBO OJ MATPUIE YCIOBHUX BepoBaTHONA.

HV|IU =u;) = pr;logp;, i=1,#U

H(V|U)

#u
=Y ) HV|U = )
=1

#V
= =) rjlogr},
j=1

3a CBaKy yJa3Hy pacmnogneny Beposaraoha p(u). Jemam on BasRHUX IpUMepa
CUMETPUYHOI KaHaja Be3e jecTe OMHApaH CUMeTpUMYaH KaHaJ Be3e 0e3
namhema. Ilakne, cayuaj kana je #U = #)V = 2. VI3 cumMeTpuIHOCTHU JTAKO
3akmpydyjeMo na je, ckpalieno samucano, p(0,0) =p(1,1) =1—€ u p(0,1) =
p(1,0) =e.

Bpatumo ce ma ommTu cuMeTpUYaH KaHa3 Be3e 0e3 mamhema. KO-
pucrehin ce m3pa3oM KOju CMO M3BEJM TOpe U CTaBbajyhu na je

p(ui) = s i=1,%#U.

Pauynajyhwu nobujamo

#U #U 1
p(v;) = ;p(ui’%‘) = ;p(ui)p(w\ui) = %p(vﬂui)

[Tocaemmu 36up jecre 36up j-Te KOJOHE y MATPUIM TOr KaHaa Be3e. Ta
MaTpUIa je CUMETPUYHA T€ MMaMO Ia je

#U #U

Zp(vj|ui) = ZSE, HE3aBUCHO TIO J.

i=1 I=1
Iakne, cBe BepoBaTHONe y pacmomenau Ha M3/Ia3y U3 KaHaJa Be3e Cy jel-
Hake Te je, kama yepctumo H(Y) = log#V y m3pas 3a uapopmanmjy, Ko-
pucrehu Beh mspauynary spemnoct H(V|U),

€ =log#V — H(p, ..., plyy).
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3.3 Metroma Muroga

WzpauyrnaheMo kamamureT KaHaJa 3a,0aTOC MATPULIOM [IPEJIA3HIX BEPOBAT-
woha. Orpanvueme Ha Ty MATPUIY jecTe na OHA MOpa OUTU KBaIpaTHA
Tj. ma je #U = #V.

3a maTy MaTpHOa IpenasHux BepoBaTHONA (Pij)mxm HMaMO Ia je:
m m
H(V|U):—Z va”uZ log(p(vj | z;)).
i=1 j=1

Hamumumo caenehu cucrem:

m

PrAL+ . pimAm = Y p(v; | ur)log(p(v; | ua)) Zpljlog p1;)
j=1

Pt A1+ - P Am = > p(v5 | un)log(p(v; | ) =Y pmslog(pmy)-
j=1 j=1

Opmarie MOKEMO 3amMCaTy HAILy yCJIOBHY HeompebheHoct kao:
H(WV |U) = —pi(p11A1 + ... + pimAm) = p2(p21d1 + . ..

+p2mAm> e T pm(pmlAl + ... +pmmAm)
Osraunmo:
p1=p(u1)...pi = p(u;).

IIpumerumo na je:

p(v1) =pip1i1 + - - PmPm1 =1 Q1

P(Um) = P1P1m + - - - PmPmm =: qm.

Opmarie mmamo ma je:
H(V | U) = _QIAl R _QmAm-

3aKkbydyjeMo Hajbe:

I(U;V)=H(V)-H(V|U) = Zqug gi +Zqz

ITame ce cBe onBuja Jlarpanre-oBoM METOAOM MHOKUAJIAIA 38 HAJIAKEHE
eKcTpeMyMa (QyHKIVje BUIIe MPOMEHJHVBUX.
HeprHnmunMo (yHKIU]Y:

U(Q17~~~>qm - Z%loy QZ +ZQZA +)\Z(]z>

masaszehu usBonme mobujamo:

ou

8% —(1+1log(g:))+ 4, +A=0
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Tj.
—1+A; —log(q1)+A=0

14+ A, —log(gm) + A =0,
omakye, 300T UCTOBPEMEHOCTH, MOOUjaMo:
i #j= Ui —log(q;) = Uj — log(g;),

IOMHOKAMO CBAKy Ol B€3a Ca ¢; U IPUMEHUMO OLEPaTOp . :
i=1

_ZQZ+ZQz i —10g(q:)) +)\Z(]z_0

i=1

Tj.
—1+ A; —log(g;)) + A =0
unm
A; —log(q;)) =1— .
Iakie,

:Zqi( z_lo.g% Z%l_ _1_)\20-
=1

Iame, HemocpeaHoO MMaMO:
C=1-X=A;—log(q;)), q=2"""°

mTo, 300r YMHEHUIE aa Cy Y-OBW BepoBaTHONhe m y 30upy majy jeman 3a-
KJbYyYYjEMO:
C= log(QA1 + ...+ 2A””).

3.4 Meroma Meister,B.&Oetti,W. 1957

EBo ycnoBa roju cy HeomxomHm ma Ou OBa METONA MOBEJA [0 KANAIUTETA
KaHaJIa Be3e ca 3a1aTOM MaTPUIIOM MpeJa3HuX BepoBaTHOoNA:

e MaTpuia He MOpa OWTH KBaApaTHA M HE MOPA ODWUTW HECHHIyJIapHA,
® BOIU CE€ PauyHa U O I[€HU IIPEHOCA CBAKOI 3HAKA,

e MeTOla Ce 3aCHMBA Ha KOHBEKCHOCTHU (je HeompebheHocTn m mpobiem
pemaBaMoO MeTOAaMa KBa3U-KOHBEKCHOT IPOTPaMUPAA.

MMPOBJIEM:
JaT HaM je OuCKpeTaH KaHaJ Be3e 0e3 MeMOpHje CBOjOM MaTPHUIIOM
npeJsiasHux BepoBaTHONA:

P = (plj)7Z: 1anaj: 17m
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PijZO,i:m7j=m,Z:1,j:1,m

IIpernocraBumo, masme, ma HeMa HyJaTux Bpcra. Jlakie, 3a cBaky pacio-
Oely Ha yiaa3y:

n
- . N g § : —
p _(pla"'7p7b)7pi20a2_1an7 pl_l
il
U UMaMO 3a4aTu ~MEeHOBHUK yJIa3HUX 3HAKOBA!

— ) LT
¢ =(c1,...,¢n);¢; 20,a=1,n.

Bp3wuua npenoca kpo3 matm KaHAJ Be3e ce Ae(UHUIIE KAo:

(») ::ZZ quln Z Pij 1
i=1 j=1 k=1

PrDPik ZJ 1ijj

Iaxrie:
C= max R(p), P :Ckynm mONyCTUBUX pacrozesaa p.
e

3a mame morpebe je JOBOJLHO y3eTH:

P={p|lpZ0i=Tmy =

=1

YBemumo caenche o3mnake:

n
Qj = Zpijln(pij)
i=1
n
qi = sz‘jpm
j=1

(n3nasHa pacmozmena BepoBaTHONA)
(In(@); = In(g;),i =1,m

§=(p1,--sPnq1y - qm)
n n
S={31p; 20> ;0= pijpj}
j=1 j=1

(<@ p>—-<qgln(@>) [
Rls) = <Gp> (3

IIpobaem, cama, mocraje:

CTwy A0

Mopamo npoBepuru:
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e S je KoHBekcaH moauemap y EnT™
e f u g cy mosuruBHe HaI S

e R je memperumHa y S 1 HenpeKuIHO audepeHirjabuina y Hempa3HoM

CKyTy:
SV .={5]|s€8,q >O,i=1,_r)n}.

Ilakne, R noctmke cBOj MakcuMyM 3a GapeMm jemHo S € S.
IIpebumo na meromy:

kopak 1 moummenmo ca § € S° npomssomunm (o6uuno ce kpehe ca pasHOMEp-
HOM DAacCIIOAEIIOM)

Kopak 2 :3a nato 5F € SO mamasumo 5° € S Tako ma je:

rgr = max rgx(8)
ses

rg1(8) = f(8")+ < 9f(5"),(5-38") >
g(sh)+ < 9g(s1), (5 — s1) >

KOpakK 3 :Ha OJCEUKy
By

)

1

ompebyjemo rauxy 5#*! Taxsy ma je:

R(5**1) = r[nax | R(s)
e[k, gk

Kopak 4 :BpaTuUTU Ce Ha KOPakK 2 ca BpemHomny L

Beoma ycmemny meronmy 3a ompebuBame kamarmurera KaHaJa MOMKETE
wahu y pany Suguru Arimoto, "An Algorithm for Computing the Capacity of
Arbitrary Discrete Memoryless Channels”, IEEE Transactions on Information
Theory, vol. IT-18, No. 1, January 1972.
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IIOTJIABJBLE 3.

KAHAJIM BE3E



Ilorgasdne 4

HpeHOC IIO JATARA RAHAJIOM
BE3€e

4.1 O KOmTy M rpeniu

[MpernocraBuhemo ma cMO moJATKE TPUIPEMUINA 38 MPEHOC KAHAJIOM Be3e,
Tj. Ja CMO OTKJOHWJIN CBAKYy MOTYNy CYBUIIHOCT KaO IITO CMO TO objac-
HUIU paHuje (TeopeMa Komupama 3a KaHaje Be3e 0e3 myMoBa).

ITopyky kojy masmemo Gupamo u3 ypebenor ckyma W € {1,2,...,M}
nobujajyhu v™(W). Ilakie, He maJ/seMO CJIOBO IO CIOBO KPO3 KAHAJ BE3e
Beli, wWoxHO mpoueHu, CIOBA MOBE3YjeMO Yy M-TOPKe (HUCKe).

Hakon nmposnacka HUCKe KPO3 KAHAJ Be3e, Ha U3J1a3y, JOOUjaMo CIIyJYajHy
HUCKY 0" carJacHo yCJIOBHOj pacmonenu BeposatHoha p(v™|u™) rme je
p(vi|uf,v*~1) = p(vp|ug), k = 1,2,...,m mro y cayuajy ma je xamam 6e3
NOBPATHE COpEere, Tj. aKO yJa3HU 3HAKOBU HE 3aBUCE OJ MPOILINX U3JIa3HUX
sHaroBa, Tj. p(ug/uf~1,vF71), naje p(v™u™) = [[i%, p(vilus)..

Carusacuo ogrosapajyhem npasuiny npenosnasama nmorahamo oGesnexje
3a W. Ako ce obenexkje He MORJIANA YYNHUIM CMO I'DEIIKY IPENO3HABAKA,
y CYIPOTHOM CMO IIPABUIIHO MPENO3HAJMN.

(M, m)-x0n 3a ranax (U, p(v|u),V) cacroju ce ox:

e Ypebenor ckyma {1,2,...,M}.

o IIpeciurasama (kO6mupama) u™ : {1,2,..., M} — U™ koje maje rOxHEe
peun u™(1),u™(2),...,u™(M). Cryn KOQHUX peur HA3UBAMO KOITHOM
KEbUTOM.

e IIpeciukaBama mpeno3nasama (nexdmupama) g: V™ — {1,2,... M},
KOje je HeCcJaydajHO IPaBUJIO KOje CBAKO] MOryhoj M3Ja3HOj] M-TOpPIU
IPUAPYIKYje OIEHY.

Hexa je:
X = P{g(v™) # ilu™ = u™ (i)} = 37 po™|u™ (1)) Lg(um)
o

yCJIOBHA BepoBaTHONA T'pemke ako je mocaaTa ped ca obesexkjem i, Tae je
14 maguraTop morabaja A.

35
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Hajseha Beposatnoha rpemxe 3a (M, m)-0x je
A = max{\]i =1,2,..., M}.

Cpenma BeposatHoha rpemke 3a (M, m)-ko1 je

1 M
P — 7 > i
=1

Bpsuna (M, m)-k61a je R = % OuTAa IO CBAKOM II0j€AMHAYHOM IPEHO-
cy.

Bpsuna mperoca R je moctmwxma axo mocroju mus ([2MR],m) wdmosa
raxBux na HajBeha BepoBarmoha rpemke A™) — 0, m — co.

Kananurer ranana Bese je ropma Mebha (supremum) CBUX DOCTIKHUX
Op3uHa mpeHoca.

Hacayhyjemo ma he, 3a moBo/sHO ayre KOmHE peun, Ipu Op3MHAMA
HENOCPENHO UCIOM KamanureTa outu Moryhe ocTBapuT IPOU3BOJHHO MAILY
BepoBaTHONY rpemke.

Cpakako, IIOCTOje pa3HU MPUCTYIM MPaBUIUMa nperno3nasama. Meby-
THUM, CKOPO CBa KopucTe ocobuny kojy nasusamo AEP(Asymptotic Equipar-
tition Property). He, mehiy mokymasatu na To mpesemem.

Axo mocMarpaMo Ha Ty O0COOUWHY U3 Teopuje BepoBaTHONa TO je Beoma
jemHOCTaBHA IMOCJIEAUIA 3aKOHA BEJIUKUX OpojeBa. 3aKOH BEJIUKUX Opoje-
Ba KayKe [a aKO MMaMO HU3 HE3aBUCHUX jeTHAKO PACHOIEJHEHUX CILYUajHO

n
npoMmenmuBux X;, i = 1,2,... Tana % > X, je 3a OBOJLHO BENUKO N BINCKO

i=1
EX;.

Teopema 4.1.1 (AEP) Hexa cy X;, ¢ = 1,2,... nesasuchne u jednaxo pac-
nodemene (caznacno p(x)). Tada —Llogp(X1, Xo,...,X,) — H(X1) y eepo-
eammnohu.

Ioka3 4.1.1 Axo npumenumo UCmo nNPecAuKa8amhe M HE3ABUCHE jeOHAKO
pacnodemene CAyuajHo npomenpuse 006ujamo HezasucHe jeonaro pacnode-
SLEHE CAYYATHO MPOoMeHpUuBe. Y HAULEM CAYHAJY HEKAQ je Mo Npecauxasamne
—logp(X;). Tada, cxoono saxony eeaurur bpojesa, uMamo:

1 1 &
——logp(X1, Xz, X,) = —E;bgp(Xi)

— —Elogp(X1) y eeposammnohu
= H(Xy)

O

OBa jemHocTaBHa mOCjIenuIa je BeoMa 3HadajHa jep HaM oMmMoryhyje na
CKyI N-TOPKU IONEJUMO Ha JBa MOJCKyIa. JenaH, CKyIl TUNUYHUX, IPU-
OMMKHO jemHAKWX BepoBaTHONA Koje y 30upy m3HOCEe OJIUCKO je AMHUNU U,
APYTHY, CKYIl HETUMUYHUX KOjU y 30upy mMajy BepoBaTHONY OauCKy HyJu.
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3a Hucky (r1,Z2,...,%,) Hemo pehin ga je tunuusa (mpumajga CKymy
7") ako je

27n(H(X1)+e) § p(xh T2, ... 7'In) § 27n(H(X1)+e).

Teopema 4.1.2 Ckyn 71" uma caedehe ocobune:

1. Axo je (x1,22,...,2Zn) € T" mada je

1
H(X;)—€eZ —glogp(xl,x%...,:vn) SH(X)) +e

2. P{7"} > 1 —€ 3a n dogowHo eesuxo.

3. #f]zn é 271(H(X1)+e).

4. #T" 2 2 (H(X1)=€) 34 0 0osonmHo Beaurko.

Jloxkas 4.1.2 3a 1. Caedu nenocpedno na ocrosy dedunuyuje ckyna 7.

3a 2. Caedu nenocpedno Ha ochosy npemzrodno dokasane meopeme. Haume,
seposammnohia doeahaja (X1, Xs,...,X,) € T meacu 1 3an — oco. Aax-
ae, 3a ceaxo § > 0 nocmoju ng maxeo 0a je 3a cae n = Ny UCTYHEHO

1
P{| - Elogp(Xl,XQ,.--,Xn) _H(X1)| < 6} >1-0.

Cmaemajyhu da je § = € dobujamo 2.

3a 3.

S

XEX™

> px)

xeTn
Z 277’L(H(X1)+6)
xeTn

2—7L(H(X1)+e)#z];n ; m_]
on(H(X1)+e)

v

v

#1"

€

A

3a 4. 3a dosonno seauro n umamo da je P{T"} > 1 — ¢ me je

1—e¢ < P{7}
< Z 9—n(H(X1)—e)
xETr
— Q*H(H(Xl)*f)#']’sn . mj.
#I 2 (1- g2,
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IIpe mero ca ynyrumo Ka IiaBHO] TeopeMu Tepoje mHpopMaluje obpa-
TAMO Ta:KBy Ha TBpDeme koje HaM y HampemanM (HAjONINTUjUM) CIydaje-
BUMa JOKa3a FOPEINOMEHYTe TeOPEMe 3HAUAJHO IOMAaKE.

Yrynua seposaraoha rpemke y nperocy nara je xao » P(i)\; rae je P

2

pacnozmena BepoBaTHONe Ha yia3y y KaHaJ Be3e.
Teopema 4.1.3 Hexa nam je dam xanan gese. Hexa je )\(m)(p, P) seposam-
Hoha epewre ako je pacnodeaa wWyma Yy KaHaAY 300aMa €4 P 4 PACNOOEAd HA

ynazy dama ca P. Hexa je, dawe, PO pasnomepna pacnodena seposammohe
Ha yaazy y damu Kanaa eeze. Tada je

A (p, P) £ 2™ (p, PO).

ITokaz 4.1.3 3adajmo npecaurasama xkoéoupamwa u npenosnasanwa f u g. He-

xa je A(u) = > pylf(w). Jaxae, mo je seposamnoha epewre aro
y:g(y)#(u)
je nocaamo u. Yxynna eeposammnoha epewxe je, mada, ». P(u)(u). Axo
ucl

NPOMEHUMO Pedocaed KOOHUT peut (NepmMymayujom T) dobujamo nosy yrynHy
aeposamnohy epewxe N(m) = >, Pu)A(w(u)). ¥ cayuajy xada je P = PO
u€eU

yKynHa seposammuoiia zpewre He 3a8ucy 00 T U jeOHaxa je ﬁ %{)\(u) =\
u

3a ceary pacnodesy eeposamnoha P nocmoju m maxea da je A\(m) < .
Jednocmaerno, yamumo cayuajny nepmymayujy I, 20e cy cee nepmymanuje
cxyna U jeowaxo eeposamme. Tada je

min A\(7) SEX7) =E Z P(u)A(mu)

s
ueU

wmo je jeonaro

1 B _
> P(wEA(mu) =Y P(u)% > @) = A

ueU ueU acU

Laxae, 3a ceaxo f u g momcemo nHahiu Hosa npasusa KOOUPAHA U NPENo3-
nasamwa ca yxynrwom eeposammohom zpewre ne eehiom 00 A(P°, f,g). Mumru-
musyjyhu no f u g dobujamo mephero. (]

4.2 llpaBujsa mpeno3HaBama

Y ommTeM ciIydajy IpaBuia IPENO3HABAHKA Ce Neje Ha OCHOBY TOra na JII
OHAj KOJU BPIIM MPENO3HABAaKE [MO3HAje PACIOAely BepoBaTHONEe Ha yiasy
y KaHaJI Be3e MM He. Y OPBOM CJIy4Yajy KaykKeMO Oa MMAaMO HUIEAJHOL IIOC-
MaTpadva OOK y APYTOM CIIydajy MMaMoO IIPENO3HaBame 0 IpaBuily Hajsehe
BEPOTOCTOJHOCTH.

Y mpaBumiy MOEAJHOT IIOCMATPAUa IIPENO3HAjeMO MOCIATY Ped Ha OC-
HOBY npuMibeHe Tpaskehu najsehy makuanmy (a posterior-uy) seposaruohy.

P(u)p(v|u)

P{ mocnato je u| mpumibero je v} =
p(v)

)
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rue je

v) = ZP(u)P vlu

Y npasuiy HajBehe BepoOOCTOJHOCTU IPEIO3HAjEMO IOCIATY Ped Ha
ocHOBY npumMibeHe tpaxkehu najsehy nperxonny (a prior-uy) Bepoaruohy

p(v|u).

Teopema 4.2.1 (i) 3a ceaxo npaguso npenoznasana, udCarty NOCMAMPAY
daje Hajmamy ykynuy eeposamuohy epewre mehy ceum npenosHasasu-
MG,

(i) Axo je yaasna nopyka pasromepro pacnodeserna Had ckynom U u axo je
nPaAsUA0 KOOUPamwa makxeo 0a cy cae mozyhe Ko0He pevu 3a c8aKy Nopyxy
jeonarxo eeposammue u3 cKyna c8ur KOOHUL pexu mada ce Npasuso ude-
AANO0Z NOCMAMPANa U NPasuso Hajeehe aepodocmojrocmu nokAanajy.

Iloka3z 4.2.1 Ilowmo je umenuarat, 3a0am npumMbeROM PeYjy U 0Cmaje Ham
0a bpojunay ywunumo wmo je moeyhe eehum . Illpemnocmasumo 0a xopucmu-
Mo Pynryuje fu g 3a kO0upame myj. npenosnagamwe. Tada je yxynna eeposam-
Hoha epewxe

ZP(W =14)p(g(v) # u| nocaamo je u(i))
U
=> Y pUw

v y:g(y)#u
=> > p)pylx)
Y za#g(y)

:Z Z p(ylz) — Zp p(ylg(y))
—1—Zp P(ylg(y))-

Ynpaso npasuso weasnoz NOCMaAMPaa MpParcy 06 C8AKYU YAGH NOCAEOHER
sbupa 6yoe wajeehu moeyhu. Jaxae, yeo 30up je, mada, wajeehu a yxkynHa
eeposammoha epeuke najmana.

Apyeu deo meopeme ce dokasyje jeOHOCMABHOM DALYHUYOM.

O

Teopema 4.2.2 Axo cy uzsopre nopyke jednaxo pacnodemene nad cxynom U
U AKO KOPUCTUMO NPABUA0 Hajeehe 86epo0ocmojrhocmu U KOOUPAMO NPABUAOM
f, mada yxynna eeposammnoha epewre 3600805080

Z S P{p(YIf(u) Z p(Y]f()|U = u}.

uEZ/l u' eU:u'#u

Jlokas 4.2.2 Mozyhnocmu 3a epewry cy:

pY|f(w)) 2 p(Y|f(u)) 3a nexo v # u,
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e p(Y|f(vw)) =p(Y|f(u)) 3a nexo v’ # u wmo ykwyuyje u cayuaj xada je
u

flu) = flu),

mj. da nema zpewre xada je p(Y|f(uw')) < p(Y|f(w)), sa ceaxo v’ # u.
Taoa je seposammoha epewre

P( yuumena je epewra U = u)
= P{p(Y[f(u) 2 p(Y[f(y)), sa mexo v’ #u|U =U}
< Y PRYIf(W) Zp(Y[f)|U = u}.

u' €eU:u'#u

Mwuoxcehu ca ﬁ u cabupajyhiu no u 3a8pPUWABAMO 00KA3.
O

Tepheme ce nako npenpassba y CiIydajy Oa HUje y IUTABY PABHOMEDHA
pacnozesa Beli Heka apyra, 3anara (pemuMmo ¢), 3aMEHOM MHOKHIOLA #17
ca q(u).

Ilopen mecayuajuux npaBuia KOOUpPakHa U IPENO3HABAKHA KOPUCTUMO U
cayduajHa mpaBumia KOOUpama Tae ce KOmHa ped Ompa caydajHo u3 KOmHe
kmure. lIpegHocTu cayvajHOr KOOUparma Cy TO IITO U3 MOCTOjama ~ M0-
Opor” cayuajHor KOAEpa CIeAU U MOCTOjame ~’ mobpor” HecIyJYajHOT U IITO
ce pauyyHame KOJ CIYYajHUX KOJOBA YMECTO MUCKPETHE ONTUMU3AIjE CBO-
U Ha ONTUMU3ANN]Yy HAL BEPOBATHOCHUM DPAaCIOIEJaMa IITO je yIooOHuje.
Mama je Ta mTO, MakKo ca 3aHeMapJLMBOM BepoBaTHONOM Mo3e mohwu m0
cayuaja ma mobujeHu KOO HUje jemaH-y-jemaH, Tj ma ce KOOHE pevud 3a IBe
Pa3IUUUTE MOPYKE IMOKJIOIE.



