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Motivacija

Velika kosmoloxka opservaciona otkri�a:

Velike orbitalne brzine galaksija unutar jata galaksija
(F.Zwicky, 1933),

Velike orbitalne brzine zvezda u spiralnim galaksijama
(Vera Rubin, kraj 1960-tih),

Ubrzano xire�e vasione (1998. godina).

Veliki prasak

Veliki prasak predstav	a kosmiqki singularitet opxte
relativnosti. Naime, pod priliqno opxtim uslovima,
opxta relativnost daje kosmoloxka rexe�a pri kojima je
vasiona na svom poqetku veliqine nula, xto znaqi da je
gustina materije beskonaqna.

Primetimo da kada fiziqka teorija sadr�i singularitet,
onda ona nije va�e�a u okolini singulariteta i mora biti
modifikovana na odgovaraju�i naqin.
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Pristupi rexava�u problema

Postoje dva pristupa:

tamna materija i tamna energija i

modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije.

Gµν + Λgµν = 8πGTµν , c = 1

gde je Tµν tenzor energije-impulsa, gµν je metriqki tenzor, Rµν
je Riqijev tenzor i R je skalarna krivina.
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Tamna materija i tamna energija

Ako je Ajnxtajnova teorija gravitacije primen	iva na
celokupnu vasionu tada vasiona sadr�i oko 5% vid	ive
(obiqne) materije, 27% tamne materije i 68% tamne
energije.

To znaqi da 95% ukupne materije, ili energije, predstav	a
tamnu stranu vasione, qija priroda je za sada nepoznata.

Tamna materija je odgovorna za orbitalne brzine u
galaksijama, a tamna energija je odgovorna za ubrzano
xire�e vasione.
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Modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije

Motivacija za modifikaciju Ajnxtajnove teorije gravitacije

Ajnxtajnova teorija gravitacije nije proverena na velikim
kosmiqkim rastoja�ima.

Postoja�e tamne materije i tamne energije nije
eksperimentalno potvr�eno.
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Pravci modifikacije Ajnxtajnove teorije
gravitacije

Postoje razliqiti pravci modifikacije Ajnxtajnove teorije
gravitacije.

Ajnxtajnova opxta teorija relativnosti

Varijacijom dejstva S =

∫ (R− 2Λ

16πG
+ Lm

)√
−gd4x dobijamo

jednaqine kreta�a.

Jednaqine kreta�a

Rµν − 1
2Rgµν = 8πGTµν − Λgµν , c = 1

gde je Tµν tenzor energije-impulsa, gµν je metriqki tenzor, Rµν
je Riqijev tenzor i R je skalarna krivina.
Glavni savremeni pravci modifikacije:

f(R) modifikacija

nelokalna modifikacija
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Nelokalna modifikacija

Pod nelokalnom modifikacijom gravitacije podrazumevamo
zamenu skalarne krivine R u Ajnxtajn-Hilbertovom dejstvu sa
podesnom funkcijom F (R,�), gde je � = ∇µ∇µ Dalamberov
operator, a ∇µ oznaqava kovarijantni izvod.

Neka je M sada qetvoro-dimenziona pseudo-Rimanova
mnogostrukost sa metrikom (gµν) signature (1, 3). Razmatramo
klasu modela nelokalne gravitacije bez materije koja je data
slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+RpF(�)Rq

)√
−g d4x,

gde je F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n, p i q su realne konstante i Λ je

kosmoloxka konstanta.
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FRW metrika

Koristimo Fridman-Robertson-Vokerovu (FRW) metriku

ds2 = −dt2 + a2(t)
(

dr2

1−kr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
)
, k ∈ {−1, 0, 1}.

R =
6(a(t)ä(t)+ȧ(t)2+k)

a(t)2

U sluqaju FRW metrike za Dalamberov operator va�i

�R = −R̈− 3HṘ, H = ȧ
a
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Varijacija dejstva S i jednaqine kreta�a

Jednaqine kreta�a su

− 1

2
gµνR

pF(�)Rq +RµνW −KµνW +
1

2
Ωµν = −Gµν + Λgµν

16πG
,

Ωµν =

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
gµν∇α�lRp∇α�n−1−lRq

− 2∇µ�lRp∇ν�n−1−lRq + gµν�
lRp�n−lRq

)
,

Kµν = ∇µ∇ν − gµν�,
W = pRp−1F(�)Rq + qRq−1F(�)Rp.
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Trag i 00-komponenta jednaqina kreta�a

Pretpostavimo da mnogostrukost M ima FRW metriku. Tada
imamo dve linearno nezavisne jednaqine (trag i 00-jednaqinu):

− 2RpF(�)Rq +RW + 3�W +
1

2
Ω =

R− 4Λ

16πG
,

1

2
RpF(�)Rq +R00W −K00W +

1

2
Ω00 = −G00 − Λ

16πG
,

Ω = gµνΩµν .
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Kosmoloxka rexe�a u modelima nelokalne
modifikacije

Razmatramo klasu modela nelokalne gravitacije bez materije
datu slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+RpF(�)Rq

)√
−g d4x.

U nastavku razmatramo tri relativno jednostavna nelokalna
modela:

p = 1, q = 1,

p = −1, q = 1,

p ∈ N, q ∈ N

Ivan Dimitrijevi� Nelokalna modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije



Nelokalna

modifikacija

Ajnxtajnove

teorije

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Prvi sluqaj: p = 1, q = 1

Za p = q = 1 naxe dejstvo postaje

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+RF(�)R

)√
−g d4x.

Ovaj model je atraktivan zato xto pomo�u �ega nalazimo
kosmoloxka rexe�a koja ne sadr�e singularitet u poqetnom
trenutku t = 0.
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Da bismo rexili jednaqine kreta�a koristimo slede�i anzac:

�R = rR+ s, r, s ∈ R

Slede�a lema sadr�i prve dve posledice ovog anzaca.

Lema

Va�i:

�nR = rn(R+
s

r
), n ≥ 1, F(�)R = F(r)R+

s

r
(F(r)− f0).
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Slede�a dva rexe�a zadovo	avaju linearni anzac:

Nesingularno kosmoloxko rexe�e sa preskokom

a(t) = a0e
1
2

√
Λ
3 t

2

za k = 0 (A. Koshelev i S. Vernov ).

Nesingularno kosmoloxko rexe�e sa preskokom

a(t) = a0 ch
(√

Λ
3 t
)
za k = 0 ( T. Biswas, T. Koivisto, A.

Mazumdar i W. Siegel ).

Ivan Dimitrijevi� Nelokalna modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije



Nelokalna

modifikacija

Ajnxtajnove

teorije

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

Neka je skaliraju�i faktor oblika

a(t) = a0(σeλt + τe−λt), a0 > 0, λ, σ, τ ∈ R.

Direktnim raqunom dobijamo:

Lema

Va�i:

H(t) =
λ(σeλt − τe−λt)
σeλt + τe−λt

,

R(t) =
6
(
2a2

0λ
2
(
σ2e4tλ + τ2

)
+ ke2tλ

)
a2

0 (σe2tλ + τ)
2 ,

�R = −
12λ2e2tλ

(
4a2

0λ
2στ − k

)
a2

0 (σe2tλ + τ)
2 .

Ivan Dimitrijevi� Nelokalna modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije



Nelokalna

modifikacija

Ajnxtajnove

teorije

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

Neka je skaliraju�i faktor oblika

a(t) = a0(σeλt + τe−λt), a0 > 0, λ, σ, τ ∈ R.

Direktnim raqunom dobijamo:

Lema

Va�i:

H(t) =
λ(σeλt − τe−λt)
σeλt + τe−λt

,

R(t) =
6
(
2a2

0λ
2
(
σ2e4tλ + τ2

)
+ ke2tλ

)
a2

0 (σe2tλ + τ)
2 ,

�R = −
12λ2e2tλ

(
4a2

0λ
2στ − k

)
a2

0 (σe2tλ + τ)
2 .

Ivan Dimitrijevi� Nelokalna modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije



Nelokalna

modifikacija

Ajnxtajnove

teorije

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

Teorema

Skaliraju�i faktor oblika a(t) = a0(σeλt + τe−λt) je rexe�e
jednaqina kreta�a u slede�a tri sluqaja:
Sluqaj 1.

F
(
2λ2
)

= 0, F ′
(
2λ2
)

= 0, f0 = − 1

128πGCΛ
.

Sluqaj 2.
3k = 4a2

0Λστ.

Sluqaj 3.

F
(
2λ2
)

=
1

192πGCΛ
+

2

3
f0, F ′

(
2λ2
)

= 0, k = −4a2
0Λστ.

U sva tri sluqaja va�i 3λ2 = Λ.
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Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

Primetimo da va�i:

�R = 2λ2R− 24λ4, r = 2λ2, s = −24λ4.

Koriste�i parametre r i s dobijamo

�nR = (2λ2)n(R− 12λ2), n ≥ 1,

F(�)R = F(2λ2)R− 12λ2(F(2λ2)− f0).

Zame�uju�i prethodne izraze u trag i 00-komponentu dobijamo

36λ2F(2λ2)(R− 12λ2) + F ′(2λ2)
(

4λ2(R− 12λ2)2 − Ṙ2
)

− 24λ2f0(R− 12λ2) =
R− 4Λ

16πGC
,

(2R00 +
1

2
R)
(
F(2λ2)R− 12λ2(F(2λ2)− f0)

)
− 1

2
F ′(2λ2)

(
Ṙ2 + 2λ2(R− 12λ2)2

)
− 6λ2(F(2λ2)− f0)(R− 12λ2) + 6HF(2λ2)Ṙ = − 1

16πGC
(G00 − Λ).
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Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

Zame�uju�i a(t) u prethodne jednaqine dobijamo slede�e dve
jednaqine u obliku polinoma po e2λt:

a4
0τ

6

4πG

(
3λ2 − Λ

)
+ 3a2

0τ
4Q1e

2λt + 6a2
0στ

3Q2e
4λt − 2στQ3e

6λt

+ 6a2
0σ

3τQ2e
8λt + 3a2

0σ
4Q1e

10λt +
a4

0σ
6

4πG

(
3λ2 − Λ

)
e12λt = 0,

τ6a4
0

8πG

(
3λ2 − Λ

)
+ 3τ4a2

0R1e
2λt + 3τ2R2e

4λt + 2στR3e
6λt

+ 3σ2R2e
8λt + 3σ4a2

0R1e
10λt +

σ6a4
0

8πG

(
3λ2 − Λ

)
e12λt = 0,
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Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

gde je

Q1 = 72Cλ2KF(2λ2) + a2
0(−192Cf0λ

4 +
λ2

πG
− Λ

2πG
)στ

+ 48Cf0kλ
2 +

k

8πG
,

Q2 = 144Cλ2KF(2λ2) + a2
0(−384Cf0λ

4 +
7λ2

8πG
− 5Λ

8πG
)στ

+ 96Cf0kλ
2 +

k

4πG
,

Q3 = −648Ca2
0λ

2στKF(2λ2) + 288Cλ2K2F ′(2λ2)

− a2
0k(432Cf0λ

2 +
9

8πG
)στ + a4

0(1728Cf0λ
4 − 3λ2

πG
+

5Λ

2πG
)σ2τ2,

i K = 4a2
0λ

2στ − k i
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Nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom

R1 = Q1 −
3λ2 − Λ

4πG
στa2

0,

R2 = −12C
(
k − 12a2

0λ
2στ

)
KF(2λ2)− 72Cλ2K2F ′(2λ2)

+
a2

0k

2πG

(
384πGCf0λ

2 + 1
)
στ

− a4
0σ

2τ2

8πG

(
6144πGCf0λ

4 + λ2 + 5Λ
)
,

R3 = −36C
(
k − 6a2

0λ
2στ

)
KF(2λ2) + 72Cλ2K2F ′(2λ2)

+
9a2

0k

8πG

(
384πGCf0λ

2 + 1
)
στ

− a4
0σ

2τ2

4πG

(
6912πGCf0λ

4 + 3λ2 + 5Λ
)
.
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Zak	uqak, p = 1, q = 1

Razmatrali smo nelokalni model gravitacije sa
kosmoloxkom konstantom Λ i bez materije.

Koriste�i anzac �R = rR+ s pronaxli smo tri tipa
nesingularnih rexe�a sa preskokom za kosmoloxki
skaliraju�i faktor oblika a(t) = a0(σeλt + τe−λt).

Primetimo da sva dobijena rexe�a zadovo	avaju

ä(t) = λ2a(t) > 0.

Rexe�a postoje za sve tri vrednosti konstante k = 0,±1.
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Drugi sluqaj p = −1, q = 1

Ovaj model je dat slede�im dejstvom

S =

∫
M

( R

16πG
+R−1F(�)R

)√
−g d4x,

gde je F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n. Kada uzmemo f0 = − Λ

8πG , tada f0

preuzima ulogu kosmoloxke konstante.

Nelokalni qlan R−1F(�)R je invarijantan u odnosu na
transformaciju R→ CR. To znaqi da u sluqaju FRW
metrike uticaj nelokalnosti zavisi samo od naqina na koji
skalarna krivina R zavisi od vremena t, a ne zavisi od
intenziteta R.
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Neka kosmoloxka rexe�a stepenog oblika

Sada rexavamo jednaqine kreta�a za kosmoloxki skaliraju�i
faktor a(t) i odgovaraju�e R:

a(t) = a0|t− t0|α,

R(t) = 6
(
α(2α− 1)(t− t0)−2 +

k

a2
0

(t− t0)−2α
)
.
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

Teorema

Za k = 0, α 6= 0, α 6= 1
2 i 3α−1

2 ∈ N skaliraju�i faktor oblika
a = a0|t− t0|α je rexe�e jednaqina kreta�a ako va�i

f0 = 0, f1 = − 3α(2α− 1)

32πG(3α− 2)
,

fn = 0 za 2 ≤ n ≤ 3α− 1

2
,

fn ∈ R za n >
3α− 1

2
.
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

U ovom sluqaju, imamo slede�u zavisnost od parametra α :

a = a0|t− t0|α, H = α(t− t0)−1,

R = r(t− t0)−2, r = 6α(2α− 1),

R00 = 3α(1− α)(t− t0)−2, G00 = 3α2(t− t0)−2.

Sada izrazi �nR i �nR−1 postaju

�nR = B(n, 1)(t− t0)−2n−2, �nR−1 = B(n,−1)(t− t0)2−2n,

B(n, 1) = r(−2)nn!
n∏
l=1

(1− 3α+ 2l), n ≥ 1, B(0, 1) = r,

B(n,−1) = (r)−12n
n∏
l=1

(2− l)(−3− 3α+ 2l), n ≥ 1, B(0,−1) = r−1.
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

Primetimo da va�i B(1,−1) = −2(3α+ 1)r−1 i B(n,−1) = 0
ako je n ≥ 2. Tako�e, dobijamo

F(�)R =

∞∑
n=0

fnB(n, 1) (t− t0)−2n−2,

F(�)R−1 = f0B(0,−1) (t− t0)2 + f1B(1,−1).
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

Zame�uju�i ove jednaqine u trag i 00 komponentu dobijamo

r−1
∞∑
n=0

fnB(n, 1) (−3r + 6(1− n)(1− 2n+ 3α)) (t− t0)−2n

+ r
1∑

n=0

fn (rB(n,−1) + 3B(n+ 1,−1)) (t− t0)−2n

+ 2r
∞∑
n=1

fnγn(t− t0)−2n =
r2

16πG
(t− t0)−2,

∞∑
n=0

fnr
−1B(n, 1)

(r
2
−An

)
(t− t0)−2n +

1∑
n=0

fnrB(n,−1)An (t− t0)−2n

+
r

2

∞∑
n=1

fnδn(t− t0)−2n =
−r2

32πG

α

2α− 1
(t− t0)−2,
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

gde je

γn =
n−1∑
l=0

B(l,−1)(B(n− l, 1) + 2(1− l)(n− l)B(n− l − 1, 1)),

δn =
n−1∑
l=0

B(l,−1)(−B(n− l, 1) + 4(1− l)(n− l)B(n− l − 1, 1)),

An = 6α(1− n)− r α− 1

2(2α− 1)
=
r

2

3− 2n− α
2α− 1

.

Prethodne jednaqine se mogu razlo�iti u sistem parova jednaqina u
odnosu na svaki koeficijent fn. U sluqaju n > 1, imamo slede�e
parove:

fn
(
B(n, 1) (−3r + 6(1− n)(1− 2n+ 3α)) + 2r2γn

)
= 0,

fn

(
B(n, 1)

(r
2
−An

)
+
r2

2
δn

)
= 0.
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

Ako je 3α−1
2 prirodan broj dobijamo:

B(n, 1) = r4nn!
( 3

2 (α− 1))!

( 3
2 (α− 1)− n)!

, n <
3α− 1

2
,

B(n, 1) = 0, n ≥ 3α− 1

2
,

γn = 2B(0,−1)B(n− 1, 1)(3nα− 2n2 − 3α− 1), n ≤ 3α− 1

2
,

δn = 2B(0,−1)B(n− 1, 1)(2n2 + 3n+ 3α− 3αn+ 1), n ≤ 3α− 1

2
,

γn = δn = 0, n >
3α− 1

2
.
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Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

Ako je n > 3α−1
2 , onda je B(n, 1) = γn = δn = 0. Tada je sistem

trivijalno zadovo	en za proizvo	ne vrednosti koeficijenata fn.
Sa druge strane, za 2 ≤ n ≤ 3α−1

2 sistem ima samo trivijalno
rexe�e fn = 0. Za n = 0 gore pomenuti par jednaqina postaje

f0

(
− 2r + 6(1 + 3α) + 3rB(1,−1)

)
= 0, f0 = 0

i �egovo rexe�e je f0 = 0. Jox nam je ostao sluqaj n = 1 koji se
svodi na slede�i sistem

f1

(
− 3r−1B(1, 1) + rB(1,−1) + 2γ1

)
=

r

16πG
,

f1

(
A1(rB(1,−1)− r−1B(1, 1)) +

1

2
(B(1, 1) + rδ1)

)
=
−r2

32πG

α

2α− 1
,

qije je rexe�e f1 = − 3α(2α−1)
32πG(3α−2) .
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Sluqaj k = 0, α→ 0 (prostor Minkovskog)

Teorema

Za k = 0 i kada α→ 0 jednaqine kreta�a su zadovo	ene ako
va�i

f0, f1 ∈ R, fi = 0, i ≥ 2.

Ovo izgleda kao rexe�e Minkovskog, ali poxto su svi
fn = 0, n ≥ 2 ovaj model nije nelokalni model gravitacije zadat
dejstvom S. Odavde sledi da gor�a kosmoloxka rexe�a
stepenog oblika nemaju prostor Minkovskog kao svoju pozadinu.
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Sluqaj k = 0, α→ 1
2

Teorema

Za k = 0 i kada α→ 1
2 jednaqine kreta�a su zadovo	ene ako

va�i

f0 ∈ R, fi = 0, i ≥ 1.
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Sluqaj k 6= 0, α = 1

Neka je k 6= 0. Sa ci	em da pojednostavimo izraz za skalarnu
krivinu

R(t) = 6
(
α(2α− 1)(t− t0)−2 +

k

a2
0

(t− t0)−2α
)

imamo tri mogu�nosti: α = 0, α = 1
2 i α = 1. Prve dve mogu�nosti

ne daju rexe�a koja zadovo	avaju jednaqine kreta�a. U nastavku
analiziramo sluqaj α = 1.

Teorema

Za k 6= 0 skaliraju�i faktor oblika a = a0|t− t0| je rexe�e
jednaqina kreta�a ako va�i

f0 = 0, f1 =
−s

64πG
, fn ∈ R, n ≥ 2,

gde je s = 6(1 + k
a2

0
).
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Zak	uqak, p = −1, q = 1

Iz modifikovane gravitacije sa nelokalnim qlanom
R−1F(�)R izveli smo neka kosmoloxka rexe�a stepenog
oblika a(t) = a0|t− t0|α.
Ova rexe�a nemaju za pozadinu prostor Minkovskog.
Va�no je napomenuti da postoji rexe�e a(t) = |t− t0| koje
odgovara Milneovoj vasioni za k = −1.
Sva rexe�a stepenog oblika koja smo predstavili
a(t) = a0|t− t0|α imaju skalarnu krivinu jednaku
R(t) = 6

(
α(2α− 1)(t− t0)−2 + k

a2
0
(t− t0)−2α

)
, koja

zadovo	ava relaciju �R = qR2, gde parametar q zavisi od
α.
Konaqno, naxa nelokalnost, koja je oblika R−1F(�)R, je
invarijantna u odnosu na transformaciju R→ CR, ali ima
uticaj na evoluciju vasione, poxto operator
� = −∂2

t − 3H(t)∂t koji zavisi od vremena deluje na

skalarnu krivinu R(t) = 6
(
ä
a + ȧ2

a2 + k
a2

)
koja tako�e zavisi

od vremena.
Ivan Dimitrijevi� Nelokalna modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije



Nelokalna

modifikacija

Ajnxtajnove

teorije

gravitacije

Ivan

Dimitrijevi�

Tre�i sluqaj p ∈ N, q ∈ N

Posmatramo ponovo opxti model, zadat slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+RpF(�)Rq

)√
−g d4x.

Tako�e podrazumevamo da je p ≥ q.
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Tre�i sluqaj p ∈ N, q ∈ N

Posmatramo samo ravan model k = 0. Skaliraju�i faktor
biramo da bude oblika

a(t) = a0e
− γ

12 t
2

, γ ∈ R.

Tada za Hablov parametar i skalarnu krivinu va�e slede�e
relacije

H(t) = −1

6
γt, R(t) =

1

3
γ(γt2 − 3), R00 =

1

4
(γ −R).
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Tre�i sluqaj p ∈ N, q ∈ N

�Rp = pγRp − p

3
(4p− 5)γ2Rp−1 − 4

3
p(p− 1)γ3Rp−2.

Iz ove relacije sledi da operator � zatvoren na prostoru
polinoma stepena najvixe p po R. U bazi

vp =
(
Rp Rp−1 . . . R 1

)T
�egova matrica je

Mp = γ


p p

3
(5− 4p)γ 4

3
p(1− p)γ2 0 . . . 0

0 p− 1 p−1
3

(9− 4p)γ 4
3
(1− p)(p− 2)γ2 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 1 γ
3

0 0 0 . . . 0 0

 .
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Jednaqine kreta�a

Tada je Fp =

∞∑
n=0

fnM
n
p matrica operatora F(�). Neka je Dp

matrica operatora
∂

∂R
i ep su koordinate vektora R

p u bazi vp.

Trag i 00 jednaqina se transformixu u slede�i oblik

T = 0, Z = 0,

gde je

T = −2epvpeqFqvq +RWpq − 4γ2(R+ γ)W ′′pq − 2γ2W ′pq

− S1 + 2S2 −
R− 4Λ

16πG
,

Z =
1

2
epvpeqFqvq +

γ

4
(γ −R)Wpq − γ(R+ γ)W ′pq

− 1

2
(S1 + S2) +

G00 − Λ

16πG
,
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Jednaqine kreta�a

i

S1 =
4

3
γ2(R+ γ)

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

epM
l
pDpvpeqM

n−1−l
q Dqvq,

S2 =

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

epM
l
pvpeqM

n−l
q vq.
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Jednaqine kreta�a

Teorema

Za svako p ∈ N i q ∈ N va�i T + 4Z = 4γZ ′. Trag i 00
jednaqine su ekvivalentne.

U nastavku je dovo	no posmatrati samo trag jednaqinu.
Trag jednaqina je polinomijalnog tipa stepena p+ q po R, pa se
raspada na p+ q + 1 jednaqinu po p+ q + 1 "nepoznatoj"
f0 = F(0), F(γ), . . . , F(pγ), F ′(γ), . . . , F ′(qγ).
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(p, q) = (1, 1)

Teorema

Za p = q = 1, trag jednaqina je zadovo	ena akko γ = −12Λ,
F ′(γ) = 0 and f0 = 3

32γπG − 8F(γ).
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(p, q) 6= (1, 1)

Teorema

Trag jednaqina je zadovo	ena za slede�e vrednosti parametara p i
q (κ = 1

16πG ):

p = 2, q = 1: F(γ) = 9κ(γ+9Λ)
112γ3 , F(2γ) = 3κ(γ+9Λ)

56γ3 ,

f0 = −κ(4γ+15Λ)
7γ3 , F ′(γ) = − 3κ(γ+9Λ)

8γ4 ,

p = 2, q = 2: F(γ) = 369κ(γ+8Λ)
9344γ4 , F(2γ) = 27κ(γ+8Λ)

4672γ4 ,

f0 = κ(145γ+576Λ)
876γ4 , F ′(γ) = − 639κ(γ+8Λ)

2336γ5 , F ′(2γ) = − 27κ(γ+8Λ)
9344γ5 ,

p = 3, q = 1: F(γ) = κ(107γ+408Λ)
6432γ4 , F(2γ) = −κ(173γ+840Λ)

7504γ4 ,

F(3γ) = 0, f0 = −κ(95γ+768Λ)
268γ4 , F ′(γ) = − 9κ(γ+8Λ)

88γ5 .

p = 3, q = 2: F(γ) = 3κ(10702γ+40497Λ)
245680γ5 , F(2γ) = − 27κ(6γ+25Λ)

24568γ5 ,

F(3γ) = − 27κ(6γ+25Λ)
49136γ5 , f0 = − 3κ(7099γ+23949Λ)

15355γ5 ,

F ′(γ) = − 3κ(11614γ+68865Λ)
270248γ6 , F ′(2γ) = 513κ(6γ+25Λ)

171976γ6 ,
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Tre�i sluqaj p ∈ N, q ∈ N

Posmatramo skaliraju�i faktor oblika
a(t) = a0 exp(− γ

12 t
2)

Trag i 00 jednaqine su sekvivalentne. Trag jednaqina je
polinomijalnog tipa stepena p+ q po R, pa se raspada na
p+ q + 1 jednaqinu po p+ q + 1 "nepoznatoj" f0 = F(0),
F(γ), . . . , F(pγ), F ′(γ), . . . , F ′(qγ).

Za p = q = 1 ovaj sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a, a
konstante γ i Λ zadovo	avaju γ = −12Λ.

U ostalim sluqajevima sistem ima jedinstveno rexe�e, za
proizvo	no γ ∈ R.
Dobijena su rexe�a za 1 ≤ q ≤ p ≤ 4.
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Hvala na pa��i!
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