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SUR L'INVARIANCE DES EQUATIONS CANONIQUES
D'UN SYSTEME NON-CONSERVATIF EN MECANIQUE

flija Lukacevid
(Communiqué le 13 jumn 1962)

L'invariance des systémes d’équations différentielles canoniques en Méca-
nique a &té ['objet de nombre d'études. Les résultats classiques qui s¢ bor-
naient au cas ol le systéme matériel est conservatif ont été étendus, notamment
par Bulgakov (1944}, Chazy (1948}, Arzanyh (1949), & des systémes non-con-

servatifs d’un type trés général.
Nous étudierons |'invariance des équatmus différentielles du mouvement

d'un systéme non-conservatif dans un cas qui ne découle pas des résuitats
obtenus par les auteurs cités. En outre nous doannerons la transformation
ponctuelle réalisée par les équations différentielles d’un tel type, qui est une
transformation de contact non-homogéne particuliére.

Les égquations considérées sont un cas spécial des equations canonigues
du mouvement d'un systéme dynamiquement variable (v: [3]).

Nous adopterons la convention qui consiste a4 supprimer le signe de som-
mation devant une expression qui contient le méme indice répété deux fois.

Considérons les transformations ponctuelles infinitésimales 2 un paramétre
définies par la formule:

(L) PodX' =(1—D80 (prdx'+ de), ...

ol t est le parametre de Ja transformation, ® une fonction arbitraire des
variables (x; p) et du paraméire ¢, et o une fonction arbitraire définie par:
p=5"(xip) 8¢,

Défimissons les transformations infinitésimaies des variables par;

=x < Z(x; p) 81,
(1.2)
Pimpi+w(x;p)dt,  (i=1,...,n)

La substitution du sysiéme {1.2) dans la l'nrmula [I I} nous donner, si
nous négligeons les termes en dx', dp;, 3¢ d’ordre supérieur au second, les
deux systémes d’équations dxfférennelles '

dE,‘ ok’

, ()
d Px "-'3 P

(1.3)
AE g&*
=""'§"_"Fk © k=1,...,n).

J x* 0 xk

&
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Si nous introduisons maintenant la forction caractéristique de cette trans=
formation, définie par:

H=p it
le systtme (=) aura la forme suivante:
dx* oH
1.3 ———— .. (o’
(1.3 i o )

tandis que le systéme (f) deviendra:

dp; _ _(E_{f_+p;¢] B

dt ﬂxf
ajoutons-fui encore ['équation suivante gues nous obtiendrons i 'aide de (2").
Pap So—H... ()
d Py

Les équations différentieiles (1.3) sont celles qui décrivent e mouvement
d'un systéme non-conservatif d’un type particulier dont A est le hamiltonien,
Ce systéme pour ©@=0 deviendrait conservatif.

Supposons, inversement, que nous avons un systéme d’équations différen-
tietles donné:
o aH , of g
] fp = = J1

— 4+ B

— (i=1, ..., 7).

ot H est une fonction arbitraire des (x: p) et les 9; des fonctions également
arbitraires des (x; p) et du paramétre ¢,

Si nous substituons ces éguations dans les relations (1.2), le systéme ()
sera automatiquement vérifié, alors que le svstéme (B) nous donnera:

2t h— E'; =),
¢'est-d-dire
B = Fi P,

D'al la conciusion:

La transformation infinitésimale la plus générale (1.1} est obtenue par
I'intégration des équations canomigues {1.37).

k2
x *

Mous aurons maintenant i considérer 'invariance des équations (1.17)
par rapport aux transformations canonigues des coordonnées.

_ Rappelons les définitions fondamentales: les coordonnées nouvelles (x;p)
exprimées en fonction des (x; p)

E’:-l@'l{.l'l, I e Fe TR 1Pn}r

,;.-=L1-':[II, R T TP - PO L PR | X
vérifient la reflation:

prdx = pidxt + do(x; p),

ot »(x; p) désigne une fonction arbitraire,
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 2n fonctions arbitrai-
rement choisies o (x; p), 4: (x; p) puissent satisfaire identiquement & la relation

(2.1} sont: _ | _
(9i, @)= (i, 20 =0, (U, ¢) =5/,
. 3 , dd
(0 ) =pr—, (9 )= = =py—2.
Ok apy
ot les () désignent ies parenthéses de Poisson:
dp dy dd do
dp ox' dp; ox'
le 4 étant le symbole de Kronecker.
Nous mentignnons sans démonstration les conditions (2.2) (v. [1] § 64).

Le cas que nous considérerons sera celui ot la fomction o est en invo-
lution .avec les fonctions o et -, résultat qui nous donnera, partanr de (2.2):

(e, "I"}$

{?;: ?'j = J'é'lr'rr;:"' ﬂﬂ: ir 4 __E-EJ s
{E.Er) :I I't {} ..l';:- [:[.r ':II-".I -}& | I::ﬁ'}
e i
PT=0 h=p, ", @
kf"Fk kf}F&:

MNous pourrons faire la conclusion suivante: la condition suffisante pour

gue les equations (2.2°— @) soient satisfaites est que les transformations {2.1)

soient homogénes, c'est-a-dire que la fonction « soit identiquement constante.

Au contraire, la condition nécessaire pour que les transformations (2.1) solent

homogenes est gue les équarions (2.2°'—3) soient satisfaites; la condition suf-
Fisante étant:

d{,'.:_-,l‘._ 1':.:'”; "i'"ﬂr -

0 2.
d{xt, ..., X" Py ..., Pm)

Pour démontrer cette affirmation nous renvoyons au résultat ([1], § 69, théo-
reme 69.2).
[l nous reste 4 remarquer que [a conséquence d'un premier groupe d'équa-

aili doit &tre inférieur 4 n.
ap, |

tions (2.2 —8) est -que le rang du déterminant g

Retournons maintenant au systéme d'équations {1.3):

i _oH
dt ﬂ'p;1
(1.37)
—— e .-—.—...-L- m 3 f“1,|lr.|“ .
dt (dx‘ & ) ( )

Mous pourrons rechercher immédiatement les équations gqui correspondent
aux équations (1.3") dans le svsiéme des variables x/, p;.

dx'  dg' dx* de¢' dp,
dt  ox* dt  dp, di

(2.3)
dpi 04 dx*  ody dp,

dt oxk dt  dp, dt

¥
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Si nous désignons par H et @ respectivement, les fonctions H et @ dans
lesquelles nous avons opéré la substitution des variables x‘; p; par les variables

nouvelles x'; p;, nous aurons:

dd 8  — oo
e T
dft op Op
do,  OH — 3
dt dxi ap,.
A la suite des équations (2.2’ —pB) nous aurons:
dx  oF
dt op’

(2.3

—_— =y D
” 2

o

dp (E}F —a)

Supposons maintenant, au contraire, d'avoir réussi, au moyen de trans-
formations quelcongues, 4 obtenir le systéme d’éguations (2.3) 4 parctir du
systéeme (1.3").

Si nous écrivons par définition le systéme (2.3), en tenant compte de ce
que nous avons designe par A et @, nous obriendrons en conséquence les
équations {2.27).

Ainsi:

La condition nécessaire et suffisante pouwr gue les équations canomigues de
la forme: st

dx"=c’.lH
dt  dp
HEP.' aF
— = — D
dt (&:n:' o )
soient, aprés transformation, de la Jorme équivalente:
dx oH
dt  op;

dp; OH — -
— | - L ¢ ' l:-I-,+1-.H

4 (&x T ) ( _ )

est que les variables x', p; en fonction des x', pi, soiemt les solutions du systéme
d'éguations aux dérivées partielles:

{q:lf? q}J} = [1‘{'}! 5 {E’_.I'} = ‘}I {!'E'Il' ¥ 'F’} = a-l'j:

-Pk'_.':‘ ] r".f'.'lf=Pk_H_'1 {fpj;k='11---,ﬂ\:lr
P Ipy

[ ]
H E ]
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Rappelons, enfin. que les éguations (1.3") ne sont gqu'un cas spécial des
équations canoniques du mouvement d’un systéme dynamiquement variabie
(v. [5] eq. 3.30):

dx' oH
.
P _9H p
dt oxt
celut ol les forces £; définies dans le cas geénéral par
" oy

E Z u{u};ft:e‘].ﬂ:; Y +

k=l {a)
se réduisent a:
Pr=—p, @ (x; p)
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