Vezba 2. Formiranje spektralnih linija u ne-LTR atomima sa dva nivoa (I)

1. Problem i osnovne jednacine

Linije u zvezdanim spektrima nastaju u interakcijama zracenja i atmosferskog gasa -
radijativnim prelazima izmedju diskretnih energetskih nivoa u atomima i jonima. Njihova
jacina zavisi od naseljenosti nivoa izmedju kojih se vrsi prelaz i od verovatnoce prelaza.

Naseljenosti atomskih nivoa su poznate funkcije lokalne temperature i elektronske
koncentracije (n} = nf(T,n.)) samo u slu¢aju kada sudarni procesi dominiraju nad radi-
jativnim i kada su zracenje i gas u lokalnoj ravnotezi (LTR). Tada se mogu jednostavno
izracunati pomoé¢u Bolcmanove i Sahine formule. U LTR, stanje gasa u jednoj tacki
atmosfere ne zavisi od stanja gasa u drugim tackama. U opstem slucaju, medju-
tim, naseljenosti atomskih nivoa, kroz radijativne prelaze (fotoekscitacije i deekscitacije),
zavise i od polja zracenja (n; = n;(T,ne,J,)). S obzirom da je polje zratenja (reSenje
jednacine prenosa) odredjeno stanjem gasa u celoj atmosferi, problem je nelokalan, jer
stanje gasa u jednoj tacki atmosfere posredstvom polja zracenja zavisi od stanja
gasa u svim drugim tackama. Osim toga, naseljenost jednog nivoa, kroz razne radi-
jativne i sudarne prelaze, zavisi od naseljenosti ostalih nivoa u atomu. Tako je i zracenje
u raznim spektralnim linijama atoma jednog hemijskog elementa medjusobno povezano.
U opstem slucaju, problem je i nelinearan. Matematicki, zbog uzajamne zavisnosti
polja zracenja (I,) i naseljenosti atomskih nivoa (n;), ove dve nepoznate raspodele - fo-
tona po frekvencijama i atoma po stanjima ekscitacije - moraju se odrediti istovremenim
reSavanjem jednacine prenosa zracenja (za sve prelaze) i jednacina statisticke ravnoteze
(za sve atomske nivoe).

Problem se znatno pojednostavljuje ako se koristi model atoma sa samo dva energetska
nivoa izmedju kojih nastaje spektralna linija. Samo u tom slucaju se moze dobiti linearna i
eksplicitna zavisnost naseljenosti nivoa od polja zrac¢enja u liniji. Ovaj model dobro opisuje
formiranje rezonantnih linija.

U plan-paralelnoj, stacionarnoj i staticnoj atmosferi jednacina prenosa zracenja ima
oblik:
al,,,

1 P =—a,l,,+e, . (1)

Ovde je I,, - specifiéni intenzitet zracenja na frekvenciji v, koje se prostire u pravcu
i = cosf (0 je ugao izmedju pravca prostiranja zracenja i normale na plan-paralelne
slojeve usmerene ka spolja — z-ose), a «, i e, su zapreminski koeficijenti apsorpcije i
emisije, respektivno.

Ako pretpostavimo da jedini doprinos apsorpciji i emisiji na frekvenciji v daju vezano-
vezani prelazi u atomu, tj. ako zanemarimo vezano-slobodne prelaze na toj frekvenciji do
kojih moze doé¢i u drugim atomima u gasu, onda su koeficijenti apsorpcije i emisije dati sa:
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hv Bjmjzby

v = —n;Bijp, (1 — 2
e e (20)
hv
€y, = EnjAjiw,, . (2b)

Ovde su B;;, Bj; i Aj; - Ajnstajnovi koeficijenti za apsorpciju, stimulisanu i spontanu
emisiju, respektivno; ¢, i 1, su profili koeficijenata apsorpcije i emisije, a n; i n; su
naseljenosti donjeg (i) i gornjeg (j) atomskog nivoa izmedju kojih se vrsi prelaz u liniji.
Clan u zagradi predstavlja korekciju za stimulisanu emisiju (negativnu apsorpciju). Za
zracenje u UV i optickom delu spektra u zvezdanim atmosferama (hv >> kT') stimulisana
emisija se moze zanemariti. Takodje, pretpostavimo da su emisioni i apsorpcioni profili
jednaki:

Yy =0u (3)
Sto je slucaj kada postoji potpuna nekoherentnost i nekorelisanost zracenja pri rasejanju,
odnosno kada su apsorpcija i reemisija potpuno nezavisni dogadjaji. Ova aproksimacija je
dobra u tipicnim astrofizickim uslovima. Posto profil predstavlja verovatno¢u da je apsor-

bovan/emitovan foton u liniji sa frekvencijom u intervalu v, v4dv, onda vazi: fooo o, dv = 1.
Ako uvedemo monohromatsku opticku dubinu u liniji:

dr, = —a,dz (4)

i funkciju izvora u liniji, definisanu sa:

S, = (5)

ay
jedna¢inu prenosa zracenja (1) mozemo prepisati u obliku:

dl,,,
dr,

H = Il//J, -5, . (6)

Cesto se koristi bezdimenzioni oblik jednacine prenosa zracenja u liniji :

dl,
H dr

= @a(lop = Sz) - (7)

gde je
vV—1,

AVD

(8)

xr =

bezdimenziona frekvencija — frekventno rastojanje od centra linije v, izrazeno u jedinicama
Doplerove §irine Avp = (vy/c)+/2kT /m. Umesto monohromatske opticke dubine 7, koristi
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se srednja opticka dubina u liniji 7 (d7,, = dr, ). Profil ¢, je u slu¢aju samo Doplerovskog
Sirenja (usled termalnog kretanja atoma)® dat izrazom:

- (9)

Zamenjujuéi izraze (2a) i (2b) u izraz za funkciju izvora (5), koristeéi (3) i relacije
medju AjnStajnovim koeficijentima:

QhV%
Aji = —5 Biji
9iBij = g;Bji (10)

gde su g; i g; statisticke tezine donjeg i gornjeg nivoa prelaza, funkcija izvora u liniji (5)
dobija oblik:
njAﬂ 2hV23J 1
niBij —n;Bji ¢ (ni/n;)(g;/9:) —1
Primetimo da sa aproksimacijom potpune preraspodele (nekoherentnosti) zracenja (3),
funkcija izvora u liniji S¥ postaje frekventno nezavisna. Jednagina (11) predstavlja im-
plicitni izraz za funkciju izvora jer naseljenosti nivoa zavise od polja zracenja. Zavisnost
funkcije izvora od polja zracenja u liniji se moze dobiti eksplicitno samo u slucaju atoma
sa dva nivoa, zamenom odnosa naseljenosti nivoa n;/n; iz jednacine statisticke ravnoteze.
Jednacina statisticke ravnoteze za atom sa dva nivoa je data sa:

St =

(11)

ni(BijJ, + Cij) = n;(Aji + Bjid, + Cyi) (12)

Zamenjujuéi odnos naseljenosti n;/n; iz ove jednacine u izraz za funkciju izvora (11),
koriste¢i Ajnstajnove relacije (10), vezu izmedju verovatnoca za sudarnu ekscitaciju Cj; i
deekscitaciju Cj;:

9j ,—hvi; /KT

Oij = C]Z —'6 vij/
7

i izraz za Plankovu funkciju:
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2hvy; 1

BV(T) = C2 ehl/ij/k'T _ 1 )

dobijamo eksplicitnu relaciju izmedju funkcije izvora u liniji S” i polja zracenja u liniji J,:

Ly najopstijem slucaju, profil je dat Fojtovom (Voigt) funkcijom:

Eiae) = =2 [ A
.= —=H(a,z) = —=— —_——
Pe = m Vit)ow@—y2 a2

gde je parametar @ = F/(47TAVD) - parametar prigusenja I izrazen u jedinicama Doplerove &irine.
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St=eB+(1-¢)J, . (13)

o0 1 1
J :/ Qg dpdr = §/g0mda:/ I,dp (14)
oo ~1

tzv. integral rasejanja (integral specificnog intenziteta zrac¢enja po pravcima i frekvenci-
jama), a

Ovde je

C] . (1 _ e_hVij/kT)
E =
Aji + Cjz(l — efhyij/kT)
standardni ne-LTR parametar koji predstavlja verovatnocu da je foton termalizovan pri su-

darnoj de-ekscitaciji (tj. da je njegova energija pretvorena u termalnu (kineticku) energiju
gasa). ULTR, e =11 St = B,(T), dok je u tipiénim ne-LTR slu¢ajevima & << 1.

2. Zadatak
Resiti jednacinu prenosa zracenja

dly,

P = Yo Loy — st) (15)

sa funkcijom izvora u liniji
St=eB+(1-¢)J, . (16)

Jo =/ Yrpdpdr = §/S%d$/ Ipdp (17)
—00 —1

koriste¢i proceduru A iteracije. Na jednostavnom primeru izotermne atmosfere B = 1,
pokazati da u tipiénim ne-LTR uslovima (¢ = 10™%) ova iterativna procedura jako sporo

konvergira. Graficki prikazati dobijeno resenje za S(7) i za izlazni fluks zracenja u liniji
F.(t=0).

gde je

3. Numericko resavanje problema
(a) Diskretizacija

Da bi se sistem jednacina (15)-(17) resio numericki potrebno je da kontinualne vred-
nosti svih relevantnih promenljivih problema prikazemo na diskretnom skupu frekvencija
z;(i =1,..., NF), pravaca, tj. uglova u;(j =1,..,NP) i dubina 7j(l = 1,..,N).

Tada, imamo sistem od N F' x N P integro-diferencijalnih jednacina prenosa (za svaku
frekvenciju x; i svaki pravac p;):

dIfUiMj (T)

1 D — g (T, () — (7))
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U izrazu za funkciju izvora (16), u integralu rasejanja (17), integrale po frekvencijama i
pravcima zamenjenjujemo kvadraturnim sumamas:

1 NP
/ Fwdu =Y w;f(u)

-1 j=—NP

00 NF

| f@e@iz= Y wie)
o0 i=—NF
gde su kvadraturne tacke: p_; = —p; i x—; = —x;, a za kvadraturne tezine w; i w; vazi:
w—; =wj; , w_; = W;

NP NF
E wj:2 N E wizl.
i=—NF

j=—NP

Tako, funkciju izvora (16) mozemo prepisati:

NF NP
SL2288-¥(1—8) E: w; 2: Uﬁhj
i=—NF j=—NP

(b) A iteracija

A iteracija je najjednostavnija iterativna procedura koja naizmenicno resava jednacinu
prenosa zracenja i jednacine statisticke ravnoteze. Ova procedura se sastoji iz sledeéih ko-
raka: (a) sa datom (zadatom u prvoj iteraciji ili poznatom iz prethodne iteracije) funkeci-
jom izvora S resava se jednacina prenosa zracenja i dobijaju intenziteti I, za svaku
datu frekvenciju i pravac, (b) sa tako dobijenim I, izracunavaju se srednji intenziteti (po
pravcima i profilu linije) J, i dobija nova funkcija izvora ST. Procedura se ponavlja do
konvergencije, tj. dok se ne zadovolji uslov da je maksimalna relativna promena funkcije
izvora u dve sukcesivne iteracije manja od unapred zadate vrednosti: (S*—S%"1)/S"71 < 4.

Dobijeno resenje potrebno je uporediti sa tacnim reSenjem dobijenim metodom dis-
kretnih ordinata.

(c) Tagno resenje

Problem definisan jednac¢inama (15)—(17) moze se ta¢no resiti metodom diskretnih
ordinata za jedno-dimenzionalnu sredinu u kojoj je parametar ¢ konstantan, a Plankova
funkcija ili konstantna (izotermna atmosfera sa napr. B = 1) ili linearna funkcija opticke
dubine (napr. B(7) = 141.57). ReSenje ovog jednostavnog problema se koristi za testiranje
tacnosti drugih metoda.

Tako, u najjednostavnijem slucaju: e=const i B = const, ta¢no resenje na povrsini
polubeskonaé¢ne atmosfere iznosi S(r7 = 0) = y/eB. Na velikim dubinama funkcija izvora
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tezi ravnoteznoj - Plankovoj. Dubina na kojoj S — B, zove se dubina termalizacije L.
Ona zavisi od profila ¢, i za Doplerovo sirenje (Gausov profil) Ly ~ 1/e.

Tako se za izotermnu sredinu (B = 1) datog ne-LTR parametra e, S(7) menja od
S=yenaT=0doS=1nart>1/e.

(d) Neka uputstva za resavanje

Diskretizacija po dubini

Za numericko reSavanje potrebno je jednacinu prenosa diskretizovati po dubinama.
Dubine {7;},l = 1, N se biraju ravnomerno u logaritamskoj skali, po 10 dubina u svako]
dekadi. Tako se za niz ta¢aka po dubini moze uzeti: 7 =0,1-1072,1.25-1073,1.5-1073,2-
1073,2.5-1073,3-1073,4-1073,5-1073,6.5-1073,8-1073,1-1072,...,8 - 10" *! 1. 10" +2,
gde je n-izlozilac u € = 10~™. Na primer, za ¢ = 10~%, razmatra¢emo kao polubeskona¢nu
sredinu onu &ija je najdublja tacka 7 = 10°.

Izbor tacaka za integraciju po frekvencijama i pravcima

Pravilan izbor intervala koji pokriva kvadraturna formula za integraciju po frekven-
cijama je znacajan. Ovaj interval bi trebalo da je dovoljno veliki da obuhvati celu oblast
u kojoj se vrsi prenos zracenja u liniji, tj. da poslednja frekventna tacka N F bude van
frekvencije z, na kojoj je za 7 = Lp (najve¢u opticku dubinu na kojoj se vrsi prenos
zraenja u liniji) monohromatska opticka dubina jednaka jedinici:

Tey = TPz, = LTz, =1

Posto je za Dopplerov profil Ly =~ 1/e, da bismo obuhvatili sve fotone u liniji uzmimo da
je frekventni opseg (—x N, xnF) definisan sa:

Prnr — 8/10 )

odakle je
10
=/l .
TNE n(sﬁ)

Za numericko resavanje integrala moze se koristiti bilo koja kvadraturna formula
(trapezna, Simpsonova, itd.), ali je u kodovima koji resavaju probleme prenosa zracenja
uobicajeno koris¢enje Gausove kvadraturne formule. Tako, u reSsavanju ovog zadatka za
frekventne tacke koristiti Gauss-Legendre-ovu kvadraturnu formulu sa 10 tacaka na inter-
valu (0,znF). Za pravce koristiti 4 tacke na intervalu (0,1).

Kvadraturne tacke i tezine

Neka su z; i w; tablicne vrednosti nula i tezina za Gausovu integraciju (Gauss -
Legendre-ovu kvadraturu) na intervalu (-1,1). Onda je:

/_11 f(2)dz = Xw; f(2;) .
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Nule z; i tezine W; za integraciju na nekom intervalu (a,b) naéi ¢emo pomocu

b — Qa 1 a — Qa — Qa
/ fe)de =" /_1f<b+ 0 e = P s f () = S W ()

2 2 2 2
gde je
b—a
Wi = 5 "t Wi
b+a+b—a
T — s
7 2 2 7

Tako ¢emo za integraciju po pravcima p; na intervalu (0,1) imati kvadraturne tezine
W, = w,; /2, a za integraciju po frekvencijama x; na intervalu (—xnr,znF), Wi = 2nF w;.
Posto koristimo integraciju po profilu linije

Jo = /gomedac

redefinisacemo tezine W; za integraciju po frekvencijama:
Jo = /@medﬂﬁ = iWidi=>_ AiJ;
i i
gde je A; = p;W; i gde mora biti ispunjen uslov normiranja

Z(’OZWZ:ZAZ =1.

Izracunavanje intenziteta zracenja sa poznatom funkcijom izvora

S obzirom da je prenos zraCenja granicni problem, sa datim grani¢nim uslovima za
ulazno zracenje na gornjoj granici atmosfere (I,,(m1) = 0) i za izlazno zracenje na donjoj
granici (I, (Tn) = S(7n) + £-5'(7n)), jednacinu prenosa sa poznatom funkcijom izvora
resava¢emo posebno za I, (1) i I}, (7).

Koristicemo integralni oblik jednacine prenosa koji opisuje evoluciju specificnog in-
tenziteta duz datog pravca p.

Za ulazno zracenje specificni intenzitet na frekvenciji x i u pravcu p na dubini 7; dat

je sa:

Ti
- [[ st
0 2

Polazeéi od gornjeg grani¢nog uslova (na [ = 1), na svim ostalim dubinama [ = 2, N
racunaju se (iz sloja u sloj) intenziteti za ulazno zracenje prema:
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E dto,
I, (11) :Iac_u(Tl—l)e_ATl“”z/”+/ S(t)e (m—tew/u ;0
Ti—1

Integral u gornjoj jednacini se moze analiti¢ki izracunati modeliranjem funkcije izvora S(7)
polinomom na uzastopnim intervalima optickih dubina (7;_1, ;). Parcijalnom integracijom
dobijamo:

Iy (1) = I (n_y)e8792/0 4 [S(m) — 28" (m) + £ 57(m) — .-

T - %
K u?
[S<Tl—1) - _S/(Tl—l) + ESH(TZ—I) — ...]G_AT“OI/” (18)

gde je A1; = 7 — 1;_1. Zaustavljamo se na odgovarajuéim izvodima funkcije izvora u
zavisnosti kojim polinomom aproksimiramo S(7) izmedju dve uzastopne tacke po dubini.
Sli¢éno, za izlazno zracenje na frekvenciji x i u pravcu p na dubini 7; imamo:

2 tmryon APy
I&Z(Tz)zf S(t)e=t=)ee/ /10
Tl

Polazeéi od donjeg graniénog uslova (za [ = N), iz sloja u sloj (za l = N — 1,1)
racunaju se intenziteti za izlazno zracenje prema:

n dt
L (nm0) = Bme 2o [ (ggetomooa/mn s
TI—1 M
Parcijalnom integracijom dobijamo:

2

I (o) = I (m)e™879e/0 4 [S(r_y) + 18" (711) + %S”(Tl_l) -
2
1S(n) + -8 (1) + £ 8" (1) + .. Je~Amiee/n (19)

T xT
(*) Aproksimacija S(7) segmentima prave izmedju dve tacke 7; i 7

S(m) — S(m-1)
AT

Uvodedi skra¢enu notaciju: z = A7, /p, jednacine (18) i (19) mozemo u linearnoj
aproksimaciji prepisati kao:

S/(Tl) = S/(Tl_l) =

I;M(Tl) = Ix_u(n_l)e_z + al - S(Tl) + as - S(Tl_1>

I(noy) = Lf(m)e™* +al - S(m_1) + az - S(7)
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gde su koeficijenti aq i as dati sa:
aa=1—(1—-¢e7)/z
as=(1—e?*)/z—e"*
(**) Aproksimacija S(7) segmentima parabole izmedju dve tacke 7; i 7,1

S'(m) — S (m-1)
AT

S//<Tl) — S//(Tl_l) —

Jednacine (18) i (19) u paraboli¢noj aproksimaciji mozemo prepisati kao:

I, (Tl) = I;M(Tl—l)e_z +al- S(Tl) + a9 - S(Tl_l) + a3 - S/(Tl) +ay - S/(Tl_l)

I;_M(Tl—l) = I;u(Tl)e_Z +al - S(Tl_l) + ag - S(Tl) —a3d- S/(Tl_l) —a4 - Sl(Tl)
gde su koeficijenti a; — a4 dati sa:

ap = 1
a3 =L ((1-e %))z~ 1)

ay = ﬁ(e_z —(1—e77)/2).



