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0 pravilnoj funkoijl i o\singularnoa taccl

Iy. Pre nego 5to bi dali pojam pravilne funkcije, potrebne ¢e biti da
se upozname sa& takvom stavkom, koji ée se zaprave pojaviti kod raspravexsx
svake stavke.To je vrle va¥ne, a patiég.bd Cauchy-a, a zaprave ¢ini osnevu
~celokupne funkcionalne analize. . je na jednom fiele pama %3 1
Usvojiéemo jednu takvu funkclju, kaﬁEVEEBEfa'cbuhvetnem REERESRE (7)
funkcija jedne z= w + iv kompleksne promenljive sa konadnim i jednoznad-
nim vrednostimaAko je pak na ovoj povrsini x jedna proizvoljna tacka ennda
je jasno da je £(z)

Z — %
\stakodae funkeija,sléi¢cno kao Sto je i £(z) analltlcno na celoa povrsini 2 »

lezuzev tadke z « x gde ima beskonacnu vrednost.
() Riemann,Gesam.. Werke : Grundlagen fur elne allg.Theorie der Iu nk-

ﬁ ‘-& Qwé:a,f

“~%ionen einer complexen Grosse.U ovoj raspravi date su pnjmov1 prostex i
ok ' Ho€pg =g, .
viSestruksg ebubvsbtnsg povrSine 1 to i jeinostruko obuhvatna povriina je
ona koju cbuhvata jedna " g " llnlaa.Takv povrsSina ss opat Jjednom 11ni-
L I

deli na dve jednostruko obuhvatne povrgiﬁg;
(2 ) Neki pisci nsezivaju jednu funkeiju samo an&b "analltlcnom "y
‘ako Je 1sﬁa kontinualna, konacéna,odredjene vrednosti prema tome kod Jedne
"analiticke" funkcije nemoZe se govoritio beskonacnostl.ﬁl ¢emo ponzd.
takvog naziva funkcije uvek pudrazﬁheti~tekvu jednu funkciju, kaja je u
pojedinim delovima ravni kontinualnsa, konééna, odredjene vrednosti, ali
'pored toga ipak w pojedinim tadkama -~ koje su jedni od drugog odvojene -
jo8 ima beskonadnu veliku ili pak neodredjenu vrednost,Sa filizofskog tad-
ke glediSta samo je ona funkcija analitidka koja se analitidkom metodom:
moze definisati,. S
. Oko ove talke, kao centar kruga oplsacemo proizvoljan krug sa polupred-—
nikem " ¢ " na koji kWadin éemo dobltl takvu poersinu koja je odredjena
sa -dve krive (contqur)%S obzirom da se na ovu povrSinu odnosi napred na-
vedeni kolidnik, to moZemo na osnovu poznate stavke iz nauke o funkecija—

ma pisati :
4 £(z)dz V/ £(z)dz : (1)
S OB c

Z - X zZ - X

gde se integriranje ;réi uvek w pozitivnom smilu s obzirom na povrsiinu
( 1le sens direct ) to.jest tako,da integrorana povrsina ostalje uvek ss
leve strane ukoliko se ide integracionim krivims,.

Odred jujemo sada integracionu vrednost s obzirom ng krug " ¢ ",
S obzirom da tagdka z &ini tadku na obimu kruga to moZemo plsati '

E——X:»:nrieq}L
ili posle diferenciranje Ji
dz = rie ~ay

Viednost traZenog integrala Biée‘daklem



—2 -
.f; ;f&g%?i : ijﬁ £(x + redi) dQ

S obzirom decje usvojena funkcije kontinualna u okelini tadke
z = X, to mo¥emo "r" usvojiti toliko malim kolike ga god ¥elime,to
znaéi drugim re01ma da moZemo iéi prlrodne granlce vrednosti x-a.
Pod takvim okolnostlma pak stoji da za svaku vrednost

lim £( x *—réyl) £(x)
T=0

=
=

stoji da je v S - .
¢ f(Z)dZ - if(X)[gL% Ni.f(x\)

C Z - X

i uzimajuéi w obzir jednadinu ( I ) dobijemo _
fs——-—-f;z_)f’ 2 ieg( x) (2.
Ova Jedna01na nam. kazuje, da ukollko du¥. jedne krive znamo:
 vrednosti funkcije od £( x ), koja je snalitidna na povr3inii obuhva—
- éena tom krivom, tada mo¥emo izradunati vrednost integrala na proizvolje
no datoj povrsini uokvireno*tom:k}ivom.
Vrlo prosto se moiého uveriti i u to da vrednost ovog integrala
meze biti i nula, jer ukolike bi tacka X bila van okvira povrSine uok—
virene sa " S " tada bi vrednost kolicnlka

f({=m)
zZ -~ X

8 ébzirom da je u unutrddnjosti te povrsine za svaku tacku‘analltiéan,
bio bi pe jednoj od najluvenijih Cauchy—ev1h postavkl
' r r(z)dz _
F Z — X =0
Stoga daklem u jednadinii .(.2.) .iskazana vreénost integrala
bitno zavisi od poloZaja talke x , i uzimajuéi u obzir ove wkaxkm mofe—

iskazati ovu stavku :

Ako je kgmpleksna funkecija u okvﬁru povrsine oividene krivem
" & " analitid¢na i mrekzywtimacyrsdwsrk " x ™ proizvoljna vrednost ar-—
gumenta te funkcije, tada moZemo pisati

.f g .fz»(f_"‘x)dz = 2 jpi.f(x) 111 O,

w zavisnosti gde se posmatnana tacﬁa X nalazi t.Jj. dali je w ili van
uokvirene povrsine, . :

2+ Pored korisSéenja ove stavke dolézimo de znadajnih fundamen®
talnih postavki.S obzirom da je kriva "s" proizvoljna, te je mofemo
odabrati tako da ima svoj centar t.j. da je kruznog oblika il da u k=3
tom krugu leZi i taéka "x",Centar kruga je oznafen sa "a". Bako je

1 1 1 = : X — a
Z — X ===z X — & Ef%‘ T +
. 1l -~ —g-=g— z —- 8
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: )2 on
L(x—a ) . o, (x-a ) .
1. . y2 .7, r—3- -
(z—a ) - (zm-a )t "z —-x) )
moZemo i pisati da je _
(1) f(x) = X f(z)j_ = A Cak -l
THT s oex = A+ Al(x -8 ) + . ke +An_1.(x-aa) +R
gie Jje ‘ : c
A --2-—% [ f(mdz a . R=_1 -~ . (x-a)f(z)dz
¢ 87(z~a)m+I - 2. s (z — a)o(z-x)
Kako Jje "a" centér kruga, a "x U pr01ZVO13na tacka u.krugu, toga

za svaku tadku "x" stoji
, mod(m) < mu&(z - & )

kao i 2 i.mod R T med

-
by

Ova poslednja neaednaclna Je zénemarujuéé kada n = O postaje.
+Naing pretpostavljama Su ‘ndjveéi moduli za £(z) na obimw kruga M:
.a module (=-8) i (z-a) oznalavamo sa rjodn. r-tada je .

| " [mrBds = - Ty,
2 1i4mod 132( T | ﬁr}_rrﬁ { r\
£, w(r-ry) B § [

e ®» s s r x = o

koja je wrednost ocevidno s obzirom na n = Ewskewax jednaka nuli,
“Jer M moée biti beskonalan,s E(z) je jo3 i na k¥x Iiniji "gh" analitaéna,
* dok je ¥prav1 razlomak koji konvergirs prema nuli kada n postane >0

Red pod (1) moZe se daklem produzltl do bezkonacnosti, sve dokle
dok se tadka "x" nalazi unutra povrsingrubv1éene krivom "s": ovaj red
ée imati sledeéi svo]j oblik:

(2) f(x) = A+ Al(x—a) + Ay (x—a) e e o e

gde je A zaaednlckl k01f1013ent deflnlsan kao potpuno nezavisan integ-
ral od"xﬂa ' . : :
Sve one talke koji zadovoljavaju gornji red: kazemo da su u"oka—
Iinii tacke "&'" "ili u njegovom susedstvu 1 . "x* medjutim u ovoj okoli-
* ni mo¥e primiti beskonadne vrednosti, koje redom moZemo oznaditi sa
X) %2 ’ ig,....fmm Xpyee $to znadi :da se mofe govoriti i o okelini
ovih badaka. _1_._; . ——— o

(1) Weierstrass,Monatsberichte der Konigl.Akad, der Wissenschaftems
Zur Functionentheorie, 1880.Angust.
—b""o“o--".o"o"o-o— o N
Ako skup talaka oko "a" oznalavamo A, tada ‘ée i okolina oko

proizvoljne talke "x' prlpadatl skupu "A2“ ukollko se i tetalke u
okolini "x" nalaze u okolini A, %, j. ako Je
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mod(xﬁxiy =y

takav.. ako sa Ty opisani krug oko\taéke x:igz veéi od kruga -opisanog
oke talke "a",Za okollnu takvih tadaka funkcija uvek ima svoju vrednost,
§to pak znali da se u okviru A nalazele imtkmxixi proizvoljné tadke ¥x
"k" zadata funkcije mo¥e se razviti- po svejim eksponentima-u beskonadan
red za sve vrednosti (x=x;)..

Ovako definisen pojam o okolini jedne tadle, moZemo kazati,da svaka
funkeija, keja je takve osobine, da se oka>ta§ke "a" vrednost (z-a) pomiti
ven i de- se moye razv1t1 u red sa celim eksponentima, da je ona u‘t°3edov
§géci pravilne (2)(regular,reguliere) funkclaa(i da je ta tadka "a" Emmmm
tnrux (?)(regular,ordinaire) talka te funkclje,l

Ako je ta tadke "a" u beskonalnosti i ujedno redovna tadka te
funkeije,to na osnovu poznateg kriterijpméﬂa),koji odredjuje redovnu taé-
ku, te ako u (2) xkmwiwe umeste (x-&)stavimo agldobijemo funkciju‘okawjedn
ne beskonadéne talke, Te “tako znamo. funkclau u ma koaog tadci ravam ukoli-

ko je f£(x) pravilna,.

Ll Rt 2k T R 2uk hak hak Xud

(1) K, Weierstrass,Abhandlungen derBerl, Akad.der Wissenschaften: Zur
Theérorie der eindeutigen anal;Eunctlonen.1876.

(2) Konigsberge,Dr.Leo:Vorlesungen-uber die Theorie der elliptischen
Functionen,l,Theil lI6 Lelpzig.1874.

o 3, _ h S obz1rom na svojstva 8Hglltléke funkcije

na bezkreanoa ravnl mozemo‘n301 i tekve tadke za koj oZemo naéi tak-—
vu okolinu za koju bi se mogla P(x%) (x-a) pexikiwmm funkcija sa celim
pozitivnim eksppnentima,postaviti.Takve se taCke nazivaju singularnim
taékama\(les points singuliers on critiques)»

Videéemo da je uokolini takve tadke opsSti obiik funkeije je kake

‘T - a

1

- gde G(x) ima pravilen oblik w tadci "a™, dok je;G’IXF_ b zaprave svedo-—

gpstojanau &
e singularncs tadkle oblikuje se kako sledi = )
| (2) G"& L s T 9'2'4-2"+
-8 ) xa (x-a)= - -
Ako desna strana jednadin se sastoji od konalnog brojes clanove, ta-
da je "a" tadks "beznadajna kmEkm singulgrna taqkq,T_ili."pol" funkcije:

ako se pak red postaviti do bezkonacnosti ‘tada je teda je "bltna singularas

. . .
LY ° - . ° a‘, -

.-na" talka, - v
Za svoja&va slngulannih tacaka stoga Jje ‘merodevn Obllk jednali-
ne G? { I b : ali obrdtnd Broj singulkarnih tadaka i njihova svojs—

X - &
tva Cine osnovu za k1881fikac13u funkei je,.
Predpostavljamo dakle da ae "a" "beznacajna singularna tacka funlk-—

c1ae.Akc to stoji, onda u smlslu recenog, izraz pod (1) moZe se pisati }
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i ksko sledii :
(x) (x) BI‘ . 82 L‘;‘EB:?-n
f{x) = G(x) + + ———24.._'.._4.;_____.._.,
‘ ' : (x — a)®

x —a) (x-a)

Mno¥imo Ii obe strane ove jednadine sa "n" stepenom od (x-a) i izorsi-—
svodjenje tada dobijemo sledeéu jednadinw

(3) (x-a)2 £(x) = F(x)
gde je F(x) jedan red od (x~8) sa pozitivnim eksponentims,odnosno jedna
prema tadki "a" pe odnoseéa pravilne funkclaa.

Iz ovog ée za "beznadajnu singilarnu padku! slediti aoéVSedna
druga definicija: jer iz poslednjeg izraza vidime jos i te,ako se funk-
cija ﬂ(xﬂ‘moﬁb obTikovati mno¥enjem pravilnom funkcijom (%~p) n-tog stepena
tada je "a" "beznalajna singularna taéka" te funkcije i to Mxkk n-ti pel,
| Slidne moZemo postupiti i u tom sluéaju ske je broj "bezna—
gajnih singularnih tadaka" funkeije "m" :. ako te talke u opSte oznalavameo
"ay ™ , a oggovarajuéi red psk sa "k, dobiéemo da je

= -k .
f(x).s \.(xaale )&Aa-F(x)
p= ’

i
¢ija desna strana ujedno oznadava pravilnu funkeiju tadaka "a,'.
Ispravnost ovog izraza lako je utvrditi ako se samo obraéamo

relaciji ped (3), Jer -je K .
: (x-a,) 1lsi(x) = F.(x)

takva funkcija, ze koju "a," veé nije singularna talka.

-

N a slican nadin je takodje
. Ky ko
(x-8;) “o(x-a5) “of(x) = Fy(x)
takodje takva funkcija gde talka 8y i 8, takodje nisu singularne tacke,
Rezunujuéi tako dalje moZe se doéi do zakljudka da se f£(x)
moZe pisati u takvom obliku kao Sto je to veé prikazano..
Iz istog obrazca (3) joSe se i drugi zakljudci mogu izvoditi,
Ako je neka (x) funkcija jednaka reciprodnoj vrednosti
funkeije £(x), koja je f£(x) talke (x-a) dini "pisfd pol, tada je ista "a"
tadka takodje funkeiji \<(xX gini "n"-tu npltu*\/?'jer je
(x - a)"

(@ =tz = +5
stoga je , . (x - a) ’
(#) \%(a) =xi:m - = 0

8 obzirom da jm= F(x) u tadci x=a ima konadnu vrednost,.
Iz ovog sledi -jod i to ako neka f£(=) funkcija u okvirm zat-
vorene povriine linijom "s' -ima "n™ broj nultih tadaka i "m" broj "bez~
nadajnih singularnih tadaka", tada se ona moZe pisati w sledeéem obliku:



&

(5) f(x) = 3=

u kojem izrazu "1 "' i "b " su odgovarajuée nulta mesta, a "k " i "a "

pak odgovarajuéa "beznadajne singularne tadke", dok je G(x) je takva funk-
cija od "x" koja unutar linije "s" hema niti nulte mesto niti pak pols,
Iz prednjih znamo da je

(6) (=) =.ﬂ“ (x - 8) ™

takva funkecija koja 1ma “m" brgg ‘beznadajnih 81ngularn1h tadaka,
Kako pak (x - a,) ne sadr#i u,sebl ni- jednu nulu, trebe:

. ok T
~da je u nadem sludaju F(x) takvaAfunkclja clje ¢e se nulte tadke pokla-

pati sa nultim talkama funkcije f(x) u okviru zatvorene povriine ogra—
nicene linijom "sB", t.a. treba da ae

F(x) =(1 (x - by ) . G(x)

Yy, . .
Ovo je pak jasno Jer izraz
1

kaZe da je u F(x) "bl" Je "11"redna nulta talka.Funkcija G (xﬁ vel nemoZe i

imati nultu tacéku. (x-bl) vé¢ nemoFe biti nulta talka funkcije G,(x),
jer bi se to protivili nSem tvrdjenju da je u F(x) "llﬁ redni brej talke
"bl" : Gl(x) je daklem takva funkcija koja svojim argumentima bl' b2 ’
« « « b nestaje(?)..

Na osnovu toga moZemo plsatl da su—u

1
6,(x) = (x-by) 23 Go(x)

na slidan nadin nulte tadke, tadke Dre o o bﬁ u G,(x).

Na slidan nadin moZemo produZiti naSa razmiSljanjes i naposletku

doéi do izraza . o ) 1,
‘ Gn—l(‘),'v(x;bn)_ «G(x)

koji je samo za vrednost x = bn Zanemarljiv.

Ako iz na takav naéin'dobivenih izraza eliminiSemo izraze
Gp1(x)y Gy 5(x)ye o o o ,G5(x), Gy(x) dobijemo da je

F(x) = ﬁ( x - 'b@l"'.s(x)

°

. koji izraz ako zamenime u jednadinu pod (6),daje nam oblik dat pod (5)
.1 s time smo ujedno dokazali nasw tvrdnju. ' :

Predsestavljajuéi ponovo da postoji jedna-funkcija:%lz)n T%ET

“YmoZemo prema (5) pisati da je _ : ///
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