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' Egy tekintetet vetve az egész fiiggvénytan torténelmi
fejlodésére, latni fogjuk, hogy épen azon része, a melyrdl
részben ez értekezésben is lesz 526, vonzotta maghhoz a
legkivalobb gondolkozokat a tiszta mennyiségtan terén.

Nem 4ll szandékunkban folsorolni mindazon tudésokat
vagy pedig azok valamennyi dolgozatait — tdgy emezek,
mint amazok szima nagy — de mégis fel kell emlitentink
egy értekezést, mely Cauchy és Riemann alapveté mun-
kalkodasa utan, a berlini tudomanyos akadémia kozlonyé
ben megjelent és ugy szélvan a fliggvénytanban uj irdnyt
alkotott.

Ez Weierstrass, a berlini egyetem bires tanaranak,
egy értekezése,' melyben az eqgyértékii analytikus figg-
vények elméletét 0j wmodon targyalja. Weierstrass ugyanis
elmélkedésében egészen eltér az eddig hasznalt médszerek-
t6l, a mennyiben elmélete kifejtésében csaknem kizarélag
elemi méddal él. Vajjon ez alkalmas moédszer-e, vagy nem,
az nem tartozik ide — mi csak ama nagyszeri eredményre
tekinttink, melyet az folmutatott és mir6l ama értekezések
nagy szama is tanuskodik, melyek Weierstrass nézete alap-
jan ezen aranylag rovid idd alatt megjelentek.

! Weierstrass. Abhandlungen” der Berliner Akademie der
Wissenschaften ;: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Func-
tionen. 1876,
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Ezen dolgozatok koziil kiilonosen kitinnek -Mittag-
Leffler értekezései,® mely gondolkodasaban —még tovabb
megy Weierstrass-nal; mert mig ez az analytikus fiigg-
vény alakjat mutatja fel, melynek véges szamu lényeges
és végtelen szamu lényegtelen singularitisa van, — ez érte-
kezésének culminilo pontja — addig Mittag-Leffler azon
fiiggvények alakjat is adja, a melyek altaldban végtelen
sok singularitassal birnak, barmilyen természetiiek is legye-
nek ezek.

Ez értekezésben az egyértékd analytikus fliggvé-
nyek el6allitasairél isolalt singularis pontok kornyékében
lesz sz6.

Jobb attekintés kedvéért ez értekezést két részre osz-
tottam, melyek kozill az elsé — a szabalyos fiiggvények
és a singuldris pontok fogalmat advan — a masodik szd-
mara késziti elé az alapot, mely masodik rész épen a fent
nevezett feladattal foglalkozik.

A kitlizott feladat megfejtésénél kétféleképen jarunk
majd el — a fiiggvényeket hatvanysorok Osszege vagy
szorzata gyanant tiintetve fel.

Az analytikus fliggvények ilyen modon val6 el6alli-
tasaval talslkozunk elészor Weierstrass emlitett értekezé-
sében, de a mint mondottuk, elemi moéden kidolgozva.
Guichard ® kimutatta, hogy valamennyi figgvény el6allit-
hat6 hatvanysorok szorzata altal, dolgozataban a felsébb
analysis miiveleteit haszndlva fel. Az Gt azonban, melyen
azt kovetkezteti, nem egy s ugyanaz, a minek tulajdonit-
hatjuk is ama hosszadalmas eljarast, melyet egy végtelen
sok singularis ponttal biré fliggvény eldallitasaban kovet.

! Ezek a kiovetkez§ kozleményekben jelentek meg: 1. Comp-
tes rendus de I’Académie des Sciences: Sur Ia théorie des fonctions
uniformes d'une variable. 1882, és 2. Acta Mathematica: Sur la
représentation analytique des fonctions monogénes uniformes d'une
variable indépendante 1884.

* Guichard: Théorie des points singuliers essentiels. Paris, 1883.



" Mi, mind ennek, mind pedig véges szama singularis pont-
tal bir6 fiiggvény szorzat alakjaban valé el6allitasanal, min-
dig azon elvhez — melyet majd egyszerii okoskodassal
bizonyitani fogunk — ragaszkodunk, mely szerint egy analy-
tikus fiiggvény logaritmikus derivaltjanak integral-maradéka
mindig egész szam.

Folemlitjttk még, hogy ez értekezés kidolgozasanal
az emiitett forrdasokon kiviil még a Jordan ! és Hermite ?
kitiin6 miveit hasznaltuk, a tobbieket mas kell6 helyen
adjuk el6.

Budapesten, 1886. évi aprilis hé 1-én.

1 Jordan. Cours d’analyse de 'école polytechnique. Paris, 1882,
2 Hermite. Cours, professé pendent le 2-iéme semestre.
Paris. '1881-—2,



A szabalyos fiiggvényrél és a singularis
‘pontokrol.

1. Miel6tt még a szabalyos fuggvény fogalmat adnék,
sziikséges lesz oly tétellel megismerkedniink, a mely az
egész targyalasunknak majdnem minden fejtegetésénél el6
fog fordulni. Ez igen fontos, Cauchyté] eredd tétel, a mely
igy szélvan az egész fiiggvénytan alapjat képezi.

Folvesziink ugyanis egy oly figgvényt, a mely egy
egyszeresen Osszefliggd ' teriileten beliil bizonyos 2-—u 4
iv complex valtozénak folytonos, véges és egyértéki figg-
vénye. Ha mar most ezen teriilet egy tetszésszerinti pontja
x, tgy vilagos, hogy

1E)

g —

fiiggvény is, hasonléan mint f (¢) is az egész teriileten
analytikus?, kivéve a #z = x pontot, melyben végtelen nagy
értékkel bir. Ezen pont, mint kozéppont koriil egy tetszés-

* Riemann. Gesam. Werke : Grundlagen fiir eine allg. Theorie
der Funktionen einer complexen Grosse. Ez értekezésben az egysze-
resen és tibbszorvsen osszefiiggt teriiletnek fogalmdt taldlhatjuk,
még pedig : egyszeresen isszefiiggd azon teriilet, a melyben minden
zdrt s vonal magdban véve egy teriiletrésznek teljes hatirit képezi.
Egy ily teriilet tehdt egy metszettel megint két egyszeresen sssze-
fiiggs teriiletrészre bomlik fel.

2 Némely irdk egy- fiiggvényt csak akkor neveznek analy-
tikusnak, a mikor ez folytonos, véges, hatirozott értékfi; e szerint
egy analytikus fiiggvény végtelenjeirfl szélni sem lehetne. Mi pedig
a fiiggvény ily elnevezése mellett mindig egy oly fiiggvényt fogunk-



szerinti kis sugarral bird ¢ kort irank, mi dltal oly teriilet
keletkezik, mely két gisrbe vonal (contour) altal meg van
hatarolva. Ezen teriilet minden pontjaban mar a folirt ha-
nyados is analytikus lévén, irhatjuk a fiiggvénytan egyik
igen ismeretes tételének értelmében,

feds _ (1)

& —x , & X

®

hol az integralok a teritletre nézve positiv iranyban (le sens
direct) vannak véve, azaz Ugy, hogy a bezart teriilet min-
dig balra essék, ha az integrationalis gorbék mentében ha-
ladunk.

Hatarozzuk most a ¢ korre vonatkozo integral érté-
két. A 7z pont nem lévén mas, mint ezen kor keriiletének
egyik pontja, irhatjuk

i
g — z=re",

vagy differentidlasa utan

de — rie®

dep.

A keresett integral értéke tehat ez lesz:

. s 21 )
M = zf ‘f(x + 7‘6@1) dg.

R g—

Mivel pedig a folvett fiiggvény z==« pont kornyé-
kében folytonos, r-et oly kicsinynek valagzthatjuk, amint
akarjuk, vagy mas széval mehettink az « pont természetes

érteni, a mely a sik egyes részeiben folytones, véges, hatdrozott
értékii ugyan, de a mellett. még bizonyos pontokban — melyek
egymistdl elvilva vannak — még végtelen nagy vagy hatérozatlan
értékkel iz bir. — Philosophiai szempontbél tulajdonképen ecsak
azon fiiggvény analytikus, mely az analysis eszkozei 4ltal definislhato.



hataraig. Ilyen kortilmények kozott pedig p-nek minden
értékére nézve

liin f (x + rem.) = {(®);

all tehat, hogy

J fz_@_dfc_ —if(@). f dp = 2xi. f (z),

s tekintetbe véve az (1) alatti egyenletet
&) ds .
2) f f;—l; = 2mi. [ ().

Ezen relatio pedig azt mondja: hogy ha egy gorbe
mentében ismerjiik egy oly f (z) fiiggvény értékeit, mely
az illet6 gorbe 4ltal bezart teriileten beliil analytikus, ak-
kor a megadott fiiggvény egy tetszésszerinti, ezen teritleten
belill levé argumentumahoz tartozé értékét egy hatarozott
integral értéke altal szamithatjuk ki.

~ Nagyon egyszeriien arrél is meggyézédhetiink, hogy
ezen integral értéke még zérus is lehet, mert, ha az x pont
az s Altal bezart teriileten kiviil esé részében volna, ugy

1)

E— X

hanyados a tertilet belsejének minden egyes pontjira neézve
analytikus lévén, Cauchy leghiresebb tételeinek egyike
szerint
fede
Z-—

s

Igy tehat a (2)-ben foglalt integral értéke lényegesen figg



az x pont helyzetétsl s ezt tekintetbe véve ezen tételt mond-
hatjuk ki:

Ha a complex valtozd fiiggvénye blzonyos s gorbe vo-
nal altal bezart teriileten beliil analytikus és « a figgvény
argumentumanak tetszésszerinti értéke, gy

f fzi'i_d; = 2mi. f(x) vagy 0,

a szerint, a mint a folvett z pont a bezdart teriilet belsejé-
ben vagy kiilsejében van.

2. Ezen tétel folhasznalasa mellett nagyfontossagu,
alapveté eredményekhez juthatunk. Mivel az s girbe vo-
nal alakja tetszésszerinti, igy ezt egy oly a kozépponttal
bir6 kornek vehetjiik, melynek terilletébe az x pont is
esik. De

1 1 1 [ r—a
z~—4w~,z-a'] r—a 2—a +z—-u+
z—a
zr — 2 — n
L E—a @0

R R )

1évén, irhatjuk, hogy
O fo)— mff@dz — A A —a) .

+A_(x—ar—'4+R,
hol altalaban

1 __f(z_)_o_ii_ ¢s R— 1 (@—a)fe)ds
Boom ) (p— gl T 2m s(z——a)"(z:Z?)'

~ Amde az o a kor kozéppontja, x pedig a kor belsejének



egyik pontja, tehdt minden z-re nézve &'l
mod (2 — a) < mod (# — a)
és V

© 2. mod R ~— mod f M&)—d‘i.
< s(ﬁ,"—- a)y{z - z)

Ezen utébbi egyenlétlenség pedig elenyészik, ha n.== oo
vétetik.

Ugyanis tegytik fol; hogy az f (¢) médulusinak leg-
nagyobb értéke a kor keriiletén M; az (z—a) és (¢—a)
pontok modulusait pedig =, gyel, illetsleg r-rel jeloljtik, ugy

. = Mr'ds =2zr.M /7 \"
O

mely kifejezés mar nyilvan » = oo-re nézve uérussal
egyenld, mert az M nem lehet végtelen nagy, — f () még

az s vonal mentében is analytikus lévén, — (:—’) pedig

valédi tort, mely zérus felé convergal, ha » = oc lesz.

Az (1) alatt 16vé sor tehat a végtelenig folytathaté
mindaddig, mig az 2 pont az s vonal altal bezart teriilet-
ben fekszik; a sor alakja pedig e kovetkezd:

@) F0)—AdAE—a)+A@—a) ...,

hol az 4, altalanos egyiitthaté z-t61 fiiggetlen integral 4l-
tal definidlva van.

Mind azon pontokrél, melyek a folirt sornak megfe-
lelnek, azt mondjuk, ! hogy az ,a pont kérnyékében“ vagy
,8zomszédsagaban vannak. Az z azonban ezen kornyékben

1 Weierstrass. Monatsberichte der Konigl. Akad. der Wissen-
schaften : Zur Functionentheorie. 1880. August.



végtelen sok értéket vehet fol, melyeket rendre z,, «,,...
«, . .. altal jelolhetiink ; e szerint ezen pontok kornyé-
kér6l is szolhatni.

Ha az a kornyékéhez tartozé pontok Osszességét A-val
jeloljiik, gy egy tetszésszerinti x; pont kornyéke tartozik
az A-hoz, ha ezen pont kiornyékében 1év6é pontok, mind az
A-ban vannak, azaz ha

mod (z—m;) = ;
olyan, hogy az #; altal »; koriil leirt kor kertilete til nem
1épi az a kortl irt kor kertiletét. Ilyen pontok kirnyékeire
nézve pedig a figgvény fent irt alakja mindig fennall, a
mi annyit tesz, hogy az A-ban 16v -tetszésszerinti 2; pontra
nézve a megadott fliggvény (z-—a:;)-nek positiv egész hat-
vanyai szerint haladé végtelen sorba fejthetd.

Igy megadvan egy pont kornyékének a fogalmat,
mondhatjuk, hogy mindazon filggvény, a mely oly tulajdon-
sagh, hogy egy tetszésszerinti a pont kdrnyékében (r—a)-
nak positiv, egész hatvémyai szerint sorba fejthets, ebhen
2, pontban szabdlyos (regulidr, reguliére) fiiggvény; az a
pedig ezen fiiggvény rendes (regulidr, ordinaire) pontja.?

Ha ezen a pont a végtelenben van és egyszersmind
a fliggvény rendes pontja, ugy azon ismert criterium sze-
rint,? mely egy rendes pont 1étezésérél szol, a (2) alatti sorba

(x—a) helyebe %—-et irvan, megkapjuk a fliggvény alak-

jat egy végtelen pont kornyékében. Ugy a fiiggvény alak-
jat ismerjiik a sik akarmelyik. pontjdban, ha benne f (x)
szabalyos.

3. Azonban az analytikus fliggvény természeténél fogva
a végtelen sikon oly pontokkal is talalkozuuk, melyekre

1 K. Weierstrass. Abhandlungen der Ml[ Akad. der Wissen-
sehaften : Zur Theorie der eindeutigen anal. Functionen. 1876.

* Konigsberger, Dr. Leo: Vorlesungen iiber die Theorie der.
elliptischen Functionen. 1. Theil. 116. p. Leipzig, 1874.
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nézve nem talalbatni egy oly kornyéket, melyben f (x)
(z—a)-nak positiv, egész hatvinyai szerint haladé sor altal
volna eldallithato. Ilyen pontok a fiiggvény singuldris pont-
jainak (les points singuliers ou critiques) neveztetnek.

Latni fogjuk, hogy egy ilyen pont kornyékében a
fiiggvény altalanos alakja ez:

M f (@) =
hol G () egy az a pontban szabalyos fiiggvény alakjaval

bir, G (x—_l_—(;) pedig, mely tulajdonképen a singuléris

pont létezésérdl tanuskodik, iiy alaki :

B,

@6 (x —a (x—a)ﬂ_!_'

Ha az utolsé kifejezés jobb része véges szamu tagok-
bol all, az @ pont a fiiggvény lényegtelen singuldris pontja
vagy polusa ; ha pedig a sor a végtelenig folytathato, ugy
az a fliggvény lényeges singuldris pontja.

s » 1
A singularis. pontok nemére tehat a G/ (:}c—~a

fitggvény alakja jellemzé; de megforditva is a singularis
pontok szama és azok természete a fiiggvény osztalyozasa-
nak alapjat képezik.

Tegyiik fol most, hogy @ a fliggvény lényegtelen sin-
gularis pontja. Ha ez 4ll, gy a ‘mondottak értelmében,
az (1) alatt all6 kifejezés igy -irhat6:

B B B,
f(.x)--_-—G(W)—"‘ x_la ~+ (.Z‘—2(1/>2 + ... +W.

Szorozzuk ezen egyenlet mind a két részét (r—a)-nak n-edik
hatvanyaval és vigyiik véghez a kellé miveleteket, dgy

(3) (z—a)" f (2) = F ()
kifejezést kapunk, melyben F (z) egy az (z—a)-nak posi-
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tiv egész hatvanyai szerint haladé sor, azaz egy az a pontra
nézve szabalyos fiiggvény.

EbbSl még a lényegtelen singularis pontra nézve egy
mas definitio is kovetkezik ; mert az utolsé kifejezésbdl még
azt is latjuk, hogy ha az [ (x) egy szabalyos fuggvénynyé
(¥—a) bizonyos positiv n-edik hatvinyinak valé szorzdsa
altal atalakithaté, igy az « a figgvény egy lényegtelen sin-
gularis pontja, még pedig n-szeres polusa.

Hasonloképen jarhatunk el akkor is, ha a fiiggvény
lényegtelen singularis pontjainak a szdéma m; ha ezen pon-
tokat altalaban a,, -vel jeloljik, a megfelelé rendet pedig
k, -vel, azt nyerjik, hogy

n

—_— kpL
f@. | | =) =F@
1

P,=

mely kifejezés jobb része mar az a,, pontok valamelyikében
szabalyos fiiggvény.

Ezen kifejezésnek helyessége hamar kideriil, ha csak
a (3) alatt 4ll6 relatiéhoz fordulunk. Mert az

(o) B fl) =T, @)

oly figgvény, melyre nézve o, méar nem singularis pont.
Hasonléképen az

k, k,
(—a,) @—a)  f(x)=F,; (=)

oly kifejezés, melyben sem a,, sem a, nem singularitisok.
Igy tovabb is okoskodva belatjuk, hogy az f (x)
csakugyan oly alakban irhato, a mint ezt be is mutattuk.
' Ugyanazon (3) kifejezésb6l még mas kovetkeztetése-
ket is vonhatunk.
Ha ugyanis egy tetszésszerinti ¢ (z) fﬁggveny egyenl6
f (z)-nek reciprok értékével, mely f (z) nek x—a pont »-
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szeres polusa, akkor ugyanezen a pont még a ¢ (2) fiigg-
vénynek n-szeres zérOhelye; mert

_ 1t _(@—ar
PO=rm T T
tehat :

(@) = lim ‘[ @—a)" 7}
® i r=ai F@ | ¢,

F (x) véges értékii lévén x = a pontban.

Ebbél pedig még az is kovetkezik, hogy ha vala-
mely f (x) fiiggvénynek bizonyos s zart vonal altal bezart
tertiletben » szamu zérohelye és m szamt lényegtelen sin-
gularis pontja van, ugy az e kovetkez$ alakban irhato:

i l
(=)

® f@w=>=L . G@,
m k’}x

(v—ay)

v

po=1

mely kifejezéshen [ a b zéréhelynek, k}JL pedig az a, 1é-
nyegtelen singularis pontnak megfeleld rendszim, G (x)
pedig xz-nek oly fiiggvénye, melynek az s vonal belsejében

sem zéréhelye, sem pedig polusa ninesen.
Az elébbiekbdl tudjuk, hogy

e 7"9
® f@o=F@.| |(+—a)
po=1

oly figgvény, melynek m szami lényegtelen singula-
ritasa van.
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W

kP;

Mivel pedig | | (= —a,) © nem foglal magiban
p=1

egyetlen egy zérét sem, kell, hogy a mi esetiinkben az F(z)

oly fliggvény legyen, melynek zérohelyei az s altai

bezart ‘tertiletben mind dsszeesnek az f (x) fliggvény z4ré-

helyeivel, azaz kell, hogy

— 1,
r@=| | (@) .¢@
v=1

Ez pedig vilagos; mert

ll
F (x) = (x—0,) . &, ()

kifejezés azt mondja, hogy az F (x)-nek b, egy [,-edrendt
zéréhelye. A G, (x) fuggvénynek z=>, mar nem lehet
zéréhelye, mert ez ellenkeznék azon - allitisunkkal, hogy
F (x)ben I, a b, pont rendszdma; G, () tehat oly fagg-
vény, mely csak az argumentum b, , b, , ... b, érté-
keire elenyészik.
E szerint irhatjuk, hogy
ly
G, (2) == (2—hy) .6, (@),

hol hasonlé moédon G, (z)-nek zérohelyei esak a b, , ..
b, pontok. :
Igy tovabb is folytathatjuk az okoskodast s végre egy

L
Guoy () = (—bs) .G ()

kifejezésre jutunk, mely csakis z—=1"5, értékre nézve -el-
enyészik.
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Ha az igy nyert kifejezések sordbol a G,_, (2) ,
G, ,@,...,6; (x), 6 (») figgvényeket eliminaljuk,
azt kapjuk, hogy

n

Iy
Fo=| [(@=b) 6w,

v =1

mely kifejezés (6)-ba valo helyettesitése megadja az (5)
alatt folhozott alakot és ezzel egyszersmind allitasunkat is
bizonyitja.

Foltéve, hogy megint egy ¢ (z) == ?_(IE fiiggvény

létezik, irhatjuk (5) szerint, hogy

(=)

] =1 1
x) ="~ . ,
P (@) n L G (2)
(2—b,)
v=1

mib6l egyrészt az kovetkezik;, hogy f (z) és ¢ (x) figg-
vények oly tulajdonsiguak, hogy az egyiknek lényegtelen
singuldritisai Osszeesnek a mésiknak zéréhelyeivel és meg-
forditva, masrészt pedig azt is latjuk, hogy

lim[f(z) =0 @w=12...m

XT=a

azaz, hogy egy lényegtelen singularis pontban a fliggvény
értéke végtelen nagy.

Hogy egy lényeges singuldris pontra nézve ezek a
kovetkeztetések nem allanak, kitiinik mar ilyen pont defi-
niti6jab6l; ennek értelmében ugyan nem talalhatni oly
positiv, véges » szdmot, melyre a (3) alatt all6 kifejezés
ngyanazon mellékmeghatirozasok mellett allana. Egy ilyen
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pont természetes hataraban egy tetszésszerinti értéket fol-
vehet.?

Végre még az is vilagos, hogy ha v =a az f, (z),
i @,...,f (x), figgvények kozil egyikre nézve sem
lényeges singularitis, akkor barmely rationalis kapesola-
tukra nézve sem lehet lényeges singularitas.

Ezen allitasnak helyessége rejlik mindossze a kovet-
kezé harom tételben :

Ha f (x) és ¢ () koziil egyikre nézve sem lényeges
singularitids az x-=q, akkor

1. osszegiikre vagy kiilonbségikre ;

2. szorzatukra

3. barmelyiknek reciprok értékére sem lehet z=aqa
pont lényeges singularits.

Ezen tételek helyessége 1gyszélvan szembetiing,
mert csakis rationalis miiveletek vegzesében all, azért e7t
nem is mutatjuk be.

Megemlitjiilk még, hogy mi a fiiggvényeket csakis
az elséosztalyd singularis pentok kdrnyékében elé fogjuk
allitani, azaz oly pontok korill, melyek egymastol elkils-
nitve (lés points isolés) vannak. Ilyen pontok kornyekeben
teh4t mas singularis pontok nem léteznek.?

Az analytikus fliggvények kiilénb6zé eloalli-
tasairol.
1. Megadvan a singularis pontok természetére vonat-

kozb, szlikséges megallapodasokat, 4ttériink a tulajdon-
képeni czélunkra. Meg fogjuk mutatni, hogy az egyértékn

! Holdler : Math. Ann. Bd. 20. Eine eindeutige analytische
Function in unendlicher Nihe einer wesentlichen singuliren Stellg etc.
£ Muttag-Leffler. Comptes rendus. 1882. Sur la théorie des
fonetions uniformes d’'une variable. Mittag-Leffler a singuldris pon-
tokat két nemre (points singuliers de premiére et de deuxiéme genre.)
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analytikus fliggvények singularis pontok kornyékében e
kovetkezé moédon allithatok eld:

I. Ha a fiiggvénynek csak egy smgularltasa van,
akkor az f (z) altalanos kifejezése ez:

=000+ 6 (45)

=2}

II. Ha a fiiggvénynek az egész sikon véges szami
singularitasai vannak, gy az &ltalanos alakja ez:

“( G 2 q (1
fz)=G () +M_ M x——ap)

vagy
f (@) =

vagy

f@) =G @). | |G (x_a )(x—u

p=1

HI. Ha azonban a fliggvénynek végtelen sok singulé-
ritasa van a végtelen sik mentében, vigy az altalanos kife-
jezése ezr:

f@=06Gx + X [ v
p=1
vagy

*y (x)
fx) =6 (x) + l (x—a i Gy, T—a, )

p.——l

osztja. Minden singuliris pont, melynek kirnyékében az elsGosztilyd
pontok végtelen nagy szimban vannak meg, a singuliris pontok
midsodik osztdlydt képezi és igy tovibb. Ily pontok Gsszessége meg-
adja, az elsonemii singuldris pontokat, a ttbbiek pedig, melyeknek
természete ezektll eliit§ — a singuldris pontok vagy egy vonal
mentében vagy a sik egyes 1észében vmmak — képenk a mdsod-
neniti. singuldris pontokat.
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Ezen kifejez¢sekben G (x)-nek alakja megegyezik egy

x-—ap) pedig az «
singuléris pont jellemzé fiiggvénye és véges vagy végtelen
sort képvisel a szerint, a mint a, lényegtelen vagy lénye-
ges singularitas. Ezen Gp. fiiggvények még a singnlaris pon-
tok szdmat is megadjak, mert minden egyes G, altal csak
egyetlen egy singularis pont definialva van.

Ha ezen alakok koziil a II. alattiak elsejét vesszilk
tekintetbe, ugy egy igen fontos  fogalomra jutunk, mely
Cauchytél ! szarmazik és a singularis pontok integrdlmara-
dékairel (le résidu) szol.

Folvesziink ugyanis egy f (x) figgvényt, mely az s
vonal belsejében mindeniitt analytikus, kivéve az a,, a,,...
a, pontokat. Ily foltételek mellett pedig Cauchy szerint

szabalyos fuggvény alakjaval; G b (

Lf (%) dz =qu (x) da +J[(x> dz + ... +th(x) dz,

hol altaliban ¢, az a, pontot kiriilvevé, p, sugdrral biré
kir kertiletét jelenti.

Igy allvan a dolog, kénnyen hatirozhatjuk meg azon
integralok értékeit, melyeknél az integrationdlis vonal az
a, pontot bezaré ¢ korkeriilet. Tudvan, hogy

“1}1. A2p.
G (x—a ) - ﬁ""a + (o= (77_'“;1.)2 +-

véges vagy végtelen, de egyenletesen convergens sorba fejt-

1 Cauchy Comptes rendus. 1855. Mémoire sur les variations
intégrales des fonctions.
2
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het6, all a II. alatt bemutatott alakok elsejének (1)-be valo
helyettesitése utan, hogy

Lf(x) iz :LG (@) dw +LG<@ de +...+£ G () de

1 1
+ 3 (
I e (_% @+ X o, ) Aot

+ z G ( ! )d
et o—ay, Z.

Mivel pedig G (x) a ¢ korok akarmelyikében analy-
tikus, azért az els6 m integral értéke zérussal egyenld;
hasonloképen a X alatt 1évé m integral kozil szam sze-
rint (m—1) elenyészik és csak az marad fenn, a melyben
c-nek indexe az a indexével megegyezik,

Irhatjuk tehat

fsf @) do— 3% j G, x__ap) dw

p=1

vagy ha

— Ay
x—a) H_Ix a, + 2 G, (x—ap

irunk, hol

G, (x———ap) (x— }L)a (xf};)s + ...,
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gy még

o) f rod= % “‘; Z‘Z f 6 ()

Cp_ p.——'l

De
T—a, = p, (cosocp+ i sina,), dx=i . Py (cosap +

isina,) da,

tehat

m A, dz ™ " .
X — == X A | da =27 g A”L s
p=1/, P 7% p=1 , " p=1

de még a (2)-ben a masodik X jel alatt 1évé integralok
mind elenyésznek, mert az integralas positiv iranyban van
véve és azonkiviil a G’ fiiggvény valamennyi tagja ugyan-
azon értékeket veszi fol az o = o-ban és o =- 2z-ben.
Lesz tehat

ff(x) do—2mi. I A,,
§ p.=1

Az A, egyiitthaté [ (zynek az a, pontra vonatkoz6
integrdlmaradéka. Mondhatjuk tehat, hogy, a mikor bizo-
nyos zart s vonalon belil m szdmu singularis pont van,
tgy f,f (x) df nem mas, mint az ezen singuldris pon-
tokra vonatkozé integralmaradékok osszegének 2zi-vel valéd
szorzata.

Megjegyezziilk még, hogy egy egyértékii analytikus
figevény logaritmikus derivaltjdnak integralmaradéka min-
dig positiv vagy negativ egész szam, s ezt majd késébben
be is bizonyitjuk.

2%
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2. Menjiink most a kitiizott czélunkhoz és mutassuk
ki, hogy a singularis pontok kornyékében f (x)-et analyti-
kailag csakugyan gy allithatjuk el6, a mint ezt ezen
fejezet kezdetén az I, II. és III. alatt megjeloltiik.

A legegyszertibb esetbsl indulunk ki, folteszsziik
tehat, hogy a fiiggvénynek csak egy singularis pontja van.
Ha ezen pont kortll, melyet a-val jeloliink, két concentri-
kus kort irunk és ha ezen korok Altal képezett gytiriinek
x egy tesztésszerinti pontja, ugy a fiiggvény ebben a pont-
ban két sorba fejthets, mely sorok egyike (z-— a)-nak po-
sitiv, masika (z — a)-nak negativ hatvanyai szerint halad.

Legyen e végre ezen concentricus korok koztil s a
kiils6, ¢ a belsé, o pedig megint egy végtelen kis sugarral
bir6 kor, mely az x pontet magéban foglalja; mivel

f ()

A~

fiiggvénynek analytikai volta csak a z=x és #—=—a pon-
tokban sziinik meg, azért irhatjuk, hogy

J‘f(z)dz :j'f(z)dz +Jf(z)dz .
2—X 22— Gz——x

s c

De egy elébbi tételiink szerint
fEde oo,
J e = f(x). 2= ;
-1
e szerint az eléhbi egyenletet igy is irhatjuk:

2nt | z—x 2n | s g

o/ g ¢

N
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Ha z-t az s kor keriiletén folvesziink, a korgytirii minden
pontja
mod (x —a) 2~ mod (z —a)

relationak fog megfelelni, melyb6l azt latjuk, hogy

Z—X
tortet egy convergens sorba lehet fejteni, mely sornak
alakja ez:

1 1 z—a (x—a)?

T Ty T o

—x e—a (+—a

+ ..

ha pedig 2 a ¢ kor Kkeriiletén van, akkor minden z-re
nézve
mod (#—a) £ wod (x—a),
s ennél fogva
1 1 —a (z—a)?

T = + + (x—a)®

—x z—a = (r—a)?

Helyettesitvén mar most ezen sorokat az f () kifejezésébe,
azt kapjuk, bogy

f(x) = A, + A, (z—a) + A, (x—a)® + ....

B, B,
+ _a+(x_a)g+"'i

x

mely kifejezés jobb oldalan 1év6 egytitthaték dltalanos
alakja e kovetkezd: ‘

1 f(2) de

An == %‘/‘i s—(z— “) a4+l 2

Bn=if(%—@”4.f@yh.

1
Ezen sorok elsejét G (x)-el, masikat pedig G’( —— )
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val jelolvén, azt latjuk, hogy a fiiggvénynek analytikai
eldallitasa csakngyan

! ry{ ! \

T Y o Y AN
V«/—U\M-rukx__a/

kifejezés, mely egyszersmind az I. alakok elsejével is tokeé- k
letesen megegyezik.

Ha a &’ fiiggvény valamennyi egyiitthatoja elenyészik,
tgy f (x) az s koron beliil mindeniitt egy analytikus fiigg-
vény jellemével bir.

A figgvény ezen utolso kifejezésébdl még az is ko-
vetkezik, hogy minden fiiggvény, a mely egy korgytirtiben
analytikus és a mellett csak egy singularis ponttal bir,
el6allithaté két sor szorzata gyanant, mely sorok kozil az
egyik (x — a)-nak positiv, a maisik ennek negativ hatvinyai
szerint halad.

Ha ugyanis F () a korgyiiriben » szdmi zéréhely-
lyel bir, akkor az elbbiek szerint irhatjuk

Fa =] [ (e=b)" e,

hol f(x) derivalt figgvényével egylitt a korgytrtiben
szintén analytikus, és mivel f (z)-nek nincs egyetlen egy
zéréhelye sem a korgyiirdben, azért még a logaritmikus
derivaltjanak singularitasai ugyanazok mint az F(z) singu-
larit4sai. Irhatjuk tehat, hogy

’;f (S;) — A+ A, (5—a) + A, (z—a) + . ...
BI + B2

r—a = (x—a)?

+ 4+ ..

Ezen kifejezés jobb oldaldn 1év6 sorok egyenletesen con-
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vergensek, szabad tehit ezeket tagonként integralui s igy

1f@)=C+ A, (x—a) + 5 A, (@—a) 4+ ...

B,
+ B, l(x—a)——x_a—-....,
vagy
0 , >0 B;'z
lf(x) = ”EO A, (xf ay + "2:1 Rt + B, l(z—a);

de B, egylitthaté nem mas, mint egy logaritmikus deri-
valtnak integralmaradéka, melyet majd m-el jelolni fogunk ;
eléall tehat az utolsé kifejezés kelld atalakitisa utén

o, ~ B,
f(x) == et e

Ebbél a kifejezésbél mar azt latjuk, hogy egy loga-
ritmikus derivaltnak integralmaradéka egész szam; mert
ha m tort volna, akkor az f (z) ezen utolsé alakjabél ko-
vetkeztethetnék azt, hogy az polydrom fliggvény, mi a
foltevésiinkkel ellenkeznék. Ezt mar most egyszer és min-
denkorra bebizonyitottnak tekinthetjiik.

Ezt megjegyezvén latjuk még, hogy az utolsé kife-
jezés jobb oldalanak szorzéi kozlil az elsé (z — a)nak
positiv, a mésik ennek negativ hatvinyai szeriut halad,
convergens sorba fejthet, a harmadik pedig (z— a)-nak
m-edik hatvanyival egyenls.

E szerint tehat egy oly analytikus fiiggvénynek,
melynek csak egy singularis pontja van, még ez is analy-
tikai eldallitasa :

fa=0@. ¢ (). o,
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mely alak mar magaban foglalja az L alatt 1év$ alakok
mésodikat; mert ha m positiv, Ggy (z —a)"-et G (x)-el,
ha pedig negativ G’(
pedig az (z— a)™ tényez6t6l a fennt irt Kkifejezést meg-
szabaditottuk.

3. Az el6bbi czikk eljarasat tovabb is kivetve, gyor-
san juthatunk egy oly fiiggvény eldallitisihoz, melynek
bizonyos zirt s vonal belsejében végesszamu singularis

pontjai vannak. Legyenek ezek a, ,a,,...an, 4gy, az s
altal bezart teriileten meg egy z pontot véve, irhatjuk

fle)de _ J fode fE)ae

)-val szorozhatjuk ; ez altal

&— Z—1 p. =1 2—

}J.

s

ba ¢ az z, ¢, pedig az a, pontot bezaré kort jelenti, mely-
nek sugara legfeljebb a . Jegkizelebb esd ¢ kor keriletéig
terjed.

Ezen egyenlet jobb oldalanak elsé integralja 2z .
f (z)-el egyenlé; e szerint

f(2)de f (z) dz
(x) == o 27” P“‘lf

g B—%

Keressitk most hasonloképen ezen kifejezésben fog-
lalt integrilok analytikai kifejezését!

Az s-nek belsejében egy oly a pontot folveszink —
mely pont kiilénben f (s)-nek rendes pontja — hogy

mod (¢z—a) Z mod (z — a)

legyen a szerint, a mint a # az s-en vagy a singularis
pontokat bezaré korok keriiletén van véve. Az elsé esetben

1
T tortet (x — a)-nak positiv, a masodikbah pedig ennek
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negativ hatvinyai szerint haladé convergens sorba fejthet-
jiuk. Ha ezen miiveleteket véghez vissztik, hasonlé eljarast
haszndlva, mint a milyent az utolsé czikkben alkalmaztunk,
és ezen miveletek eredményét utolsé egyenlettink elso,
illetéleg méasodik integrandusaba teszsuiik, f(2)-re nézve
e kovetkez6 alakot kapjuk:

f@ =4, + A (z—a) + A, (x—a)® +

B, , B, ,
toamn Ty T
B,, B,
+ 10y + (w—ay)” te
Bm1 B"‘?
+ L + (2—an )? ARRE

hol

. 2m (z gyt 1 b 9

fl@dz o :_Lj @E—a)" "t flo)de.

}L
Jelolvén az els6 sort G (z)-el, a tobbi m sor p-edikét pe-
. 1 . o dle
dig G, (;:_——a;—)-vel, latjuk, hogy egy egyértékii analy-

tikus filggvény, melynek véges szami singularitisai van-
nak, altalanos kifejezése csakugyan ez:

m 1
=6+ £ o (=)

x—ap

melyben G () egy szabalyos fiiggvény alakjaval bir,
G ( ) pedig (z — a )-nek negativ hatvanyai szerint
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haladé véges vagy végtelen sor a szerint, a mint az a, a
fiiggvény lényegtelen vagy lényeges singularis pontja.
Ezen zart s gorbe belsejében elSallithatjuk az f (x)-et
még egy szorzat alakjaban is, a mi megint nem mds, mint a
fiiggvény utols6 alakjanak analytikai kovetkezménye.
Folteszsziik az f (x)-rél azt, hogy bizonyos zart s girbe
belsejében véges szam® singularis penttal bir. Ilyen fo6l-

f (@)

szami singularitasai vannak, ha f (x) még azon kovetel-
ménynek is megfelel, hogy a zéréhelyeinek szima is véges
legyen. Igy tehat a fliggvény logaritmikus derivaltjanak
singularis pontjainak szama m, nem mas mint a megadott
fliggvény singularitisainak és zérohelyeinek az Osszege.
De, a mint tudjuk, ilyen mellékmeghatirozasok mellett a
fiiggvény elGallitasa ez:

4 n 1 \
e+ L6 G,

kozott, természetesen, mar az f (x) zérohelyei

tétel mellett pedig a -nek is hasonlé- médon véges

hol az ay,
iz vannak.

Ha az utolsé kifejezés jobb oldalan 1évé egyes tagok
analytikai kifejezését is kur_;uk akkor még a

%%2=A0 +4, p—a)+ 4 (@—a)+

n B
+ 3 [____B”* +——ﬂ-2+...:|.
e = O
Ha ezen egyenlet mind a két részén az integralast véghez
viszsziik, azt kapjuk, hogy
If@)=C+ A, (x—a) -+ l(x @) +
B

m 2!.'-
+ X [Blp l (x-——ap) - —a, —_ :' ,

=1
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a mit igy is lehet irni:

Uf ()= 2 A, (z—a)" + 2 Bml(x——a, B,
n=0 =1 nes 1(x——a )"

mibél, ba B,, =m,,

X0 ' n

DAL= § ml—a)
f@=e=r e
s By

=1ln=1 (g — "
el ( “M)

A jobb oldal elsé tényezije (z— a)-nak positiv hat-
vanyai szerint haladé sorba fejthets, masodika nem mas

m

mint I I (z—a, )™ ; a harmadik tényezd pedig p. sort

p=1 - ‘ )
representdl, melyek koztil mindegyik (x — a, ) negativ hat-
vanyai szerint halad.

E szerint
~O = O Q«”p,
f@ = 3 PG| | e—a) X ey
n=0 P-:I
vagy

f (@) =6 (). l | (r—ay)"sGy, ( x——la;) ’
}LZI

melyben mar a G'p-k kozott az f (x) zéréhelyeit lehet to-
rolni. Ugyanis az f (x)-rol foltételeztiik, hogy véges szamu
zéréhelyekkel bir; ezek pedig még az eredetileg folvett
fiiggvénynek lényegtelen singularitasai voltak. Amde az
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f (¢) kifejezéséhez rationalis miiveletek végzése altal jutot-
tunk ; egy és ugyanazon a, pont pedig egy fiiggvénynek
nem lehet mind zéréhelye, mind pedig lényegtelen singula-
ritasa ; ezekbdl az kovetkezik, hogy a G’; tagjainak szama
véges és mindig Kisebb m -nél vagy més széval G"}L -kben

lehet az f (r) zéréhelyeit torolni. Ezen miveleteket az
f (z) valamennyi zéréhelyeivel végezvén, utolsé kifejezése

ez lesz:
F@—=6@. | | a6, (— )
* r \z—a,/’
Pe=1
melyben az a, -k kozbtt mar az f(z) zéréhelyei nem érten-
dék. Ugyanott a G (z) a-ra szabalyos fiiggvény alakjaval
bir és convergens, ha

mod (z—a) £ mod (2-—a);
1 L ’
a G, (;‘”_'_ —a ) pedig véges vagy végtelen convergens
&

sort képvisel a szerint, & mint z=a, pont a figgvény
lényegtelen vagy lényeges singularitdsa; a sor convergen-
tidgjanak foltétele pedig ez:

mod (5 —a) £ mod (z—ay).

Ezen utolsé kifejezéstink, mely a I1I. alatt felhozott
alakokkal megegyezik, csakugyan bizonyitja azon allitasun-
kat, mely szerint minden fiiggvény, mely az s gorbe és a
singularis pontokat bezdré korok kozott analytikus, kife-
jezhets (m + 1) szdmu sorok szorzata gyanant; ezen sorok
egyike a valtozo positiv, a tobbi a valtozé negativ hatvi-
nyai szerint halad.!

1 A fiiggvénynek ily eloallitdsit Weierstrass : Zur Theorie ete.
czimii értekezésében elemi médon hozta be, mely azonban nagyon
hosszadalmas.
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e

4. Mindezen okoskodasok csak addig érvényesek, a
mig a singularis pontoknak szdma véges; ha ez azon-
ban végtelen nagy, tgy megtorténhetik az, hogy a IL
alatti kifejezések mar nem 4llanak — végtelen sok sor-
nak Osszege, illetleg szorzata nem lévén mindig con-
vergens.

Erre nézve Mittag-Leffler! a fliggvényt oly alak-
ban szerkesztette, melyben ez mindig véges és hatarozott
értékili, akar milyen legyen is a singularitisok szama és
neme.

Megemlitjiik azonban, hogy abban az esethen, a mi-
kor a fiiggvénynek végtelen sok csupan lényegtelen singu-
laris pontja van, a fiiggvény analytikai elSallitasat még
» Weierstrass theorémajanak® ? tekintetbe vételével is adhat-
nok, ha csak visszaemlékeziink azon fliggvények recipro-
citasara, melyek liyen osszefiiggésben vannak:

1
P (x)

Mi ezen specidlis esettel nem foglalkozunk, mert azon
disciplinakat is kellene tudni, melyeken Weijerstrass theo-
rémaja alapszik, hanem a legaltalanosabbhoz fordulunk.

Folteszsziik ugyanis, hogy a fiiggvény singularis pont-
jainak sorozata @, ,dy , ..., @n, ..., mely pontok a G, ,
Gy,..., G, ,... fiiggvényeknek megfelelnek. Ezen G
figgvények 4ltalanns alakja ez :

(@)=

oo By
x——a = X

n=1

!J.
(x— Wy, »

G, (@)= 6,

Mittag-Leffler most azt Aallitja, hogy ilyen megalla-

1 Mittag-Leffler : Comptes rendus. 1882. Sur la théorie ete.

? Weierstrass :- Zur Theorie etc. Ezen tétel értelmében még
oly fliggvényt is lehet szerkeszteni, melynél a ,zéréhelyek sorozata®
(die Reihe der Null-Stellen) végtelen sok taghdl all.
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podasok mellett mindig dgy lehet szerkeszteni egy

P, (x) algebraikus fiiggvényt, melynek rendje n-el val-
tozik, hogy

o @ =:§1 v+, G= a, )]

kifejezés convergens x-nek minden értékére nézve, mely
az a, pontot bezaré c¢, korbn Kkivill van.

I
Hogy ezt megmutassuk, folteszsziik, hogy az a, ,
@y ..., Qn,...pontok modulusai ezen két foltétnek ala

vannak vetve:
1-sz6r. Legyen p-nek és n-nek minden értékére

mod « _4_ mod

p %yt n,

azaz, a singularis pontok sorAban minden tag modulusa
nagyobb vagy legfeljebb egyenlé az elétte 4ll6 tag modu-
Iuséval.
2-szor. Ha a singularis pontok sorozata végtelen sok
tagbol all, ugy kell hogy
lim mod @, = oo
b=
legyen.
Az elébbiekb6l ismeretes még az is, hogy a Gy, (x)
az s és a ¢, kor altal képezett korgytiriiben definidlva
van. Irhatjuk tehat, hogy

6. (2)— 1'J‘Gp(z)dz~~LJGp(z)dz.
B 2w R 27 Wt

Mivel pedig kell, hogy a mi kifejezésiink a sik egész
kiterjedésében alljon, azért s-nek sugarat végtelen nagynak is
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vehetjilk fol. De ha 2 7 =oo, igy még a G, (¢) = o, tehat
kell, hogy

lim G (z) dz] _

legyen ; ilyen meghatirozas mellett a Gr“ (x) Kkifejezése
kovetkezové valik :

9 G 1 G}L (2) dz
@ G @==g5 ] T
i
Ha mér most az a, , @ , ..., @, . .. pontok modu-
lusai megfeleléleg o, , 05 ,..., 0, ...;az z modulusa-

nak legnagyobb értéke £, és ha a ¢ kordk sugarai koziil
a legnagyobbikat p-val jeloljik, gy az a-k elsé tulajdon-
sagat tekintetbe véve, vilagos, hogy mindig lehet p-nek
egy U értékét talalni, melyt6l kezdve o, >p +§,a mi
annyit tesz, hogy x, mely a. kezddpont kortil leirt & sugar-
ral biré kor teriiletének egyik pontja, mindig a ¢, koron
kiviil van.
Az (1) alatti kifejezést most igy is irhatjuk

®r@=2[rw+ 6 (=) ]+ X (2@

+ G, x—lap)] ’

A jobb oldal elsé része véges szamt tagokbdl all;
azonkiviil a GP_ figgvény az a, ,a,, ..., a, pontok Kor-
nyékében definidlva van egy convergens sor altal, tehat
az utolsé kifejezés elsé része is convergens. Igy allvan a
dolog, figyelmiink csak a masodik osszeadasi jel alatt allo ki-
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fejezésre iranyul, ez altal pedig, a mint latni fogjuk, még
a P, (z)-nek jelentdsége is ki fog dertilni.

E végre visszamegyiink a Gy, (z)-nek alakjara, (2)-re,
melyet most igy irunk:

1 1.2
G}L (%) = TMJEHGP (®) dzl:z +z’ 4+ ...

2 %Y
ce ]
2’ 2’ (o—zx)

vagy ha ketté szakitjuk,

_ 1 1 z x¥—1
G}L(z)v ’Z_ﬁ_;:L[:FG}L(Z)dz [‘;+?++ i ]

v
1 x’ Gp. (Z) de
T 2mi g 7 (¢—z) '

ezen kifejezésben eléfordulé v szamot majd gy n-nek
figgvényében hatarozunk meg, hogy a Gr},L () figgvény

egyenletesen convergens legyen és ha még az elss integral-
nak értékét P, -vel, a masodikét — R, -vel, akkor még

G, () + P, (z)=R,

Legyen mar most a ¢, koron M, a G, modulusinak

legnagyobb értéke; vilagos még, hogy ugyanazon korre
nézve mod 2 = a, — pj ilyen megallapodis utin

pedig irhatjuk, hogy

mod R, £1 M, ¢ ds £ Mg )
=2 )., (o (e = () (e
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Ha most egy oly A, 4lland6t hozunk be, mely az
A
*1.
My p = (2

foltétegyenlet altal van meghatarozva, akkor a fentebbi
kifejezést még igy is irhatjuk:

&V
mod R, <
o= (otp—p) N (2ppf)
ebbdl pedig
. & &I

)1 mod R p3 —
p et (u—p) " =h (o=pE)

Itt most két esetet kiilonboztethetiink. meg a A, érte-
kére vonatkozélag. Ha ez negativ vagy zérus, dgy vilagos,
hogy &z utolsé kifejezés jobb része akkor zérus, ha
v=p.; ellenben, ha A, positiv szam, akkor a v = + 2,
helyettesités kielégiti a sor convergentiajanak foltételét.

Igy tehat v-nek alkalmas megvalasztdsa utan csak-
ugyan minden p-re nézve

o

LG+ P, (x)] 2 R
p—1

kifejezés egy egyenletesen convergens sort képvisel. De
ezen sor convergentidja maga utin vonja a (3) és igy az
(1) alatti kifejezés convergentidjat is; latjuk tehat, hogy
csakugyan mindig lehet talalni egy oly P, (x) fiiggvényt,
mely az (1)-nek convergentiajat, igyszélvan, helyreigazitja.

Ha még az (1)uez egy tetszésszerinti G (z) fligg-
vényt hozzavesziink, a melynek sem Ilényegtelen, sem

3



34

lényeges singularis pontja nines, akkor a fiiggvény leg-
altalanosabb alakja ez:

oo 1 N1
@) =6 )+ X b+ 6, (=)

mely egyszersmind Mittag-Leffler tételének analytikai kife-
jezése. A G}L itt is, mint azel6tt, a singularis pentnak jel-
lemzé fiiggvénye.

Az f(x) ezen kifejezését vsszehasonlitva a III. alattiak
elsejével, latjuk, hogy a ketts tokéletesen egymassal egyenls,
s igy még csak azon kérdésiink nines eldontve, hogy
lehet-e egy oly fiiggvényt is szorzat alakjaban elGallitani,
melynek végtelen sok singularitdsa van? Latni fogjuk,
hogy ez is lehetséges. A gondolatmenet veleje itt is azon
igazsagon alapszik, hogy egy logaritmikus derivaltnak
integralmaradéka véges positiv vagy negativ egész szam
(zérust beleértve).

Foivesziink mgyanis egy fliggvényt, mely az egész
sikban analytikus, kivéve az a,,4a,,..., @, , ... ponto-
kat, ezen fiiggvény derivaltja hasonlé médon olyan lévén,
f (@)
f(x)
singularis pontjaival.

Irhatjuk tehat, hogy
y oo
;éf)) —G@+ I P @+ G, (x_lap):l
‘hol az a-k kozill f (x)nek zéréhelyei is vannak; ha még
a G (z) 65 G, (;—__IT)—nek analytikai kifejezését kiir-

: 2

singularitasai osszeesnek az [ (x) zérohelyeivel és

juk, lesz
[ (@)

= T A ) A

X——a

oo B
+21 P, (z) + *‘+...:|.
p,:
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Mivel pedig ezen kifejezés jobb részén 1év6 sorok az
egész sik Kkiterjedésében convergensek, tehat egyenletesen
convergens hatvanysorok, tgy a tagonkénti integrilias meg
Iévén engedve, all

lf(x)=C 4+ A, (x—a) + (x a4 ..

+ T | b, @B la—a) — ]
= p, &)+ By, l{z—a,, —ay R
mely kifejezésben », (%) basonléképen mint a P, (x) inte-
grandusa v-nek s ezzel p-nek a fiiggvénye is; de a B
egyfitthaté értéke egyenlé egy m,, positiv vagy negativ szé,m-
mal, irhatjuk tehat, hogy

OO0
lf(x)= Z Al (z—a)* + }LL p, (@) + my I (x==a,)
n=0 =1

T
n=g (/E—a’ )"
a mibd6l azutan

> oo ;
LA (@—a) I |p 2+ ml(r—ay)
flo) = en=0 . et=1

0 I}
+ 3 Bu ]
n=1 (x—ay_)"

Azonban a mé#sodik tényezé kitevdjében eléfordulé
p, (x) figgvényre az sszegezési jel ecsak bizonyos eldleges
megallapodds ut4an vonatkozhatik — meglehet, hogy ezen

figgvények koziil egynéhanya elenyészik, — azért a
O

Z p, (x)-et mint kitevét alapjaval egyiitt irhatjuk csakis
=1

az utolsé kifejezés kells atalakitasa utan. Az f (x) jobb olda-
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lan. eléfordulé tobbi exponentialis figgvényeket még igy
is irhatjuk :

ox Id
Y A (z—a)

=14

v =G (@),

’ o

l (z— “pu)mn .

e @] XK

z ! S
n=1 Tnp' <x o a/P.) + n = 1(;:—&_)" 7 ,“!‘

% (=)

ezeket [ (x) kifejezésébe helyettesitve, azt kapjuk, hogy
f (x) altalanos kifejezése még ez is:

e

(1) f G (). I I(x—a)“(} (—————) b, (2),

Latjuk tehat, hogy ha egy fiiggvény végtelen sok
singularis ponttal bir, gy az egy végtelen sok szorzobdl
all6 szorzat alakjaban irbat6é ; ezen szorzék mindegyikét
tekinthetni a singularis pontok nemét jellemzé fiiggvényének.

Ezen kifejezésben az f (x) zéréhelyei az ap-k kozil
mar ki vannak kiiszobolve, — azon eljarassal élve, a melyet
egy véges szami singularis ponttal biré figgvény szorzat-
alakjaban valé el6allitisanal hasznaltunk.

Végill még folemlitjiik, hogy az a-k modulusaira és
ap, (x) figgvény természetére vonatkozo foltevések itt is
fennallanak, mivel ezen tétel kiindulasi pontja épen a Mit-
tag-Leffler tétele.

Ha még azt mondjuk, hogy az f (r)nek (1) alatti
eléallitasa tokéletesen megegyezik a. III. alatt bemutatott
alakok utolsojaval, ugy egyszersmind feladatunkat tokéle-
tesen bevégzettnek tekinthetjiik.



