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Uo®imo u ravni povréinu S, ogranidenu prostom konturom ¢,
i pretpostavimo, da u toj povr¥ini lezi tatka a. Ako je sad u oblasti
tatke a neka funkcija ©(2) holomorfna, onda demo tu funkeiju
modéi oko tatke a razviti u red po Taylor-ovu obrascu. Bide dakle

o) =4, + A, (z—a)F Ay (z—a) 4 ... ... (1)
S druge strane opet, ako se pretpostavi, daje u pomenutoj po-
vidini tatka @ drugoj nekoj funkeiji ¥(2) jedini singularitet (pol ili

esencijalna tatka), onda ¢e po Laurent-ovoj teoremi biti

Yo = 0 =0+ ()

i u tom izrazu su sa @, 1 @, u opde oznadena dva ovakva reda:

hW(z—a)=ayt+a, (z—a)t+a,(z—a)+...... ;
Q?( : )=Jﬁ~+ b + - b, 4. 2)

Z2—a z2—a (2—a) (z—a)?

U tom sludaju bide, kao o sam prede! dokazao,

I = S o) (e)de = 2xi X 4;_4 b, 3)
c

Po tome obrascu vidi se, da vrijednost integrala [ zavisi
samo od koeficijenata reda (1) i od koeficijenata reda (2), dok

1 V. moju raspravu, §tampanu u 139. knjizi Rada pod natpisom:
O ostacima jednogranih funkeija.
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funkeija- @, (# — a), koja je odevidno jedan elemenat funkcx_)e Y (2),
nikako ne utjede na vrijednost mtegrala I; tu-vrijednost odredu]u
dakle posredno samo funkeija ¢(2) i karakteustléna funkeija fun-
keije ¢ (z). Kad bismo prema tome uz funkeiju ¥(2) uzeli jos neku
drugu funkeiju y (%), koja bi se oko tatke a po Laurent-ovu obrascu
mogla razviti u ovakav red:

1=t (—a)toE—a)r+...
‘ b
bl + bﬂ 3

z—a  (z—a) (z—a)}

+

onda de odevidno biti

{2 V@ s = (e e

4 4

Obratno, ako je funkeija 2(2) u povrsini ogranideno]
Lontulom ¢ holomorfna, i ako je osim toga

S?r'zw(z) de = S@wm)da

4 c

onda razlika funkeijd v (2) iy (2) moze u toj oblasti
biti holomorfna funkeija, ma tatka a bilai esenci-
jalan singularitet funkeija ¥(z) i 7(2).

Pretpostavimo sad, da je tadka @ esencijalna tatka i
funkeiji 9(2) i funkeciji ¢(2). Tada ¢emo i funkeiju v(2)
moci u okolini tadke @ razviti u red po Laurent-ovu obraseu tako,
da ¢e biti

o) = P (r—w) + P, ( ! )

z—a

U tome izrazu su analiticki ekvivalenti funkcqa P, 1 P, ova
dva reda:

P(e—a)=A,+ A, (z—a)F A, (z—ad)+... ... :

1)2(1 ):zﬁa_{_ B, + B, —+ .

s—a (r—a)p " (f— @)
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Pita se, kako ¢emo u ovom-najopéijem sludaju naci
vrijednost integrala :

I= g(o(z)v’g(z)dz.
¢
Prvi i neposredni put bio bi ovo. Trebalo bi funkeiju 0 (2)b(2)
razviti u red oko tatke @ po Laurent-ovu obrascu. Ako bi sad u
redu, koji se bude dobio, ostatak funkeije 0(2) Y (2) bio broj R,
onda de biti '

S o(2)V(s)de = 27i B,
C
i tim bi nase pitanje bilo rijeSeno.

Cesto je medutim tefko razviti funkeiju % (2) ¥ (2) u red po
Laurent-ovu obraseu, a biva pri tome, da su redovi, ¥to predstav-
ljaju funkeije 9 (2) i {(2), ili poznati, ili da se lako nalaze. U tom
sludaju treba vrijednost integrala I ovako odredivati.

Proizvod funkeija o (2)1¥(2) bice u ovaj mah ovo:

P, @y +(P, Oy + P, 0)+ Py s

Stoga je
Sfp (2)9(2)de= SPI 0, dz 4+ S(Pl Qy -+ P, Q) dz - SPQ(LQ(ZZ. 4
(4 . 9 C . 4

Prvi izmedu posljednja tri integrala je oevidno = o, poito je
fankeija P, @, u oblasti tatke a holomorfna. '

Isto ée tako biti i

SP?QZdz:o
e

stoga, Sto u proizvodu redova Py i ¢, nema ni jednoga dlana, u
, S

kome bi se javljao prvi stepen koliénikaz il

Ostaje dakle izmedu pomenuta tri integrala na desnoj strani
ekvacije (4) samo joi onaj integral u sredini, a taj se moZe izra-
ziti zbirom dva integrala tako, da je ’

1 Picard. Cours 4’ Analyse, IL p. 118.
4
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' gcp(z)q,(z)dg = SP,'Qde + SP2 Q, de. (5)

No kako su funkcije P, i P, holomorfne u okolini tatke a, i
kako je s druge strane funkecijama ¢, i ¢; ta tadka esencijalan
singularitet, to demo vrijednosti posljednja dva integrala modi od-
rediti po obrascu (3). Prema tome bi integracija diferencijalne
funkeije 9 (2) ¥ (2)dz u ovaj mah duZ zatvorene proste konture.
bila u neku ruku djelimi¢na. : , ,

Dakle, ako je u nekoj oblasti, ogranienoj prostom
konturom ¢, tatka a esencijalan i pritome jedini
singularitet funkcija 2(2)id(2), i ako se u oblasti te
tadke a funkcija 0(2) mose razviti u ovaj red:

9= Ay 4, (e — )+ 4, — @) . ..
-+ B, B, —“+...,

2—a (z2— a)?

a funkecija v (z) u ovaj red:
Yo = to by (F— @)y (f— )

L by T

z—a (72— a)?

onda se integral diferencijalne funkecije % (2) v (2)dz
duz zatvorene proste konture ¢ dobiva djelimi¢nom
integracijom, a vrijednost njegova je ovo:

] : :
S 0 (&) 4()ds = 2% S (A;_ b4-a_,B,). ©)
c ) .

Uzmimo sad, da u vedu, o predstavlja funkeiju ©(z), nema
holomorfnog dijela P; (z— a). Tada ée biti

‘ Ay =A4, =4, =...=o,
t. j. bice ‘

Scp(z) Y(2)de=2iZa,  B.

4

To znadi,-da integral I ne ée u ovom sludaju za
visiti od koeficijenata reda (2), i ako je karakteri-
R.J. A 147, 9
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sti¢na funkecija Q, (-1~) ana‘l‘itiéki elemenat funk-
z—a

cije ¥ (z). Ako dakle uz funkciju ¥ (2) uzmemo drugu neku funk-
ciju 7 (2), koja bi se oko tadke @ mogla po Laurent-ovu obrascu
razviti u ovakav red:

(8 =ayF o (r—a)Fa,(z —a) 4. ..

onda de nam jasno hiti, da de 1 u ovaj mah morati biti

g (2) b (2)ds = gca(z)z(z)ds.
. .
¢ ¢
Obratno, ako funkeija »(2) u povriini ograni¢enoj
konturom ¢ nema holomorfnog dijela, i ako je osim
toga

5 () Y(2) de = Sw) 7(2) dz
c - ¢
onda de razlika funkeija Y(2) 1 y(z) uw opce biti neka
funkeija, koja u toj povr¥ini nema holomorfnog
dijela.
Kad je
P(2) =3 (2) = o,

onda je prema obrascu (6)

Sm‘ldz = 4=iY 4. B,
. =1
A -

¢
a po tome se vidi ovo: Kad je u p0v1§ini ogranidenoj prostom -
konturom ¢, tatka a esenm]aldn i pri tome jedini snwu]nrltef ﬁml\-
ciji u = @() iv=1Y@), onda je

g(u L 0)tds = 4mi S (A s da 1) (Bi—{— b.i).}

¢
Uzmimo sad ponovo, da je

dy = A4, = A, =...=o.
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 Tada u redu, Sto u oblasti esencijalne tatke a predstavljé funk-
ciju == 9(z), ne ée biti holomorfnog dijela, i u tom sludaju bide

S(o? dz — o.

4

To se u ostalom vidi neposredno i po tome, $to u onom sludaju
u redu, 3to predstavlja funkeiju ®2, ne de biti ¢lana, u kome bi
se javljao prvi stepen koli¢nika .

22— a

Najzad pomenucemo jo§ i ovo. Kad bi funkeije 9 (2) i ¥(2) u
oblasti ogranidenoj konturom- ¢ imale viie singularnih tadaka, onda
bismo, traZedi vrijednost naSem integralu, prethodno morali izra-
Cunati ostatke, koji proizvodu tih funkeija odgovaraju u svima
pojedinim singularnim tatkama, i tada bi nam prema jednoj po-
znatoj Cauchy-jevoj teoremi zbir tih ostataka, pommnoZen sa 2w,
predstavljao vrijednost integrala tako, da de u tom sludaju hiti

g? () V() ds = 2mi B X (Ai_ bt Bi),

¢
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